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COMPLEJIDAD EN ANALISIS NUMERICO Y EL PROBLEMA
DE VALORES PROPIOS

DIEGO ARMENTANO

ABsTrRACT. La complejidad de un algoritmo es el nimero de pasos requeridos
para pasar de una entrada a una salida. El conocimiento de este nimero
nos permite comparar distintos métodos y poder determinar cuales son més
eficientes. Sin embargo el estudio de la complejidad es un tema muy complicado
del cuéal se sabe muy poco, atn en problemas basicos como encontrar raices de
polinomios o valores propios de matrices. En esta articulo daremos un paseo
por distintos problemas y métodos, discutiendo en cada caso qué se sabe (o
no se sabe) sobre la complejidad. (La exposicion del articulo sigue la charla
dictada por del autor para el 6to Coloquio Uruguayo de Matemaética.)

1. INTRODUCCION

El andlisis numérico se ocupa del disenio y estudio de algoritmos disenados para
resolver problemas clasicos de analisis. Algunos ejemplos clasicos de estos problemas
son: interpolacion de funciones, integracion y diferenciacion numérica, aproximacion
de soluciones de sistemas de ecuaciones y de ecuaciones diferenciales, optimizacion,
etc.

Por algoritmo entendemos una secuencia de instrucciones que son ejecutadas a
partir de una entrada (input), la cual eventualmente producira una salida (output).

Existen dos clases muy diferenciadas de algoritmos en analisis numérico. Los
mas sencillos son los algoritmos denominados métodos directos que funcionan en
una cantidad acotada de pasos. Ejemplos de este tipo son: la eliminacion gaus-
siana, o cualquier problema en el que exista una solucion con formula explicita (e
implementable).

Por el otro lado estan los algoritmos indirectos que consisten en un sistema
dindmico que aproxima a la solucién buscada, pero que requiere (atn en un modelo
sin errores) infinitos pasos para dar con la solucion exacta. Para estos casos es
necesario dar una condiciéon de parada a nuestro algoritmo, como por ejemplo que
el output esté suficientemente cerca de la solucion exacta (ver Seccion . Un
ejemplo fundamental, como consecuencia de los trabajos de Abel y Galois, es el de
encontrar raices de polinomios con grado mayor a 4. Los métodos indirectos son los
mas complicados e interesantes de estudiar como veremos a continuacion.

2. CONDICIONAMIENTO

La primer dificultad para el anélisis de un algoritmo son los errores de redondeo.
Las computadoras actuales trabajan con el sistema de aritmética de punto flotante,
y entonces todas las operaciones aritméticas son realizadas en un subconjunto finito
& de los numeros reales R. Unas de las caracteristicas de este sistema aritmético es
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la existencia de una funcion r : R — & llamada funcién de redondeo que aproxima el
dato ingresado (en algtin sentido le da el valor del elemento més proximo de &). De
esta manera todas las operaciones aritméticas en R pasan a operaciones aritméticas
en & a través de la funcion 7.

En general, como se coment6 en el punto anterior, nuestros datos y operaciones
aritmética estan sujetos a pequenos errores de redondeos. Por lo tanto, dado un
algoritmo que intente resolver nuestro problema, el resultado seré una solucion de
un problema perturbado. Existe una cantidad denominada nimero de condicion
que cuantifica qué tan sensible es nuestro problema a pequenas perturbaciones en
la entrada. (Es importante destacar que el condicionamiento es una caracteristica
intrinseca del problema que estamos mirando, y no depende del algoritmo en
cuestion.)

A continuacion veremos un ejemplo que ilustra las dificultades mencionadas.

Ejemplo 2.1. Supongamos que queremos resolver el sistema de ecuaciones lineales
(2.1) Az =D,

donde A € R™*™ yv b € R™ son las entradas. Al ingresar estas entradas a la
computadora obtenemos que A y b son sustituidos por

A:=A+AA, b:=b+ A,

donde AA y Ab son errores producidos por la aritmética de la computadora. (Para
simplificar la exposicién supongamos que no hay error de aproximacién en b, i.e.
Ab=0.)

Luego, atn en el caso de estar en un modelo ideal de algoritmo que funcione sin
errores, tenemos que nuestro output tiene la forma

T:=a+ Az := (A",

siendo x := A~'b la verdadera solucién a nuestro problema.
El ntimero de condicién, asociado al input A, controla el tamano del vector Azx.
Se prueba que

[A]| [AA]
< K(4) ;
[l [[A]l
siendo k(A) = ||A]| - ||A~Y|| el nimero de condicién asociado a la entrada A, y || - ||

la norma euclideana. (Ver por ejemplo Blum et al. [9, Capitulo 11].)

En particular esto sugiere que un nimero de condicién grande conspira contra la
precision de nuestro output. (Observar que en este ejemplo no hemos especificado
ningtn algoritmo.)

El ntimero de condicion tiene asociado una interpretacion geométrica importante

que viene dada por el Teorema de numero de condicion. Si sobre el espacio de
matrices R"*" consideramos la norma de Frobenius, ||Allr := />, ; a?j, entonces
se tiene el siguiente resultado.
Teorema 1 (Eckart-Young). Sea A € R™ "™ invertible. Entonces
) — 1l
diStF (A, Z)

siendo X C R™*™ el conjunto de matrices de determinante cero, y dp la distancia
inducida por la norma de Frobenius. (Ver [9, pagina 202].)
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El conjunto ¥ es exactamente el conjunto de entradas problematicas dado que el
sistema no tiene solucion. (En el contexto del problema de resolver sistemas lineales,
Y es el conjunto de entradas mal condicionadas.)

El teorema anterior dice que el niimero de condicién es inversamente proporcional
a la distancia de la matriz al conjunto de matrices no invertibles.

Observacion 2.2. El teorema de ntimero de condicion vale en muchos contextos, por
ejemplo ver Shub-Smale [24] para el caso de ceros de polinomios, Armentano [1]
para el problema de valores propios, Cucker et al. [I5] para el problema de conteo de
raices reales. Hasta ahora no hay una teoria general sobre el niimero de condicién en
problemas computacionales. En cada caso particular se estudia si hay un resultado
similar.

3. COMPLEJIDAD ALGORITMICA

3.1. Ceros aproximados. Una pregunta importante es saber cuando nuestro
algoritmo debe parar, y para esto es necesario establecer un criterio.
En el siguiente parrafo describiremos dos criterios diferentes.

e c-aproximacion: Fijado un € > 0 de antemano, una e-aprorimacion es un
output que estd a una distancia menor o igual a € de una solucién verdadera.
o Aprozimacion a la Smale: Un output es un cero aprorimado en el sentido
de Smale si una version apropiada del método de Newton comenzando en él
converge cuadraticamente, de manera inmediata, a una soluciéon verdadera.

Observar que ser un cero aproximado es mas fuerte que ser una e-aproximacion.
Esto resulta facilmente del hecho de que podemos convertir un cero aproximado en
una e-aproximacion simplemente iterando una cantidad prefijada (que depende de
e) de veces el método de Newton.

En el otro sentido, no es verdad que toda e-aproximacion puede ser convertida
en un cero aproximado. Por ejemplo, con el € prefijado, es posible que existan
mas de una solucién en el entorno de tamano €. O peor aan, la soluciéon puede
tener “multiplicidad” y en tal caso el método de Newton converge de manera lineal
(ver [9]).

3.2. Complejidad media. Una buena medida de la eficiencia de un algoritmo es
su complejidad. Grosso modo la complejidad de un algoritmo, disenado para resolver
un problema de anélisis numérico, es el tiempo requerido por el mismo para pasar de
la entrada a la salida. Por tiempo se entiende la cantidad de operaciones aritméticas
bésicas (sumas, multiplicaciones, inversiones, etc.) realizadas por el algoritmo.

La complejidad de un algoritmo depende de la entrada que estemos trabajando.
Por ejemplo, es claro de la discusién anterior sobre el nimero de condicién que una
entrada mal condicionada lleve més tiempo que una entrada bien condicionada. En
este sentido la complejidad de un algoritmo depende fuertemente de la entrada que
estemos mirandol]

Para evitar la dependencia en la entrada, Smale [29] propone una manera sis-
tematica de analizar la complejidad de un algoritmo considerando un anélisis
probabilistico del mismo. Si consideramos una medida de probabilidad v sobre el

1 Ademés también depende de la solucién asociada a nuestra salida. Esto se puede ver claramente
en el caso de encontrar raices de un polinomio donde hay diferentes soluciones y algunas pueden
presentar més dificultades que otras para localizarlas.
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espacio de entradas J, jcuél es el valor esperado de la complejidad? Este ntumero es
lo que se define por complejidad media. Conocer la complejidad media nos permite,
no s6lo comparar algoritmos, sino poder decidir si el problema computacional tiene
complejidad media polinomial. Con esto nos referimos a problemas tales que existe
un algoritmo disenado para resolverlo con complejidad K, donde su promedio sobre
todas las entradas satisface

/ K(a)dv(a) < C(dim 7)1,
a€J
donde dim J es la dimensién espacio del espacio de entradas, y ¢ un natural.

3.3. Complejidad del teorema de Bézout. En las dltimas décadas, motivado
por lo trabajos pioneros Shub-Smale [24, 25, 26| 27], se han realizados muchos
trabajos con el objetivo de disenar algoritmos —para el problema de resolver sistemas
de ecuaciones— con complejidad media polinomial. El problema 17 de la lista de
problemas para el siglo XXI de Steve Smale dice lo siguiente:

“Can a zero of n complex polynomial equations in n unknowns be
found approximately, on the average, in polynomial time with a
uniform algorithm?” S. Smale [31].

Una respuesta afirmativa a esta pregunta se obtuvo en 2017 por P. Lairez [19)],
mediante una derandomizacion del algoritmo randomizado con complejidad media
polinomial propuesto por Beltran-Pardo [7]. (Ver también Beltran-Pardo[8] y
Biirgisser-Cucker [10].)

4. COMPLEJIDAD DEL PROBLEMAS DE VALORES PROPIOS

En esta secciéon daremos un breve paseo sobre la complejidad del problema de
valores propios.

El problema de valores propios es el siguiente: dada una matriz A, de tamafno
m X m, encontrar un escalar A y un vector no nulo v tales que

(4.1) (Mdyy, — A)v = 0.

Nos restringiremos a trabajar sobre el cuerpo de los reales o complejos. Ademés,
observar que el sistema es homogéneo en v y por lo tanto podemos trabajar
sobre el espacio proyectivo asociado.

Este es un problema comun para los cientificos que dia a dia “resuelven” este
problema mediante una computadora. Sin embargo, el problema de estudiar su
complejidad estuvo abierto por mas de 30 anos, convirtiéndolo en un de los grandes
desafios para la comunidad de algebra lineal numérica.

“So the problem of devising an algorithm [for the eigenvalue problem/
that is numerically stable and globally (and quickly!) convergent
remains open.” J. Demmel [14, page 139]

En lo que sigue comentaremos de manera sucinta qué se sabe sobre la complejidad
de los algoritmos més conocidos para el problema de valores propios.

4.1. Polinomio caracteristico. Es probable que el primer algoritmo que se nos
ocurra para atacar el problema de encontrar valores propios de una matriz A, es
calcular las raices del polinomio caracteristico x 4, para luego encontrar (aproximar)
sus raices. Sin embargo este método parece no ser el apropiado debido a que es
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numéricamente inestable como veremos a continuacién. El polinomio de Wilkinson
(de aspecto inofensivo)

W(z) = H(a: — i) =22 +wiex'® + -+ wiz + w

i=1

se utiliza como ejemplo de este fenomeno. Supongamos que A es la matriz diagonal
con entradas 1,2,...,20 (y por lo tanto xa(z) = W(z)). Luego un error del
orden 2723 en el coeficiente w9 = —210 produce, atn si los demas coeficientes
son calculados de manera exacta, una variacién enorme en los ceros de xyp. Por
ejemplo, el cero 18 y el cero 19 se unen para crear una raiz doble en 18.62, la cual
se convertira en dos raices complejas conjugadas si el error es ain mayor. (En otras
palabras, esto muestra que el polinomio W (z) esta mal condicionado en la raices 18
y 19.)

Sin embargo, se puede probar que la matriz A esta bien condicionada para el
problema de valores propios (cf. Seccion , i.e., una pequena perturbaciéon en las
entradas de la matriz A provocan una pequefa alteracion en los valores propios.
(Ver por ejemplo Armentano [T, Seccion 3]).

Observacion 4.1. El fenbmeno como el que ocurre con el polinomio de Wilkinson
motivo a los analistas numéricos a descartar este procedimiento para el problema
de valores propios. Mas atin, la comunidad no sélo descarta este método para
atacar el problema sino que por el contrario, para encontrar raices de polinomios se
transforma el problema a encontrar valores propios de una matriz con las raices del
polinomio, conocida en la literatura como la matriz compariera. (Ver por ejemplo
Trefethen-Bau [32].) (En Biirgisser-Cucker-Rocha [12] se da una posible explicacion
del porqué de este fendomeno.)

4.2. Método de la potencia. Dada una matriz A, el método de la potencia se
define por la iteracién

Azp_q

42 oy = koL
(42) Sl V.

(k=1,2,...).

donde xq es cierto vector unitario inicial. (Observar que el método esta definido
siempre que zj 1o esté en el nucleo de A).

El método de la potencia es un algoritmo sencillo para encontrar el vector propio
dominante. Su simplicidad, desde el punto de vista de sistemas dinamicos, lo hace
muy atractivo. Sin embargo este método tiene un lado negativo: no es eficiente
desde el punto de vista del analisis numérico, y ademés s6lo encuentra un vector
propio.

Si existe un valor propio dominante, entonces es un ejercicio verificar que para
casi todo vector inicial la sucesion [£.2] converge a una direccién dominante.

Kostlan [I7] obtuvo los primeros resultados finos sobre la complejidad de este
método para encontrar e-aproximaciones del vector propio dominante. En particular
se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2 ([I7]). Sea A una matriz aleatoria m X m simétrica con entradas
independientes gaussianas estindar fuera de la diagonal, y gaussianas con varianza
2 en la diagonal. Entonces la complejidad media del método de la potencia es infinito.
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La randomizacion elegida resulta de la distribucion gaussian orthogonal ensamble
(GOE) en matrices simétricas m x m, siendo esta la tinica medida de probabilidad
invariante bajo la accién por conjugaciéon del grupo ortogonal.

Si uno excluye un entorno tubular de las matrices mal condicionadas para este
problema, o refina el método de la potencia, puede obtener resultados de complejidad
media finita para aproximar el vector propio dominante. Ver Kostlan [17] y [I8].

4.3. Tteracion de cociente Rayleigh. Un método més eficiente es la iteracion
cociente de Rayleigh que consiste en: dado un vector inicial unitario xg, se genera
una sucesion {z} dada por

(4.3)  Ne=al Avp_y, (A—Nd)y=zp_1, xp:= H%H (k=1,2,...).
La idea detras de este método esta en usar el método de la potencia para la matriz
(A — \ld)~! cuando A esta cerca de ser un valor propio, para luego actualizarlo.

Es conocido que este método es convergente (y rapido) para el caso de matrices
simétricas. (Ver por ejemplo Ostrowski [20], Parlett-Kahan [2I], y Batterson-
Smillie [5]

Sin embargo, no existen resultados relacionados a la complejidad media del
mismo.

En el caso de matrices no simétricas, Batterson-Smillie [6] probaron que la
situacion es muy distinta dado que no existe convergencia global.

Teorema 3 ([6]). Sim > 3, entonces hay un abierto de matrices para las cuales
cada una tiene una abierto de condiciones iniciales donde el método iterativo del
cociente de Rayleigh no converge.

Es claro que resulta entonces que la complejidad media es co.

4.4. Algoritmo QR. El algoritmo QR, desarrollado por J. Francis en la década
del 50, es el método mas conocido para encontrar valores propios de una matriz.
Este método se basa en la descomposicion QR en la cual toda matriz A se puede
factorizar de la forma A = @R, donde @ es ortogonal y R triangular superior
(analogo en el caso complejo).

El algoritmo QR genera una sucesion {Ax} que se construye de la siguiente
manera: con matrices iniciales de Ag := A = Qo Ry, definimos

Ay = Ri1Qr—1 = Qi Ry, (k=12,...).

Es un ejercicio verificar que las matrices Ay son ortogonalmente conjugadas a A, y
por lo tanto sus espectros coinciden.

Resulta que en condiciones genéricas Ay tiende a una matriz triangular superior,
y por lo tanto en la diagonal estan sus valores propios. (Ver Dedieu [13].)

Se puede probar que el primer vector de la matriz A coincide (a menos de un
escalar) con la sucesion generada por el método de la potencia para la matriz
A. Por lo tanto, en el caso simétrico, resulta del Teorema [2] que la complejidad
media del algoritmo QR para el caso GOE es infinito.

Por esta razon se utilizan variantes del método QR, denominados algoritmos QR
con shift, los cuales potencian la velocidad trasladando la matriz A por multiplos

de la identidad (cf. (4.3)).)
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Actualmente el método més utilizado es al algoritmo QR de Francis con shift
(dobles) (ver Batterson [4]). Sin embargo no hay teoremas que aseguren su conver-
gencia en casos no estructurados, y menos atn un estudio de la complejidad media
del mismo.

4.5. Flujos isoespectrales. Otro tipo de algoritmos son los asociados a flujos
isoespectrales. Sobre el espacio de matrices simétricas se considera un flujo ¢; que
satisface las siguientes propiedades:

e (isoespectral) espectro de ¢:(A) es constante, t > 0;
e (convergencia) el flujo ¢;(A) converge a una matriz diagonal cuando ¢ —
+00.
Un ejemplo de esto es el flujo generado por la ecuacion diferencial de corchete
doble de Brockett

A(t) = [A®t),[A(t),D]], A(0)=A, D =diag(1,2,...,m).

(Ver [I6l Capitulo 2].)

Discretizaciones de estos algoritmos inducen algoritmos para resolver el problema
de valores propios. Sin embargo, no existen resultados de complejidad media para
estos métodos.

Seria interesante tener resultados que vincularan la longitud de las lineas de flujos
con la complejidad de estos algoritmos.

4.6. Métodos de homotopia. En esta seccion desarrollaremos algoritmos de
continuacioén, o llamados también métodos de homotopia, orientado para el problema
de valores propios de matrices complejas.

(Nos concentraremos en el problema de valores propios, pero se destaca que
mutatis mutandis se puede extender a otros problemas numéricos.)

Brevemente, los métodos de homotopia pueden describirse de la siguiente manera.
El sistema de ecuaciones (A, — A)v = 0, con v € P(C™), siendo P el espacio
proyectivo asociado, es el punto final de un camino de problemas

(4.4) (AL, — A())o(t) = 0, v(t) £0, 0 <t <1,

con (A(1), A(1), v(1)) = (4, \,v).

Comenzando desde una terna (A(0), A(0),v(0)) “continuamos” este camino hasta
el sistema objetivo (A, — A)v = 0. La manera algoritmica de hacerlo es construir
un numero finito de ternas

(4.5) (Ak,)\k,vk), 0<k<K,

con Ay = A(tg), y0=tg < t1 <---<txg =1,y donde (Ag,vi) es la aproximacion
del valor y vector propio (A(tx),v(tr)) de Ag.

Las ternas dadas en se construyen utilizando un método de prediccion-
correccion de la siguiente manera: dado la particion 0 =ty <t;1 < --- <tg =1,y
el par (Ag,vp) € C x P(C™), se define

(A 0k) == Na, (Ar—1,v6-1), 1<k <K,

donde N4 es el operador de Newton N4 definido en C x P(C™) (ver Armentano [IJ).
La particién 0 =ty < t; < --- < tg = 1 se construye de tal manera que el par
(Ak,vg) es siempre un cero aproximado de Ay.
La complejidad de este algoritmo es el nimero K de pasos suficientes para validar
esta aproximacion.
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Un resultado importante para los métodos de homotopia es vincular la complejidad
K con alguna propiedad analitico geométrica del problema.
Teorema 4 ([I]). Para t € [0,1], sea T'(t) = (A(¢t), A(t),v(t)) satisfaciendo Y
|A(t)]] = 1. Entonces, la complejidad K satisface

K< [ e e

siendo HF(t)‘ la velocidad de la curva en C™*™ x C x P(C™), y p el nimero de

condicion que estd dado por

(A0, 0) = [AlLe - || (T, (i = )]0~

donde denotamos por Il es la proyeccion ortogonal sobre el ortogonal a v.

Este resultado fue motivado por Shub [23], que es el resultado analogo para el
caso de la complejidad del problema de Bézout.

El Teorema [4] motiva dos preguntas importantes.

e ;Cémo elegir la terna inicial (A, Ao, vo) satisfaciendo (4.1))7;
e ;Como conocer a priori caminos {A(t)} tales que el levantado I'(¢) satisface
w(T'(t)) es pequetio?

La primer pregunta tiene facil respuesta, dado que hay muchas formas distintas de
tomar ternas iniciales. Aunque es importante destacar que cada eleccion influenciara
la complejidad, y por lo tanto es razonable preguntarse si hay una terna 6ptima.
(Ver Problema 7 de la lista de Smale [31].)

Para responder la segunda pregunta vale la pena mencionar que en este caso
también hay un teorema de nimero de condicion (cf. Observacion [2.2). Por lo
tanto basta considerar curvas que se mantengan alejadas de los problemas mal
condicionados, i.e., matrices con valores propios miltiples (ver [I]). Dado que no se
conoce bien la geometria del problema, tener una respuesta a la segunda pregunta
es de suma dificultad. En general se opta por tomar segmentos de recta, o realizar
caminos que preserven el condicionamiento. Esto tltimo es viable dado que en
general el nimero de condicién tiene ciertos invariantes conocidos a priori, como
por ejemplo en este caso, el nimero de condicién es invariante por conjugaciones
por matrices unitarias.

El primer resultado sobre complejidad para este problema, para el caso de
matrices hermitianas, se encuentra en Armentano-Cucker [3] donde los autores dan
un algoritmo randomizado con complejidad media polinomial.

El primer resultado satisfactorio sobre la complejidad del problemas de valores
propios es reciente, y es el siguiente.

Teorema 5 (|2]). Hay algoritmos de homotopia, tales que si el input es una matriz
A compleja m x m, con entradas gaussianas estdndar independientes, entonces el
output es un cero aprorimado de la matriz A con complejidad media polinomial en
m.

Las cotas de la complejidad media para encontrar un valor y vector propio de
matrices complejas gaussianas son de orden O(m”). Este resultado es una cota
superior, pero es posible que pueda ser mejorada.

En el articulo [2] se detallan cuales son los puntos de partida y las homotopias
utilizadas.
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Observacion 4.2. Es posible que los métodos de homotopia no sean tan rapidos
como sus competidores para este problema. Lo mas destacable de este resultado es
que da una respuesta positiva a un problema abierto desde hace décadas en algebra
lineal numérica.
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