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RIGIDEZ Y GEOMETRICIDAD DE ACCIONES DE GRUPOS DE
SUPERFICIES EN EL CIRCULO

MAXIME WOLFF

RESUMEN. Esto es el acta de mi charla en el sexto coloquio uruguayo de
mateméaticas. Consideramos representaciones desde un grupo de superficie
cerrada a Homeo™t (S1). Kathryn Mann ha probado que las representaciones
geométricas (ie, que levantan a una representacion fiel y discreta en PSL(2,R))
son rigidas (ie, todas sus deformaciones son semi-conjugadas). Junto con ella,
probamos la reciproca: todas las representaciones rigidas son geométricas.

1. SEMI-CONJUGACION

El estudio de acciones de grupos sobre el circulo es un tema bastante clésico,
empezando desde Poincaré, con la teoria del nimero de rotacioén, para resolver
problemas de sistemas dinamicos. Mas recientemente, la teoria de cohomologia
acotada empezo praticamente con el trabajo de Ghys [4], donde caracterizo la
dindmica rotacional de una accién en términos de una clase de cohomologia acotada
(la clase acotada de Euler). La teoria de las variedades de dimension tres, con el
teorema de geometrizacion de Thurston, también utiliza acciones de grupos de
superficies o de variedades de dimensién tres sobre el circulo, con la caracterizacion
de los fibrados de Seifert a travéz de los grupos de convergencia [111, 3, 2], o el estudio
de foliaciones tensas sobre una variedad de dimension tres (ver [I] por ejemplo). Se
pueden encontrar muchas mas motivaciones y observaciones en el libro [10].

Aqui nos interesa estudiar las deformaciones de estas acciones. Entonces, si I' es
un grupo finitamente generado, consideramos el “espacio de representaciones”,

Rr = Hom(T", Homeo™ (S)),

con la topologia producto. Hay una manera bastante obvia de deformar una repre-
sentacion p € Ry, por conjugacion: si g, € Homeo™ (S1) es un camino que empieza
en la identidad, entonces g, 1pgs es una deformacion, trivial en el sentido de que
no cambia la dinamica de p. Una observacién de Denjoy es que siempre es posible
deformar acciones de otra manera: por ejemplo si p(T') tiene una oOrbita infinita,
digamos, (%, )n>1, se puede construir un nuevo circulo insertando un intervalo de
tamano 2% en lugar de x,, y luego, extender p a una accidén p; sobre el nuevo
circulo. Entre t = 0 y t # 0, estas accidnes tipicamente no son conjugadas (por
ejemplo si p es minimal), pero tienen la misma dindmica rotacional. Ademas, son
“casi-conjugadas”, en el sentido que p; tiene conjugados arbitrariamente cerca de p.

Definiciéon 1 (Ghys [4]). Decimos que dos acciones p; y p2 son semi-conjugadas
si existe un mapa creciente h: R — R, tal que h(z + 1) = h(z) + 1, y, para cada

—~ —_—

v € T, existen levantamientos p;(7): R — R tales que h o p1(y) = p2(7) o h.
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Esta definicién cumple que p; y p2 son semi-conjugadas si y solamente si las
clausuras de sus clases de conjugacion se intersectan. Asi que definimos el “espacio
de caracteres”,

Xr = Rr/ ~,
donde ~ es la semi-conjugacion.

Por el trabajo de Ghys y Matsumoto [4, {], es facil ver que Xt es el cociente
Hausdorff mas grande del espacio Rr/ Homeo™ (S'), cociente de Ry por conjugacion.
Esta observaciéon permite generalizar la definicién de X1 a representaciones en otros
grupos que Homeo™ (S1), y también, de verla como una generalizacién de los cocientes
de la teoria geométrica de los invariantes (GIT), en el caso de representaciones en
grupos de Lie.

2. RIGIDEZ Y GEOMETRICIDAD

Decimos que una (clase de) representacion [p] € Xr es rigida, simplemente si es
un punto aislado de Xr. El primer ejemplo de representaciones rigidas fue dado
por Matsumoto. Si ¥, es una superficie cerrada de género g > 2, entonces podemos
elegir una estructura hiperboélica sobre Y,. El cubrimiento universal de X, con la
meétrica levantada, es isométrico al plano H?, asi que la accién natural del grupo
fundamental 71X, sobre H?, por isometrias, es un morfismo m ¥, — PSL(2,R).
Ahora la accion de PSL(2,R) ~ Isom™ (H?) sobre el circulo a infinito nos da una re-
presentacion, w3, — Homeo™ (S'), que llamamos Fuchsiana. Diferentes estructuras
dan representaciénes Fuchsianas conjugadas en Homeo™ (S'), y Matsumoto probo
que estas representaciones son rigidas [9]. (Probé un teorema mas fuerte, diciendo
que todas las representaciones de clase de Euler maximal son semi-conjugadas a una
representacion Fuchsiana.)

Mann generalizo este teorema a los levantados de representaciones Fuchsianas.
Si p: S — S! es un cubrimiento de grado k, entonces, se puede verificar que una
representacion Fuchsiana pr se puede levantar a una representacion p%., que cumple
pr(7y) op = po ph(y) para cada v € T, si y solamente si k divide 2g — 2. Estas
nuevas representaciones son geométricas, en el sentido siguiente.

Definiciéon 2 (Mann,[6]). Si G < Homeo(M) es un grupo actuando sobre una varie-
dad M transitivamente, y si I' es un grupo discreto, decimos que una representacion
p: I' = G es geométrica si es fiel y si su imégen es un lattice de un grupo de Lie
H < G que actia transitivamente sobre M.

Aqui, diremos también que una representacion es geométrica si es semi-conjugada
a una representacion geométrica, porque estamos mas interesados en clases de
semi-conjugacion de representaciones.

Ahora, el teorema de Mann evocado en el abstract es el siguiente.

Teorema 3 (Mann,[5]). Sea T' un grupo finitamente generado, y sea p: I' —
Homeo™ (S') una representacion geométrica. Entonces p es rigida.

Se puede verificar facilmente que si p: T' — Homeo™ (S1) es geométrica entonces T
puede ser solamente Z o un grupo de superficie cerrada. Asi que el teorema siguiente,
que logramos junto con ella, es un reciproco.

Teorema 4 ([7]). Sea p: 1%, — Homeo™ (S1) una representacion rigida. Entonces
es geométrica.
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Entonces, ahora tenemos la lista completa de los puntos aislados del espacio

X5, Pero muchas preguntas se quedan abiertas. Por ejemplo, no se sabe si tiene
un nimero finito de componentes conexas.
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