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CURVAS SOBRE CUERPOS FINITOS

MIRIAM ABDON, CICERO CARVALHO, Y DANIEL PANARIO

REsuMEN. El objetivo principal de estas notas es presentar resultados de la
teoria de curvas algebraicas definidas sobre cuerpos finitos, con énfasis en el
estudio de curvas maximales. Iniciamos con una exposicion de resultados de
la teoria de cuerpos finitos que seran necesarios en el estudio de curvas. En
seguida pasamos al estudio de cuerpos de funciones algebraicas en una variable,
que corresponde al estudio de la geometria intrinseca de las curvas algebraicas,
y presentamos también una aplicacién de resultados de cuerpos de funciones a
la teoria de cédigos. Finalmente pasamos a algunos de los principales resultados
de la teoria de curvas algebraicas, especialmente a los que se refieren al nimero
de puntos racionales de la curva.
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1. INTRODUCCION

El origen de los cuerpos finitos se remonta a los siglos XVII y XVIII. Los primeros
en estudiarlos fueron: Fermat (1601-1665), Euler(1707-1783), Lagrange (1736-1813)
y Legendre (1752-1833). Todos ellos trabajaron sobre determinados cuerpos finitos:
F,, donde p es un nimero primo. Mas adelante se vera que existe otro tipo de
cuerpos finitos.

La teoria de cuerpos finitos tal y como se conoce hoy en dia fue construida a
finales del siglo XVIII y principios del XIX. Los principales investigadores en el area
fueron: Carl Friedrich Gauss (1777-1855) y Evariste Galois (1811-1832). El articulo
de Galois Sur la théorie des nombres marco el inicio de los cuerpos finitos.

El siguiente gran paso en la construccion de cuerpos finitos fue dado por Richard
Dedekind en 1857. El caracterizo a los cuerpos finitos de orden p™ como anillos de
clases residuales

Fplz]/(f)

donde f es un polinomio irreducible de grado n sobre F,. También introdujo la
férmula de inversion de Mobius en cuerpos finitos para estudiar el ntiimero de
polinomios irreducibles de cierto grado.

Finalmente, Eliakim H. Moore en 1893, demostrd que los cuerpos finitos deben
tener p” elementos si p es un nimero primo.

A finales del siglo XIX, toda la estructura de los cuerpos finitos era conocida. El
libro de Dickson (1901) ya tenia todos los elementos importantes de tal estructura.

1.1. Resultados fundamentales.

1. En cualquier cuerpo finito, el nimero de elementos es potencia de un nimero
primo, este tltimo es la caracteristica del cuerpo.

2. Si p es un primo y m un nimero positivo, entonces existe un cuerpo finito de
orden p™, el cual es tnico salvo isomorfismos.

3. El grupo multiplicativo de elementos no nulos de [y, IFqX7 es ciclico. Cualquier
elemento generador es un elemento primitivo de FF,.

4. Si ¢ = p™ entonces cada subcuerpo de [, tiene orden p%, donde d es un
divisor positivo de m. Reciprocamente, si d|m entonces existe exactamente
un subcuerpo de F, de orden p.

5. Cada elemento a € [F; cumple a? = a.

6. Un cuerpo finito I, es isomorfo al cuerpo de descomposicion de 29 — x sobre
F,,, donde p es la caracteristica de IF,.

El siglo XX fue la época en la que se desarrollaron aplicaciones de cuerpos finitos,
debido mayormente a la apariciéon de las computadoras.

Las areas de aplicaciéon mas importantes son: criptografia y teorfa de cédigos. Sin
embargo, hoy en dia el uso de los cuerpos finitos se ha expandido.

El principal libro para ahondarse en la teoria de cuerpos finitos es de Lidl y
Niederreiter [40]; para una coleccion actualizada de temas de investigacion en cuerpos
finitos ver el manual de cuerpos finitos de Mullen y Panario [41].

1.2. Anillos y cuerpos.

Definicién 1.1. Un anillo (R, +,-) es un conjunto R junto con dos operaciones “+”
y “” tal que:

1. (R,+) es un grupo abeliano;

2. - es asociativo, es decir, para todo a,b,c € Rya-(b-c) = (a-b) ¢
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3. las leyes distributivas se cumplen: para todo a,b,c € R, a-(b+c) =a-b+a-c
y(b+c)-a=b-a+c-a.

Definiciéon 1.2. Sea R un anillo.

1. Un anillo se denomina anillo con identidad, si el anillo tiene identidad
multiplicativa.

2. Un anillo es conmutativo si bajo es conmutativo.

3. Un anillo se denomina anillo de divisién si los elementos distintos de cero
forman un grupo bajo “-”.

4. Un anillo se denomina cuerpo si es un anillo de divisién conmutativo con

identidad.

W

Dicho de otra manera, un cuerpo (F,+,-) es un conjunto F junto con operaciones
+ y - tal que:

1. (F,4+) es un grupo abeliano con identidad 0;
2. (F\ {0},-) es un grupo abeliano con identidad 1;
3. las leyes distributivas se cumplen, i.e., para todo a, b, c € F' se cumple

a-(b+c)=a-b+a-c,
(b+c)ra=b-a+c-a.

Si |F| es finito, entonces se dice que F' es un cuerpo finito. El nimero de elementos
en F es el orden del cuerpo finito.

La definicién anterior implica que, excepto el 0, todos los elementos de F' tienen
inverso.

Es bien conocido que Z/(p) es un cuerpo si y s6lo si p es un nimero primo. Por
ejemplo, Z/(6) no es un cuerpo finito puesto que 2 -3 = 0 mdéd 6. Dicho de otra
forma, 2 no tiene inverso multiplicativo en Z/(6).

Definicion 1.3. Sea p un namero primo, F,, el conjunto {0,1,...,p— 1} de enteros
y ¢ : Z/(p) — Fp, la aplicacion: ¢([a]) = a para a = 0,1,...,p — 1. Entonces, F,
posee la estructura de cuerpo inducida por Z/(p), por lo tanto es un cuerpo finito
de orden p.

Se denotard a un cuerpo finito con ¢ elementos por IF,. Mas adelante se vera que
q debe ser una potencia de un primo y que salvo isomorfismos hay solamente un
cuerpo finito con ¢ elementos.

En Z, para un entero a # 0, an = 0 (donde n € N) implica que n = 0.

Ahora consideremos Z/(p) y nuevamente tomemos a # 0. Entonces se puede
demostrar que ap = 0 y p es el entero positivo més pequeno con esta propiedad.

Definiciéon 1.4. Si R es un anillo arbitrario y existe un entero positivo n tal
que nr = 0 para todo r € R, entonces el entero positivo mas pequeno n es la
caracteristica del anillo y se dice que R tiene caracteristica positiva. De no ser asi,
se dice que R es de caracteristica cero.

Teorema 1.5. Un anillo R # {0} con caracteristica positiva que tiene una identidad
y ningun divisor de cero trivial, debe tener caracteristica prima.

Corolario 1.6. Un cuerpo finito tiene caracteristica prima.
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1.3. Propiedades basicas.

Teorema 1.7. Si F, es un cuerpo de caracteristica prima p y n > 1, entonces

n

(a4+b)P" =a?" +"" y (a—b)P" =a" — ",

Demostracion. (Esbozo.) Usamos induccion sobre n:

1. Base (cuando n = 1): (a+b)? = aP 4+ b”. Se desarrolla el binomio y se verifica
que cada coeficiente 0 < ¢ < p es cero, puesto que

(p ) _pp=1...(p—it])

i P21 =0 médp.

2. De (a+b)P" =a?" + " se deduce que (a — b)P" = a?" — b*" puesto que
a’" = ((a—b) 4+ b)P" = (a—b)P" +b°".
O

Teorema 1.8. El grupo multiplicativo de elementos distintos de cero en Iy, denotado

por F, es ciclico.

Demostracion. (Esbozo.) Si g = 2 es facil ver que el resultado es cierto. Suponga
que ¢ > 3. El orden de F es ¢ — 1. Ahora considere la factorizaciéon en primos de
h=q—-1

h=pi'py* v
donde py,pa, ..., pm son nameros primos distintos y 71,73, ..., T, son enteros posi-
tivos.

Para cada 4,1 < i < m, considere el polinomio 2"/ — 1. Puesto que el grado de
este es h/p;, tiene como méaximo h/p; raices. Ahora bien, h/p; < h = ¢ — 1, por lo
tanto hay elementos en F que no son raices de zh/Pi — 1.

Sea a; un elemento de F; que no es una rafz de z"/Pi — 1. Definamos el elemento

b = /P

Dejamos como ejercicio probar que el orden de b; es p;" y que si b= by, ba,... by,
entonces el orden de b es ¢ — 1 y por lo tanto es un generador de F. O

Ejemplo 1.9. Consideremos F7 y su grupo multiplicativo F5 = {1,2,3,4,5,6}. Es
facil verificar que 2 no es un elemento primitivo, pero en el caso de 3 se tiene que:
31=3,32=2,32=6,3"=4,3>=5,30 =1,

de donde se concluye que 3 es un elemento primitivo.

Existen algoritmos para encontrar elementos primitivos, pero ninguno de ellos
se ejecuta en un tiempo polinomial en el tamano de la entrada. Encontrar un tal
algoritmo es un problema abierto dificil.

El siguiente teorema caracteriza los elementos que pertenecen a un cuerpo finito.

Teorema 1.10. Si F,; es un cuerpo finito de q elementos, entonces cada a € F,
satisface a? = a.

Demostracion. Si a = 0, entonces es claro que a? = a. Si a # 0, entonces a7~ =1,
puesto que ¢ — 1 es el orden del grupo multiplicativo in [Fy. O
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1.4. Polinomios sobre cuerpos finitos. Un polinomio sobre un anillo R es una
expresion de la forma
_\n i
p(r) =3 g air’
donde n es un entero no negativo y a; € R, para todo ¢ =0, 1,...n. Un polinomio
es mdnico si el término lider tiene coeficiente 1.

Definicion 1.11. El anillo formado por los polinomios sobre R con operaciones
suma y producto de polinomios, se denomina anillo de polinomios sobre R y se
denota como R[x].

Un polinomio f(z) = anz™ + - - + ap tiene grado n si a,, # 0. Por convencion, el
polinomio f(z) = 0 tiene grado —oo.

Teorema 1.12. Si f,g € R[x], entonces

grado(f +¢g) < max(grado(f), grado(g))
grado(fg) < grado(f)+ grado(g).

Sea F' un cuerpo. Un polinomio g € Fx] divide a un polinomio f € F[z], si existe
un polinomio h € F|x] tal que f = gh. Se dice entonces que g es un divisor de f.

Teorema 1.13 (Algoritmo de la division). Si g € Flz],g #0 y F es un cuerpo,
entonces para cualquier f € Flz] existen polinomios unicos q,r € F[z] tales que
f=qg+r ygrado(r) < grado(g).

Algunas clases importantes de polinomios sobre cuerpos finitos incluyen:

» Un polinomio f € Fy[z] es irreducible sobre F, si f tiene grado positivo y
f =gh con g, h € F,[x] implica que g o h es una constante. De otra forma f
es reducible.

» Sea f € F,[z] un polinomio distinto del polinomio idénticamente nulo. Si
f(0) # 0, entonces al entero positivo mas pequeno e para el cual f(z) divide a
2¢—1, se le denomina el orden de f y se denota como ord(f). Si f(z) = 2" g(x)
con ¢(0) # 0, entonces ord(f)=ord(g). Un polinomio moénico f € F,[z] de
grado m es primitivo sobre Fy si f(0) # 0 y ord(f)= ¢" — 1.

= Un polinomio f € Fy[x] es una permutacién polinomial sobre F, si la funcién
polinomial asociada f : ¢+ f(c) de F; en Fy es una permutacion de F,.

En las presentes notas no nos adentraremos en aplicaciones de estos polinomios,
pero existen innumerables aplicaciones de ellos en criptografia, sucesiones sobre
cuerpos finitos, combinatoria y geometria finita, entre otras areas de investigacion.

Cada aplicaciéon de Fy en si mismo puede expresarse como un polinomio. Es claro
quesi ¢ : F; = [F es una funcién arbitraria de F, en IF;, entonces existe un polinomio
tanico g € F, con grado(g) < ¢ representando a ¢, es decir, g(c) = ¢(c) para toda
¢ € F,. Es posible hallar al polinomio g usando algin método de interpolacién (como
el de Lagrange) para la funcién ¢.

Los polinomios irreducibles son los elementos “primos” de los polinomios. Al igual
que los nimeros primos para los ntimeros enteros, los polinomios irreducibles tienen
un papel preponderante para los cuerpos finitos. En el caso de los enteros, se tiene
que

Z/(p) es un cuerpo si y sélo si p es un nimero primo.

Los siguientes teoremas garantizan que lo mismo se cumple para los polinomios
sobre cuerpos finitos.
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Teorema 1.14. Para f € F,[z], el anillo de clases residuales Fy[z]/(f) es un cuerpo
sty sdlo si [ es irreducible.

Por lo tanto, un problema de suma importancia es hallar polinomios irreducibles
en cuerpos finitos. En aplicaciones, como criptografia por ejemplo, la eleccién del
polinomio irreducible para la construccién de una extensiéon de un cuerpo finito
juega un papel muy importante en la eficiencia de los métodos considerados.

El teorema anterior garantiza que se obtendra un cuerpo si y solamente si,
el polinomio que define la estructura es irreducible. Observamos que si f es un
polinomio moénico irreducible sobre F,, y grado (f) = n, entonces el nimero de
elementos de F,/(f) es p™. Asi que F,,/(f) es un cuerpo finito con p™ elementos.

Ejemplos: Consideremos primero 22 + 1 € Fy[x] como el polinomio que define
al “cuerpo” Fy. Usandolo se genera la tabla para el producto que se muestra a
continuacion:

. ‘0 1 T z+1
0 0 0 0 0

1 0 1 T rz+1 .
x 0 x 1 z+1

z+1|0 z+1 xz+1 0

Como se podra observar no se obtuvo un cuerpo finito, esto se debe a que (z +
1)(z +1) =0 en Fa[z]/(z®> + 1) y 2 + 1 # 0, es decir, se tienen divisores de cero
diferentes de cero y por tanto no puede ser un cuerpo (finito). Adicionalmente, x + 1
no tiene inverso ya que no existe un elemento que multiplicado por x + 1 dé 1 como
resultado y los elementos en un cuerpo que son distintos de cero, deben tener un
inverso.

Ahora dado 2% + x + 1 € Fa[z], se tiene que

. ‘0 1 T rz+1

0 0 0 0 0

1 0 1 T rz+1 .

T 0 T z+1 1
z+1|0 x+1 1 T

En este caso si se obtiene un cuerpo. La diferencia esta en el polinomio que se usoé.
En el primer ejemplo, el polinomio usado z? + 1 era reducible sobre Fo, mientras
que en el segundo ejemplo, 2% + x + 1 es irreducible sobre Fy. (Ejercicio: verificar
que 22 + z + 1 es irreducible sobre Fy.)

Terminamos esta seccién con un teorema fundamental para polinomios sobre
cuerpos finitos.

Teorema 1.15 (Factorizacién unica en F,[z].). Cualquier polinomio f € Fy[z| de
grado positivo se puede expresar como

f=afi f5? .. ik
donde a € Fy, fi, f2,..., fr son polinomios mdnicos irreducibles distintos y ey, ez,
..., e son enteros positivos. Ademds esta factorizacion es inica independientemente
del orden en el que aparezcan los factores.

La demostracién de este teorema no es constructiva. En otras palabras, no
ofrece ningun algoritmo para factorizar polinomios. Sin embargo, hoy en dia existen
métodos muy eficientes para factorizar polinomios sobre cuerpos finitos; ver, por
ejemplo [23].
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1.5. Estructura de los cuerpos finitos. Sea p un numero primo. Es sabido
que:

1. Z/(p) es un cuerpo finito;

2. F,[z]/(f) es un cuerpo finito si f es irreducible sobre F;

3. sigrado (f) =ny f esirreducible entonces F,[z]/(f) tiene p™ elementos.
. Son las anteriores las tinicas posibles opciones para construir cuerpos finitos? Lo
que se desea, es justamente caracterizar a todos los cuerpos finitos posibles.

Definicién 1.16. Sea F un cuerpoy K C F. Si K es en si mismo un cuerpo bajo
las operaciones de F', a K se le denomina subcuerpo de F'y a F se le llama una
extension de K. Si K # F, se dice que K es un subcuerpo propio de F.

Observe que F, no tiene subcuerpos propios. Es claro que si K C F, y K es
un cuerpo, entonces 0 y 1 son elementos de K. Puesto que K es un cuerpo, debe
ser cerrado bajo la suma, asi que cada elemento en ), estd en K. En consecuencia
K =F,.

Definicién 1.17. Un cuerpo que no tiene subcuerpos propios se llama un cuerpo
primo.

Los cuerpos primos se obtienen considerando la interseccion de todas las colec-
ciones distintas de cero, de subcuerpos de un cuerpo dado. El siguiente teorema
caracteriza a los cuerpos primos.

Teorema 1.18. El subcuerpo primo de un cuerpo F' es isomorfo a F, o bien a Q,
dependiendo de si la caracteristica de F' es prima o cero.

Definicion 1.19. Si K es un subcuerpo de F' y M cualquier subconjunto de F'.
Entonces el cuerpo K (M) estéa definido como la interseccion de todos los subcuerpos
de F' que contienen tanto a K como a M y se le denomina extensiéon del cuerpo K,
obtenida adjuntando los elementos de M.

Para un conjunto finito M = {61,0s,...,0,}, se escribe K(M) = K(61,0-,...,
0,). Si M tiene solo un elemento 6 € F', entonces L = K (0) se llama una extension
simple de K y 0 sera el elemento de definicion de L sobre K.

Si L es una extensiéon del cuerpo K, entonces es posible ver a L como un espacio
vectorial sobre K, puesto que los elementos de L forman un grupo abeliano bajo
la suma (L es un cuerpo) y la multiplicacion escalar de un elemento o € L por un
elemento r € K da como resultado ra € L, el cual cumple que:

rla+p) = ra+rp
(r+s)a = ra+sa
(rs)a = r(sa)

1l o = «

para todas r,s € K y o, € L. La dimension de este espacio vectorial es el grado
de la extension, si se tiene un espacio de dimension finita.

Definiciéon 1.20. Sea L una extensiéon de un cuerpo K. Si L, considerado como un
espacio vectorial sobre K, tiene dimension finita, entonces a L se le denomina una
extension finita de K. A la dimension del espacio vectorial se le llama el grado de L
sobre K y se denota por [L : K]

Teorema 1.21. Si L es una extension finita de K y M es una extension finita de
L, entonces M es una extension finita de K y [M : K| =[M : L][L : K].
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Definicion 1.22. Si f € K|[z] de grado positivo y F' es una extension de K, entonces
se dice que f descompone en F', si f puede escribirse como el producto de factores
lineales en Fx]. Es decir, f descompone en F si existen ajg,aq,...,a, € F tales
que

f(@) =alz —an)(z —az) - (z — an),
donde a € K es el coeficiente lider de f. Al cuerpo F' se le llama cuerpo de
descomposicion de f sobre K si f se descompone en F'y si = K(aq,qg,...,q).

El siguiente teorema caracteriza a los cuerpos de descomposicion.

Teorema 1.23 (Existencia y unicidad de los cuerpos de descomposicion.). Si K es
un cuerpo y f es cualquier polinomio de grado positivo en K|x], entonces existe un
cuerpo de descomposicion de f sobre K. Cualesquiera dos cuerpos de descomposicion
de f sobre K son isomorfos bajo un isomorfismo que mantiene a los elementos de
K fijos y lleva las raices de f entre si.

Teorema 1.24. Si I’ es un cuerpo finito. Entonces F tiene p™ elementos donde p
es la caracteristica de F' y n es el grado de extension de F' sobre su cuerpo primo.

Demostracion. Puesto que F es finito, la caracteristica de F' es un ntmero primo, y
esto implica que el subcuerpo primo K de F' es isomorfo a IF,,. Por lo tanto contiene
p elementos.

Es posible ver a los elementos en F' como elementos de un espacio vectorial de F’
sobre K. Por lo tanto, existe una base para I’ sobre K formada por 1, 5o, ..., On.
Entonces cualquier elemento en F' se puede escribir como

a1 P+ asfo + -+ anfp

con ai,as,...a, € K. Puesto que a; € K para todoi = 1,...,n, se tienen p posibles
valores, el niimero total de elementos en F' es p™. O

Ahora estamos listos para dar uno de los resultados més importantes de cuerpos
finitos.

Teorema 1.25 (Existencia y unicidad de los cuerpos finitos.). Para cada primo p y
cada entero positivo n, existe un cuerpo finito con p™ elementos. Cualquier cuerpo
finito con p™ elementos es isomorfo al cuerpo de descomposicion de xP" — x sobre
F

-

Por ejemplo, este teorema garantiza que existe un cuerpo finito con 8 elementos,
puesto que 8 = 23 y 2 es primo. Sin embargo, este cuerpo con 8 elementos no es
Z/(8), puesto que Z/(8) no es un cuerpo; por ejemplo, 4 no tiene inverso. Para
encontrar Fas hay que hallar un polinomio irreducible de grado 3 sobre . (Ejercicio:
hallar un polinomio irreducible de grado 3 sobre Fy y construir Fys.)

Teorema 1.26. Si [, es un cuerpo finito con ¢ = p" elementos. Entonces cada
subcuerpo de F, tiene orden p™, donde m es un divisor positivo de n. Reciprocamente,
st m es un divisor positivo de n, entonces existe exactamente un subcuerpo de F,
con p™ elementos.

Ejemplos:
1. Fa10 tiene subcuerpos Fo2 y Fos, cada uno de los cuales tiene a Fy como
subcuerpo.



CURVAS SOBRE CUERPOS FINITOS 9

2. F31s tiene subcuerpos Fss y F39; 36 tiene subcuerpos Fs2 y Fss, mientras
que F3o tiene como subcuerpo a Fjs; finalmente, cada uno de ellos, tiene
como subcuerpo a F3.

3. Fs no es un subcuerpo de Fig, aunque 8/16. Como 3 no divide a 4, por lo
tanto Fg no es un subcuerpo de Fyg.

Los ejemplos anteriores estéan ilustrados en la Figura

]F318

F1GURA 1. Subcuerpos de Faio e Fais.

Nuestro préoximo paso es definir los conjugados de un elemento de un cuerpo
finito.

Definicién 1.27. Sean F,» una extension de F; y a un elemento en Fym. Los
2 m—1 .
elementos o, a?,a? ..., af son los conjugados de o con respecto a IFy.

Sea o € Fgn con polinomio minimal sobre IF, de grado d. Consideremos el

. 2 n—1 . .
conjunto a, a9, a9 ..., o de conjugados de a. Los elementos de este conjunto
son distintos si n = d; sino, cada conjugado distinto aparece repetido n/d veces.

Teorema 1.28. Los automorfismos distintos de Fyn sobre Fy son las funciones
00,015, On_1, donde 0;: Fgn — Fyn definida como oj(e) = a? para cada
[OAS ]Fqn .

El conjunto de automorfismos de F; forma un grupo con la operacién de com-
posicion funcional llamado grupo de Galois de Fyn sobre IFy. Es un grupo ciclico
con generador o1: Fgn — Fgn que lleva a € Fgn a a? llamado automorfismo de
Frobenius. Los conjugados de « son, entonces, los elementos a los cuales « es enviado
aplicando iterativamente el automorfismo de Frobenius.

La suma y el producto de los conjugados de o producen dos funciones especiales
muy usadas en aplicaciones.

Definicién 1.29. Para cada o € Fym, la traza de a sobre F, es definida por
Trg,mr, (@) = a+af + a® 4oyl

La proxima proposicion, que dejamos como ejercicio, contiene algunas propiedades
de la traza.

Proposicion 1.30. Sean Fym una extension deFy, o, 8 € Fgm ya,b € F,. Entonces,

1. ’I‘I'[qu /]Fq (Oé) (S Fq;
2. TI'qum /Fq (GO{ + bﬁ) =a TI'Iqu /Fq ((X) + bTI']qu /Fq (ﬁ),
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3. Trp,.. 7, €s una transformacion linear de Fgm en Fy, donde Fgm y F, son
vistos como espacios vectoriales sobre F;
4. Trg,,. /7, (a) = ma;
5. Trg,m /r, (@) = Trg . /5, (@).
Observamos que
fl@)=(x—-—a)(z—a?)...(z— aqnfl)
=" — (a +ad+- 4+ aqnil)xnfl + o+ (—l)naaq .. .Oéqnil,

entonces Try,_, JE, () = —ap_1.
Podemos definir la traza de Fy» sobre un subcuerpo Fgm:
n—1

Trp o jw g () = 2+ 2" et (xqm) "

Cuando tenemos una cadena de extensiones de cuerpos, podemos calcular la
composicion de trazas.

Teorema 1.31. Sea K un cuerpo finito, F una extension de K y E una extension
de F. Entonces, para o € E,

Trg/k(a) = Trp/k (Trg p(e)) .

Demostracion. Sea K = Fy, [F: K] =n, [E: F] = m y entonces [E : K] = mn.
Para a € I tenemos

qi

n—1

Trp i (Trp p(e)) =

- m—1
(Trp (@ Z 3 ol

i=0 \ j=0

™

@
I
=)

mn—1

nj+i
Oéq Z Oéq ’I‘I'E/K(O(>

I
3
|
-
3
L

@
I
<
.
I
<

(]

La funcion traza Trp, g para una extension F' de K es una transformacion linear
de F en K que describe todas las posibles transformaciones de F' en K (funcionales
lineales de F).

Teorema 1.32. Sea F' un cuerpo, extension finita del cuerpo finito K, donde ambos
son considerados como espacios vectoriales sobre K. Las transformaciones lineales
de F en K son evactamente las funciones Lg, € F', donde Lg(a) = Trp g (Ba)
para todo o € F. Ademds, tenemos Lg # L~ cuando B y v son elementos distintos
de F.

Otra funcién interesante de un cuerpo finito a un subcuerpo es la norma.

Definicion 1.33. Para o € Fyn, la norma Ny ,, /5, (c) sobre Fy es definida como

n—1 =1
— aal VRN
Ng . /r, (@) =@l ...« =qaT .

n—1

Si flx)=(z—a)...(x—a? ) =", a', entonces Ng_, s, (o) = (—1)"ao.
Teorema 1.34. La funcidn norma de Fyn sobre F, verifica

(a) Nr,./r,(aB) = Ng, .5, (@)NF,. /r,(B) para todo o, B € Fyn;
(b) Ng,./r, lleva Fgn en Fy y Fy en Fy;
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(¢) Np,./r, () =™, para todo o € Fy;

(d) Ng,./r,(@?) = N, .5, (a), para todo a € Fyn.

(e) Transitividad de la norma: Si K es una extension de un cuerpo finito K y E es
una extension de un cuerpo finito F', entonces Ng, (o) = Np/k (NE/F(oz)),
para todo o € E.

Ejercicio: probar el Teorema [T.34]

2. CUERPOS DE FUNCIONES, SEMIGRUPOS DE WEIERSTRASS Y CODIGOS DE
GoprprA

2.1. Cuerpos de funciones de una variable. Sean K y F cuerpos tales que
K C F. Como se ha visto anteriormente, se dice que F' es una extension de K y
escribimos F' | K. También se ha visto que podemos pensar a F' como un K-espacio
vectorial. Si F' es de dimension finita, con dimyg F' = d, entonces decimos que
la extension F' | K es finita, de grado d. Si y € F es tal que para un polinomio
distinto de cero p(X) € K[X] tenemos p(y) = 0, entonces decimos que y es un
elemento algebraico sobre K, de lo contrario, decimos que y es trascendente sobre K.
Observamos que si F'| K es una extension finita, entonces cada elemento y € F' es
algebraico sobre K: de hecho, digamos que dimg F' = n, tenemos que {1,y,...,y"}
es un conjunto linealmente dependiente, por lo tanto, existen ayg,...,a, € K, no
todos iguales a cero, tal que ag + a1y + - - - + a,y” = 0, es decir, y es una raiz de
p(X) =>" ,a; X" € K[X]. Si y € F es trascendente sobre K, entonces es facil
comprobar que la interseccién de todos los subcuerpos de F' que contienen K e y
es el subcuerpo K (y) := {p(y)/q(y) € F|p(X),q(X) € K[X],q(X) # 0}, que es
isomorfo al cuerpo de fracciones de polinomios K(X) = {p(X)/q(X) |p(X),q(X) €
K[X],q(X) # 0}. Esto refleja el hecho de que si y es trascendente sobre K, entonces
se comporta como “una variable” sobre K, ya que para cualquier ag,...,a, € K
tenemos Y., a;y’ = 0 siy solo si a; = 0 para todo i = 0,...,n. Decimos que F |K
es una extension algebraica si cada elemento de F' es una raiz de algin polinomio
distinto de cero en K[X], de lo contrario, decimos que F'| K es una extension
trascendente.

En lo que sigue vamos a trabajar con un objeto basico: un cuerpo de funciones
algebraicas F | K de una variable. Esta es una extension F' | K con la propiedad de
que existe un elemento x € F', trascendente sobre K y tal que la extension F' | K (x)
es finita.

F
‘ ) extension finita
K(x

~

> extension trascendente

K

Siempre asumiremos que K es algebraicamente cerrado en F, lo que significa que
si f € F es un elemento algebraico sobre K, entonces f € K (en otras palabras,
excepto los elementos de K C F', que obviamente son algebraicos sobre K, no hay
otros elementos de F' que sean algebraicos sobre K). Nuestra referencia, en esta
seccion, es el primer capitulo del libro de H. Stichtenoth ([47]). No tenemos tiempo
para demostrar la mayor parte de lo que necesitaremos, por lo que solo indicaremos
los resultados y el lector podra ver las pruebas en ese libro.
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El ejemplo mas basico de un cuerpo de funciones se obtiene al tomar F = K(X):
claramente X es trascendente sobre K y la extension F'| K(X) es finita de grado
uno (que es solo una forma elaborada de decir que F' = K(X)).

Definicién 2.1. Un anillo de valoracion del cuerpo de funciones F'| K es un anillo
O tal que:

(1) K g O ; F

(2) para cualquier f € F tenemos f € O o f~1 € O.

Lema 2.2. Sea O un anillo de valoracion de F'| K. Entonces O es un anillo local,
es decir, O tiene un tnico ideal mazimal, que es el conjunto P := O\ O* (donde
O* denota el conjunto de elementos invertibles de O).

Demostracion. Veamos que P es un ideal, y comenzamos por observar que 0 € P.
Sea 2z € Py f € O,sizf = u € O tenemos (zub)f =1y f € OF, luego
z = uf~! € O* lo cual es absurdo, por lo tanto, zf € P. Dado f,g € P\ {0}
tenemos que f/g € O o g/f € O, digamos f/g € O. Luego 1 + f/g € Oy
f+g9g=g9(l+ f/g) € P por lo que acabamos de probar que P es un ideal de O.
Obviamente es un ideal maximal porque si J C O es un ideal tal que P g JEC O,
entonces J debe contener un elemento de O*, de modo que J = O. O

Definicién 2.3. Un subconjunto P C F que es un ideal maximal de algtn anillo
de valoraciéon de F'| K se llama lugar de F | K.

El teorema a continuaciéon enumera las propiedades importantes de los lugares.

Teorema 2.4. Sea O un anillo de valoracion de F|K y sea P C O su ideal
mazximal. Entonces:
(1) P es un ideal principal;
(2) seat € P tal que P =tO, luego cualquier elemento distinto de cero z € F' se
escribe de manera unica como z =t"u, conn € Z yu € OF;
(3) 2€ O siysolo siz=t"u, conn€Z,n>0yuecO;
(4) el nimero entero n es el mismo para cualquier generador de P.

Demostracion. (1) Véase [47, Teorema 1.1.6].

(2) Véase [47, Teorema 1.1.6]. Aunque no probaremos la existencia, la parte de
unicidad del elemento es facil de verificar. De hecho, suponga que z = t"'u; = t"2uq
para ny,ne € Z'y ui,us € OF. Supongamos que ni; > ng, lo que implica que
1= t"l’mulu;l y como 1 ¢ P debemos tener n; = ng, y luego u; = us.

(3) Si z =1t"ucon u € O* y n <0, entonces no podemos tener z € O porque en
este caso 1 = 2zt "u~! € P, lo cual es absurdo. La reciproca es obvia.

(4) Supongamos ahora que P = tO = z0O, sabemos que existen n € Zy u € O
dnicos tales que z = t"u, y como z € P C O debemos tener n > 0. No podemos
tener n = 0 ya que esto implicaria z € O* (y luego 1 € O) por lo que n > 0. Como
P =20 = t"O debemos tener n =1 (porque t € O y debido a la unicidad probada
en el item (2)). Asi z =tuy dado f € F, f # 0 tenemos f =t™v conm € Z y
v € O, entonces f = z™(u™v) y asi el entero m es el mismo, independientemente si
usamos t o z. (I

En la definicion siguiente, oo denota un elemento tal que co + 0o = n + 0o =
00 +n =00y oo >n para cualquier n € Z.
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Definicion 2.5. Una valoracion (discreta) de F'| K es una funcion v : F — ZU{oo}
con las siguientes propiedades:

1) v(f) =00 f=0;

2) v(fh) =v(f)+ v(h) para cualquier f,h € I

3) v(f + h) > min{v(f),v(h)} para cualquier f,h € F}

4) existe t € F tal que v(t) = 1;

5) v(a) = 0 para cualquier a € K, a # 0.

Observe quesia € K* y f € F tenemos v(af) = v(a)+v(f) = v(f), en particular
v(—f) = v(f). Una propiedad importante de las valoraciones discretas es la llamada
desigualdad triangular estricta, que enunciamos a continuaciéon.

Lema 2.6. Sea v una valoracion discreta de F'| K y sean f,h € F. Si v(f) # v(h),
entonces v(f + h) = min{v(f),v(h)}.

Demostracion. Supongamos que v(f) < v(h) y supongamos también que v(f +h) #
min{v(f),v(h)} = v(f). De (3) obtenemos v(f+h) > v(f) y v(f) =v((f+h)—h) >
min{v(f + h),v(=h)} > v(f), una contradiccion. O

Definicion 2.7. Sea P un lugar de F'| K y definamos una funcion vp : F — ZU{oo}
de la siguiente manera: v(0) = oo; si f # 0 sea t € P tal que P = tO y escribamos
f =t"u, con u € OF; luego tomamos v(f) := n. Esta funcion se llama la valoracion
asociada a P. Del Teorema [2.4] esta funcion esta bien definida, es decir, no depende
de la eleccion del generador para Py para cualquier generador ¢ tenemos vp(t) = 1.
Un generador para P también se llama pardmetro local en P.

Dejamos al lector, como ejercicio, la prueba de que vp es de hecho una valoraciéon
discreta de F'| K. El resultado a continuacion puede ayudar a probar que vp tiene
la propiedad (3) en la definicion de valoraciones.

Lema 2.8. Sea P un lugar de F'| K, O su anillo de valoracion y sea vp la valoracion
asociada. Entonces:

(1) O ={f € Flvp(f) 2 0};
(2) 0" ={f € Flup(f) =0};
(3) P={f e Flvp(f)>0}.

Demostracion. Sea t € P tal que P = tO.

(1) Claramente, t"u € O siempre que n > 0y u € O*. Por otro lado, del Teorema
24 (3) tenemos O C {f € F|vp(f) > 0}.

(2) Sea f =t"u € O*. Como f~! =t""u~! € O, debemos tener n >0y —n > 0.
Por lo tanto n = 0.

(3) Esto es claro ya que P = O\ O*. O

Por lo tanto, un lugar determina una valoracion de F' | K, y del item (1) del Lema
anterior vemos que hay un tinico anillo de valoracién que contiene un lugar dado. Es
facil probar el siguiente resultado, que es una especie de implicacion inversa a la del
lema: sea v : F' — ZU{oo} una valoracion de F | K ysea O :={f € F| K |v(f) > 0};
entonces O es un anillo de valoracion de F'| K, que tiene como ideal maximal el
conjunto P := {f € F'|v(f) > 0}. Uno incluso puede probar que hay una biyeccion
entre los conjuntos de funciones de valoraciones discretas de F'| K y los lugares de
F| K. Ademas, hay una biyeccion entre el conjunto de anillos de valoracion de F'| K
y el conjunto de lugares de F'| K (es decir, el conjunto de subconjuntos de f que
son ideales maximales para anillos de valoracion de F' | K).
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Dado que P es un ideal maximal de O, obtenemos que O/P es un cuerpo.
Ademas, como K C O podemos escribir K C O/P, es decir, tenemos una extension
(O/P)| K. Uno puede mostrar que esta es una extension finita, y su grado se llama
grado de P (notacion: deg P). Sea z € O, es habitual escribir z(P), en lugar de Z,
para denotar la clase de z en el cuerpo O/ P; esta notacion se usara libremente en
las secciones 3 y 4 a continuacion.

Cuando deg P = 1 decimos que P es un lugar racional de F'| K.

Ejemplo 2.9. Veamos dos ejemplos de cuerpos de funciones y examinemos sus
anillos de valoracién, lugares y valoraciones discretas.

1) Sea K un cuerpo (que, en una primera lectura, se puede pensar que sea el
cuerpo de nameros complejos C) y considere el cuerpo de funciones F' | K donde
F=KX)={f(X)/g(X)] f(X),9(X) € K[X],9(X) # 0}. Esto cuerpo se llama
cuerpo de funciones racionales). Sea p(X) € K[X] un polinomio irreducible (entonces,
si K = C debemos tener p(X) = X — «, para determinado a € C). Recordamos
que K[X] es un dominio euclidiano, en particular es un dominio de factorizacion
Gnica. Luego, dado f(X)/g(X) € K(X), podemos encontrar un tinico n € Z tal que
F(X)/9(X) = p(X)" F(X)/3(X), donde f(X),5(X) € K[X] y ni F(X) ni §(X) son
multiplos de p(X). Definiendo vp(f(X)/g(X)) = n y vp(0) = 0o obtenemos una
funcion vp : F — Z U {oo}. No es dificil probar que vp es una valoracion de K (x).
El anillo de valoracién correspondiente es

Opxy = {f(X)/9(X) € K(X)|g(X) no es un miltiplo de p(X)},

y el lugar correspondiente es el conjunto

Pyxy ={f(X)/g(X) € K(X)| f(X) es un mltiplo de p(X) pero
g(X) no es un multiplo de p(X)} = p(X)Op(x):

entonces, por supuesto,
Opx) = {f(X)/9(X) € K(X) [ f(X) y g(X) no son miltiplos de p(X)}.

Vamos a demostrar ahora que deg P,(x) = deg p(X). Sea f(X)/g(X) € Opx). En
K[X] tenemos med(p(X),g(X)) = 1 (va que p(X) t g(X)) por lo tanto, existen
t(X),s(X) € K[X] tales que t(X)p(X) + s(X)g(X) = 1, luego s(X)g(X) — 1 €
(p(X)) y en Opxy/Py(x) tenemos s(X)/1 = 1/g(X); esto muestra que f(X)/g(X) =
J(X)s(X)/1 en Oy(x)/Ppx)- Ahora sea r(X) el resto en la division (euclidiana)
de f(X)s(X) por p(X), luego obtenemos f(X)s(X)/1 =r(X)/1 conr(X)=0o0
deg r(X) < deg p(X). De aqui es facil concluir que OP(X)/ »(X) S€ genera, como
un K-espacio vectorial, por 1/1, X/1, ..., Xdeg(®(X))—=1/1,

Otra valoracion de K (x), generalmente denotada por v es la funcion definida

POr Uoo(0) = 00y o (f(X)/9(X)) = deg g(X) — deg f(X) para todo f(X)/g(X) €
K(X)\ {0}. El anillo de valoracién correspondiente es

O = {f(X)/9(X) € K(X)| deg f(X) < degg(X)},
el lugar correspondiente es
Poo = {f(X)/g(X) € K(X)| deg f(X) < degg(X)} = (1/X)O

y luego O = {f(X)/g(X) € K(X)| deg f(X) = degg(X)}. Vamos a demostrar
ahora que deg Ps, = 1. De hecho, en Ou /Py tenemos f(X)/g(X) # 0 si y solo
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si deg f(X) = deg g(X). Suponga que f(X)/g(X) # 0 y sean a y b, respectiva-
mente, los coeficientes lideres de f(X) y g(X). Tenemos f(X)/g(X) —ab=1/1 =
(f(X) —ab-1g(X))/g(X) =0,y por lo tanto O, /Ps, = K.

Se puede mostrar que estas son todas las valoraciones de K(X)|K (ver [47]
Proposition 1.2.1]).

Supongamos ahora que K = Cy sea p(X) = X —q, para algin o € C (observe que
todos los polinomios irreducibles de C[X] son de esta forma). Entonces deg P,_,, =1
y puede escribir Ox_o/Px—_o = C. De lo que hicimos arriba, sabemos que los
elementos de Ox_o/Px_q son de la forma z(X)/1, donde 2(X) € C[X]. Esta claro
que X/1 = «a asi que 2(X)/1 = z(a). Esta es la motivacion para la notaciéon z(P)
presentada justo antes de este ejemplo.

2) Sea f(X,Y)=Y2 - X(X —1)(X —2)(X —3)(X —4)(X —5)(X —6) € C(X)[Y];
no es dificil ver que f(X,Y) (como un polinomio en la variable Y') es irreducible,
luego C(X)[Y]/(f(X,Y)) es un cuerpo. Escribimos

z:=X,y:=YyC(z,y) = CX)[Y]/(f(X,Y)).

Como 32 = H?:o (z — 1) vemos que cualquier elemento de f puede escribirse como
f(z) + g(z)y. Observe que C(z,y) |C es un cuerpo de funciones.

C(z,y)
) extension finita de grado 2: C(z,y) = C(z) & C(z)y
C(z)
‘ > extension trascendente
C

Damos ahora alguna informacion sobre las valoraciones de C(z,y). Sea vy, la
valoracion de C(z) que describimos antes, entonces la funcion we : C(z,y) —
Z U {oo} definida en un elemento no nulo por

Woo (f(2) + g(2)y) = min{2ve0 (f (), 200 (g9(x)) — T}

(¥ weo(0) = 00) es una valoracion de C(z,y) | C. Para i € {0,1,2,3,4,5,6} tenemos
que

wi(f(z) + g(z)y) := min{2v,_i(f(x)), 202-i(g(z)) + 1}

(y w;(0) = o0) también es una valoracion (aqui v,_; es la valoracion de C(z)
asociada con el polinomio irreducible x — i, como se vio anteriormente), cuyo
anillo de valoracion (observe que C(z,y) es el cuerpo de fracciones de Clz,y] :=
C[X,Y]/(f(X,Y))) es ahora

a M z x),q(r), m(x),n(x x| y m(i
0= { BOEI ¢ (o, (o). ala).mlo). n(e) € Cla] y i) # 0},

Ademas, para a € C\{0,1,2,3,4,5,6}, sea b € C tal que b* = H?:O(a —1); luego
b # 0 y existen dos valoraciones distintas de C(z,y), digamos wgp y Wq,—p, cOn
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anillos de valoracién iguales a

_w x xT x), m(x),nx Xz
Ous = { LILIM ¢ (o) (o), ). (o). (o) €

y m(a) + n(a)b # O}

O = { LTI C(a,y) (o) ate) m{a),n(o) € Cla

y m(a) — n(a)b # o}.

Estos son todos los anillos de valoracion de C(z,y). Ademas, todos los lugares son
racionales. Esto es cierto porque, como se observd justo antes de estos ejemplos,
para un lugar P en un cuerpo de funciones F'| K la extension (Op/P) | K es finita,
por lo tanto es una extension algebraica, pero en nuestro caso K = C, un cuerpo
algebraicamente cerrado, entonces debemos tener Op/P = C para todos los lugares
P de C(z,y)|C.

Definicion 2.10. Sea P el conjunto de lugares de F'| K. Una suma formal de
lugares ) p.p npP, donde np € Z para todo P € Py np # 0 solo para un ntimero
finito de lugares P, se llama divisor de F'| K. El conjunto D de divisores es un grupo
abeliano con la suma ) pcpnpP + > pep spP = Y pcp(np + sp)P. Definimos
un orden parcial en el conjunto de divisores D como ) pcpnpP < popspP si
y s6lo si np < sp para todo P € P. El grado de un divisor es el namero entero
> pepnp deg P. El soporte de un divisor ) ., npP es el conjunto (finito) de
lugares P tal que np # 0.

Sea f € F con f # 0. Podemos mostrar que vp(f) # 0 solo para un namero finito
de lugares P (ver [47, Corollary 1.3.4]). Si P es tal que vp(f) > 0, entonces se dice
que P es un cerode f;sivp(f) < 0, entonces se dice que P es un polo de f. Definimos
el divisor de f como div(f) := > pcpvp(f)P. Observe que si f,h € F'\ {0}, a
partir de las propiedades de las valoraciones, obtenemos div(fh) = div(f) + div(h);
en particular, ya que div(1) = 0, obtenemos div(f~1) = —div(f). Los divisores del
tipo div(f), con f € F, f # 0, se llaman divisores principales y el siguiente lema
enumera algunas propiedades relacionadas con estos divisores (ver [47, Corollary
1.1.20 y Theorem 1.4.11]).

Lema 2.11. Sea f € F\ K. Entonces | tiene al menos un cero y un polo. Ademds,
deg(div(f)) = 0.

Ejemplo 2.12. Sea R(X) el cuerpo de funciones racionales sobre los nime-
ros reales R, y sea f = (X2 + 1)(X? + 2)3(X — 1)?/((X — 3)(X — 5)%). Lue-
go, del Ejemplo (1) (utilizamos la notacion de ese ejemplo) y las propieda-
des de las valoraciones vemos que vxz 1(f) = 1, vx242(f) = 3, vx—1(f) = 2,
vx—3(f) = =1, vx_5(f) = =4 ¥y veo(f) = —5, ademés vp(f) = 0 para cualquier
P ¢ {sz+1,sz+2,PX 1,Px_3,Px_5, P, ( )} Asi le(f) = sz+1 +3pxz+2 +
2Px_1—Px_3—4Px_5 —5P (f), los ceros de f son {Px2,1, Px242, Px—1}, los po-
los de f son {Px_3, Px—5, P (f)} ¥, recordando que deg Pyz2,1 = deg Px2,9 = 2,
es facil comprobar que deg(div(f)) =
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Definicion 2.13. Sea D un divisor de F'| K. Denotamos como L(D) el conjunto
L(D) = {f € F\{0}|div(f) + D > 0} U {0} (de manera equivalente, si D =
> pep npP entonces L(D) es el conjunto de funciones f tal que vp(f)+mnp >0
para todo P € P). De las propiedades (3) y (5) de las valoraciones vemos que L(D)
es un K-espacio vectorial, generalmente llamado espacio de Riemann-Roch asociado
a D; denotaremos su dimension por (D).

No es trivial, pero uno puede mostrar que ¢(D) es finito para cualquier divisor D
de F| K.

Definicion 2.14. Decimos que los divisores D y F son linealmente equivalentes si
existe una funcion f € F tal que E = D + div(f).

La equivalencia lineal es una relacién de equivalencia en el conjunto de divisores
de F| K. A continuacion, enumeramos algunos resultados relacionados con el espacio
L(D).

Lema 2.15. Sean D un divisor de F|K y f € F, f #0. Sea E := div(f) + D,
entonces L(D) = L(E).

Demostracion. Mostraremos que 9 : L(D) — L(E) definido por ¢¥(h) = h/f es un
isomorfismo de K-espacios vectoriales. Sea h € L(D), luego div(h) + D > 0, por lo
tanto div(h/f) + div(f) + D > 0, es decir div(h/f) + E > 0; esto muestra que
esta bien definida. Esta claro que v es lineal e inyectiva, veamos que es suryectiva.
Si z € L(E), entonces div(z) + E > 0 por lo tanto div(z) + div(f) + D > 0, por lo
tanto zf € L(D) y por supuesto (zf) = z. O

Lema 2.16. Sea D un divisor de F'| K tal que deg D < 0, entonces £(D) =0 (i.e.,
L(D) ={0}).

Demostracion. Suponga que existe f € L(D), f # 0, luego div(f)+ D > 0. Observe
que deg(div(f) + D) = deg(div(f)) + deg D = deg D y tomando el grado en
ambos lados de esta desigualdad obtenemos deg D > 0, una contradiccién con la
hipotesis. O

Lema 2.17. Si D > 0 tenemos K C L(D) y si D = 0, entonces L(D) = K (y
tenemos (D) = 1).

Demostracion. Suponga que D > 0y sea a € K \ {0}. Como vp(a) = 0 para todos
los lugares P de F'| K obtenemos div(a) = 0, por lo tanto div(a) +D > 0 y tenemos
K C L(D). Ahora suponga D = 0; si f € L(D) N (F \ K) entonces del Lema [2.11]
existe un lugar P tal que vp(f) < 0 por lo que no podemos tener div(f)+0>0y
luego L(D) = K. O

Lema 2.18. Si D < E, entonces L(D) C L(E) y dim(L(E)/L(D)) < deg(E — D).

Demostracion. Si h € L(D) entonces div(h) + D > 0, por lo tanto div(h) + E =
div(h)+ D+ (FE—D) > E — D >0y tenemos h € L(FE). Supongamos ahora que
E =D+ Py seanp el coeficiente de P en el divisor D; si h € L(D + P) tenemos
vp(h) +np, + 12> 0. Sea t un parametro local en Py sea ¢ : L(D + P) — Op/P la
transformacion K-lineal definida por ¥(h) = ht"P+1, es facil verificar que el nicleo de
¥ es exactamente L(D) y por lo tanto dim(L(D + P)/L(D)) < dim Op/P = deg P.
Ahora el lema sigue por inducciéon y del hecho que si U C W C V son espacios
vectoriales K de dimension finita, entonces dimV/U = dim V/W +dim W/U. O
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El principal teorema sobre los espacios L(D) es el llamado Teorema de Riemann-
Roch (ver [47) Section 1.5]) que indicamos a continuacion.

Teorema 2.19. Sea F'| K un cuerpo de funciones y sea D un divisor de F'| K.
Eziste un entero mo negativo g y un divisor C tal que

UD)=deg D+1—-g+4(C—D).

Ademds, C puede ser reemplazado por cualquier divisor en su clase de equivalencia
lineal.

Este teorema presenta el invariante mas importante de F'| K, el entero g, que se
llama el género de F'| K. La clase de equivalencia de C' se llama clase candnica de
divisores de F'| K y cualquier divisor en ella se llama divisor candnico.

Corolario 2.20. Sea C un diwisor de F'| K. Entonces C es un divisor candnico si
y solo sideg C =29 —2 yL(C)=g.

Demostracion. Supongamos que C' sea un divisor canénico; aplicando el teorema
de Riemann-Roch a D = 0 y recordando del Lema que £(0) = 1 obtenemos
1=04+1-g+4¢(C), luego ¢(C) = g. Ahora aplicamos el teorema de Riemann-Roch
aD=Cyusamos {(C) =gy ¢(C—-C)=40)=1,asig=deg C+1— g+ 1 para
que deg C' = 2g — 2. Para probar la reciproca, sea C’ un divisor canénico y suponga
que deg C =29 — 2y £(C) = g. Del teorema de Riemann-Roch aplicado a D = C
obtenemos g =2g—2+1—g+£4(C’' —C) y ¢(C' — C) = 1. Esto significa que existe
z € F\ {0} tal que div(z) + (C' — C) > 0, es decir, div(z)+ C’ > C. Observe que
ambos lados tienen el mismo grado, por lo tanto, debemos tener div(z)+C’ = C, por
lo que C' es linealmente equivalente a C’ y, por lo tanto, es un divisor canénico. [

Corolario 2.21. Sea D un divisor de F|K tal que degD > 2g — 2. Entonces
{D)=degD+1—g.

Demostracion. Sea C un divisor canonico, luego degC = 2g — 2 y obtenemos
deg(C — D) = deg C — deg D < 0. Asi, del Lema obtenemos {(C — D) =0y
del teorema de Riemann-Roch tenemos ¢(D) =deg D + 1 — g. d

Ejemplo 2.22. El corolario anterior proporciona un método para calcular el género
de un cuerpo de funciones, aunque generalmente no sea practico. La idea es calcular
deg(D) + 1 — ¢(D) para divisores cuyos grados crecen hasta el infinito, obteniendo
asi una secuencia de enteros que debe ser constante después de que el grado “sea lo
suficientemente grande”.

1) Usaremos este método para calcular el género de K(x). Sea

Poo ={f(X)/9(X) € K(X)| deg f(X) < degg(X)}
(consulte el Ejemplo (1) para recordar las definiciones y la notacion que usaremos
aqui) y sea n un entero positivo. Entonces
L(nPyx)={2€ K(X)|vo(z)+n >0y
vp(x)(2) > 0 para todo irreducible p(X) € K[X]}.

Vamos a escribir z € K(X) como z = [], x)p(X)"»*), donde p(X) recorre el
conjunto de polinomios irreducibles en K[X] y n,x) es un nimero entero (por
supuesto, n,(x) = 0 excepto por un niimero finito de p(X)). Al recordar la definicion
de v vemos que L(nPy) = {f(X) € K[X]| deg f(X) < n}U{0}, luego £(nPx) =
n+1 = deg nPy +1. Esto muestra que K (z) tiene género cero. Uno puede demostrar
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la reciproca: si F' | K tiene género cero y un lugar racional, entonces F' = K(X) (vea
[47, Proposition 1.6.3]).

2) También aplicaremos el método anterior para calcular el género del cuerpo de
funciones C(z,y) descrito en el Ejemplo (2) (consulte este ejemplo para las
definiciones y la notacién). Es un poco mas elaborado, pero vamos a delinear el
razonamiento. Para n un entero positivo, queremos determinar L(nPx,) para calcular
{(nPx). Tenemos

L(nPx) ={z € C(z,y) |w
Para L' := {z € C(z,y) |w(z)

L' ={p(z) + q(2)y € C(z,y) |p(x), q(z) € C[z]}.

Sabemos que los elementos de C(z,y) pueden escribirse como p(z) + ¢(x)y con
p(x),q(x) € C(z) y sea o : C(z,y) = C(z,y) el automorfismo de C(x,y) definido
por a(p(z) + q(x)y) = p(x) — q(x)y (en otras palabras, o es el automorfismo de
C(x,y) definido por o(z) =z y o(y) = —y). Sea w una valoracion de C(x,y). No es
dificil comprobar que la composicién w o ¢ es también una valoracion de C(x,y);
ademaés, si P # Py, tenemos wp 0 0 # weo. De hecho, (wp o o)(x) = wp(o(x)) =
wp(z) > 0 ya que z € Op, mientras que weo(x) = min{2 - (—1),00} = —2. De
esto podemos concluir que o(L') C L’ porque si z € L’ entonces w(o(z)) = (wo
7)(z) > 0 para todos w # we. Por lo tanto, si p(x) 4+ ¢(x)y € L' entones p(x) —
q(z)y € L' y luego p(x),q(xz)y € L'. Ahora L' N C(z) = {a(x) € C(x) |w(a(x)) >
0 siempre que w # weo} = {a(z) € K(x)|a(z) € Op para todos los lugares P #
Py} v de la descripcion de los anillos de valoracion en el Ejemplo (2) obtenemos
L' N C(z) = C[z]. Por lo tanto, p(z) € Clz] y (q(z)y)* = q(x)?*[],_o(z — i) € Clz];
escribiendo ¢(z) como el cociente de dos polinomios vemos que debemos tener
q(z) € Clz]. Asi L' = {p(z) +q(x)y € C(z,y) | p(z),q(x) € Clz]} y como L(nPy) =
L'N{z € F|wsx(z) +n > 0} obtenemos

L(nPx) = {p(z) + q(z)y | p(2), q(z) € Clz] y wes (p(x) + q(x)y) > —n}
= {p(z) + q(=)y | p(), q(z) € C[z], 200 (p(x)) > —n
Y 2uso(q(2)) — 7 > —n}
= {p(z) + q(z)y | p(2), ¢(z) € C[z], deg(p(z)) < n/2
y deg(q(z)) < (n—7)/2}.

(2) +n >0y w(z) >0 siempre que W # Weo }-

o0
> 0 siempre que w # W }, Vamos a mostrar que

De esto concluimos que

/2] +1 si1<n<6,
L(nPoo){ n+1—-3 sin>7,

y luego el género de C(z,y) es 3.

Necesitaremos, en una demostracién en la préxima seccion, el resultado a con-
tinuacion (ver [47], seccion 4.2, y especialmente el Teorema 4.2.6, para obtener
resultados méas generales). Recordemos que el anillo de la serie formal de Laurent
sobre un cuerpo K, en la variable ¢, es el anillo K((t)) := {> .2, a;it'|n € Z,a; €
K para todo i > n} (este conjunto es un anillo con la suma y el producto habituales
de la serie). Recuerde también que un cuerpo perfecto K es un cuerpo de caracte-
ristica cero o, si la caracteristica es p > 0, entonces cada elemento tiene una raiz
p-ésima en K. Por lo tanto, los cuerpos finitos son ejemplos de cuerpos perfectos
(este es el ejemplo que nos interesara, especialmente en las dos tltimas secciones).
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Teorema 2.23. Sea F'| K un cuerpo de funciones donde K es un cuerpo perfecto.
Sea t un pardametro local en un lugar racional Q. Luego, existe un monomorfismo
de anillos ® : F — K((t)) que asocia a cada elemento z € F \ {0} una serie
P(z) =2, a;t’, donde a, # 0 yn =wvp(z). La serie ®(z) se denomina expansion

local de z en Q.

2.2. Semigrupos de Weierstrass de varios puntos. En lo que sigue, denotare-
mos el conjunto de enteros no negativos como Ny. Sea F'| K un cuerpo de funciones
de una variable y sea f € F, f # 0. Ya vimos que f tiene un ntmero finito de ceros
y polos.

Definicién 2.24. Llamamos al divisor divo(f) := > pep y o, (f)>0 0P (f) P divisor
de ceros de f, mientras que el divisor dive(f) = X pep y o, (1)<o(—vP(f))P se
llamara divisor de polos de f.

Observe que divo(f) > 0, diveo(f) > 0, div(f) = dive(f) — diveo(f) v que
deg(divo(f)) = deg(divee(f))-

Definiciéon 2.25. El conjunto H(Q) = {n € No|3f € F tal que dive(f) = nQ}
se denomina semigrupo de Weierstrass asociado a @, o el semigrupo de Weierstrass
en Q.

Recordamos que un semigrupo es una estructura algebraica que consiste en un
conjunto no vacio H sobre el cual esté definida una operacién binaria asociativa y
un monoide es un semigrupo que tiene un elemento neutro relativo a la operacion (es
decir, existe 0 € H tal que h+0 = 0+ h = h para todos los h € H). Observe que el
conjunto H(Q) es un subsemigrupo de Ny, ya que si n1,nes € H(Q) entonces existen
fi, f2 € F tales que diveo(f1) = m1Q v diveo(f2) = n2@ y tomando f := f1fs
obtenemos divo(f) = (n1 + n2)Q, es decir n; + ny € H(Q). En realidad, como
0 € H(Q) (porque dive (1) = 0Q) tenemos que H(Q) es un submonoide de Ny, pero
llamar a H(Q) un semigrupo ya es un procedimiento estandar.

Un resultado muy util al estudiar H(Q) es el siguiente.

Lema 2.26. Eziste f € F'\ {0} tal que dive(f) = n@Q si y sélo si L((n —1)Q) &
L(nQ).

Demostracion. Tenemos: divo(f) = nQ para algun f € F < div(f)+nQ > 0 pero
div(f)+ (n—-1)Q ?0 & f € L(nQ)\ L((n —1)Q). O

Sea g el género de F'|K. Si n > 2g, entonces del teorema de Riemann-Roch
obtenemos £(n@Q) =n+1—g,{((n —1)Q) = (n—1)+ 1 — g, por lo tanto £(nQ) —
{((n—1)Q) =1, asi que L((n — 1)Q) & L(nQ). Por lo tanto {n € No|n > 2g} C
H(Q) y en particular, si ¢ = 0, entonces H(Q) = Ny. Supongamos que g = 1.
Luego de Corolario obtenemos £(Q) = 1 y como £(0) = 1 debemos tener
H(Q) ={n € Ng|n =00 n > 2}. Entonces, asumimos que g > 2 y analizamos
el caso donde n € {1,...,2g — 1}. Observe que £(0Q) =1y £((2g—1)Q) =gy
del Lema [2.18 obtenemos 0 < £(nQ) — ¢((n — 1)Q) < 1, por lo tanto, cuando n va
de 0 a 2¢g — 1 existen 2¢g — 1 “saltos”, mientras que la dimensién ¢(nQ) salta g — 1
veces, de 1 a g. Por lo tanto, podemos concluir que hay exactamente g — 1 elementos
n € {1,...,2g — 1} satisfaciendo L((n —1)Q) & L(nQ) y de lo que se hizo arriba
obtenemos

H(Q)={neNy|3f € K tal que diveo(f) =nQ} =
{0,71,...,79-1} U{n € No|n > 2g}



CURVAS SOBRE CUERPOS FINITOS 21

donde 0 < vy < ... <7g-1 <29 —1, y luego #(Ny \ H(Q)) = g, para cualquier
g=0.

Definicion 2.27. El conjunto Ny \ H(Q) se llama conjunto de lagunas o secuencia
de lagunas en @ y sus g elementos se llaman lagunas de Weierstrass en Q; los
elementos de H(Q) a menudo se denominan no-lagunas en Q.

El semigrupo H(Q) es un objeto clasico y muy estudiado, de enorme importancia
en el estudio de los cuerpos de funciones y de las curvas algebraicas. En la Seccion [2.4]
daremos algunas aplicaciones de estos semigrupos a la teoria de codificacion, pero
su importancia va mucho més alla. Suponiendo que K es un cuerpo algebraicamente
cerrado, se puede probar que para casi todos los lugares de F'| K (es decir, todos
los lugares, excepto un ntmero finito) la secuencia de lagunas es la misma (y si
K = C, entonces esta secuencia de lagunas es {1, ..., g}) y los lugares que tienen una
secuencia de lagunas diferente se llaman lugares de Weierstrass. El lector interesado
puede encontrar méas informacion sobre los semigrupos y lugares de Weierstrass
en [26, Seccion 4.4], [29] Section 7.6] y [49]. Por ahora, demostramos un resultado
simple que usaremos més tarde.

Lema 2.28. Sea Q un lugar racional de un cuerpo de funciones F' | K, sea a una
laguna en Q, y sea C' un divisor candnico de F | K. Entonces existe un elemento
heF tal quedivih)+ C=(a—1)Q+E, con E>0yQ ¢ suppE.

Demostracion. Si« es una laguna en @, entonces £(a@) = £((a—1)@). Del teorema
de Riemann-Roch obtenemos a+1—g+£4(C—aQ) = (a—1)+1—-g+4(C—(a—1)Q)
y, por lo tanto, {(C' — (o — 1)Q) = ¢(C — o)) + 1. Entonces existe h € F tal
que div(h) + C — (a — 1)Q > 0 pero div(h) + C — aQ # 0. Asi, tomando E :=
div(h)+C —(a—1)Q tenemos E > 0, div(h)+C = (a—1)Q+Ey Q ¢ suppE. O

Presentamos ahora una generalizaciéon directa del concepto de semigrupo de
Weierstrass en un punto, a un conjunto de varios puntos. Por lo que sabemos,
apareci6 por primera vez en [7], p. 366, pero su estudio sisteméatico comenzo6 con Kim
([38]) y Homma ([30]). Sea m un entero positivo. Observe que Njj* es un semigrupo
con la adicién coordenada a coordenada de m-tuplas.

Definicién 2.29. Sea m un entero positivo y sea Q1,...,Q, lugares de F'| K de
grado uno. El subsemigrupo de Ni* dado por

H(Ql,...,Qm) . {(al,...,am) GNSLZ
If € F con divee(f) = 1Q1 + ... + anQm}

se llama semigrupo de Weierstrass en Q1,...,Qm. A partir de las propiedades de
las valoraciones, es facil comprobar que se trata de un subsemigrupo de Ng*.
El conjunto complementario G(Q1,...,Qm) := NJ'\ H(Q1,...,Qm) se llama el

conjunto de lagunas en Q1,...,Qm, y los elementos de H(Q1,...,Qn) se llaman
no-lagunas.
De nuevo, observamos que H(Q1, . .., Q) es en realidad un monoide conmutativo,

ya que, por ejemplo, dive(1) =0=>"",0Q; y asi (0,...,0) € H(Q1,...,Qm).
En lo que sigue, usaremos la siguiente notacién. Denotamos por 0 la m-tupla
de Ng* teniendo todas las entradas igual a cero; cuando escribimos o € Nj* debe
entenderse que las entradas de esta m-tupla son @ := (aq,...,q;) (de manera
similar para 3,7 € NJ"). Ademas, para i € {1,...,m} denotamos por e; la m-tupla
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que tiene todas las entradas iguales a cero, excepto la i-ésima entrada, que es igual
a 1y por v; nos referimos a la valoracion asociada a @Q);. Si & € Nj* anotamos como
L(a) al espacio vectorial de Riemann-Roch L(a1Q1 + -+ + @nQm) v por £(c) nos
referimos a dim L(a). Sumamos m-tuplas de NJ* y las multiplicamos por enteros de

la manera habitual. Denotamos la m-tupla de los puntos (Q1,...,Qm) por Qm y
generalmente escribiremos H(Q,,) en lugar de H(Q1,...,Qm) y G(Qm) en lugar
de G(Q1,...,Qm).

Siempre asumiremos que #K > m, si K es un cuerpo finito.

Lema 2.30. Sea o € NJ'\{0}. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) ac H(Qm);
(2) l(a) =l —e;) + 1, para todo i € {1,...,m} tal que c; > 0.

Demostracion. Tenemos que (1) implica (2) simplemente porque si o € H(Qy,)
entonces existe f € F tal que divee(f) = a1Q1 + -+ + amQm, luego f € L(a) \
L(a — e;) para todo i € {1,...,m} tal que a; > 0. Para ver que (2) implica (1),
suponga que «; > 0 para algtn ¢ € {1,...,m} y sean fi,..., f, € F tales que
vi(fi) = —ay y v;j(fi) > —a; para todo j € {1,...,m}. Vamos a mostrar que existen
elementos a1, . .., o, € K tales que el divisor de polos de Y"1 | v; f; es precisamente
Yo, @@ Para cada i =1,...,m, sea t; un pardmetro local en Q;. Sea

R R ()

la expansion local de f; en Q; (cf. Teorema . Luego, divee (Y in, aifi) #
S Qg siy solo si existe j € {1,...,m} tal que a; > 0 (es decir, v;(f;) =
—a; <0)yv; (it a;fi) > —a; ), es decir, i~ | a;a; ; = 0; por lo tanto, para tener
diveo (X0, aifi) = Yt ;Q; es suficiente elegir una m-tupla (v, ..., o) € K™
fuera de la unién de (como méaximo) m subespacios lineales de dimension m — 1.
Cada uno de estos subespacios lineales tiene (#K)™~! elementos y el origen es
un elemento comiin a todos estos subespacios. Por lo tanto, debemos evitar como
méximo un total de m((#K)™ 1 —1)+1 elementos y esto es posible porque #K > m,
luego #K™ > m(#K)™~1 —m + 1; y la prueba esta completa. ([

Lema 2.31. Sea o € Nj’ tal que a; > 0 para algun i € {1,...,m}. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(1) o) =l(x—€;) +1;

(2) {B€ HQu)|Bi =i yBj <aj para todo j =1,...,m} # 0.
Demostracion. Si£(a) = £(a — e;) + 1 entonces existe f € F tal que dive(f) <
dim1@jQj vy vi(f) = —ay. Asi, escribiendo diveo(f) = Y271, B;F; tenemos que
BeHQm), con B =a;y B <aj paratodo j=1,...,m.

La implicacion (2) = (1) es facil. O

En lo que sigue vamos a denotar el conjunto

{BeHQn)|Bi=a;y Bj <ajparatodo j=1,...,m} #0
por V;(a), i€ {1,...,m}.
Nos gustaria llamar la atencién del lector sobre dos observaciones importantes:
1) El namero de lagunas es siempre finito. De hecho, dado o € Ni*, si Z;n:l a; > 2g
entonces, del teorema de Riemann-Roch tenemos que £(a) = Z;;l aj+1—gy para
todo ¢ € {1,...,m} tales que a; > 0 obtenemos £(a —e;) = (Z?zl a;j—1)+1—-g=
() — 1y por lo tanto e € H(Q,,,).
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2) Sea i € {1,...,m}, existe una biyeccion entre el semigrupo de Weierstrass
(habitual) H(Q;) y el conjunto {38 € H(Q.,) | B = ae; para algin a € Ny}, definida
por a — ae; para todos los a € H(Q;).

Como consecuencia de los lemas anteriores, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.32. Sea o € N[' y supongamos que #K > m. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) (oS G(Qm)7

(2) existei e {1,...,m} tal que a; >0 y {(cx) = l(ax — &;);

(3) existei € {1,...,m} tal que a; > 0 y V;(cx) = 0.

En [36], Kim comenzo el estudio de H(Q,,) tratando el caso m = 2 (aunque
él trabajo bajo las hipotesis de que K es algebraicamente cerrado y charK =
0, sus resultados son validos para cuerpos perfectos de cualquier caracteristica).
Presentamos a continuacion dos ejemplos de semigrupos de Weierstrass, basados en
ejemplos de su trabajo.

Ejemplo 2.33. Sea F' = C[z,y], donde y? = H?ZO(J? - 7).

(i) Sean Q1 y Q2 los lugares tales que £(Q1 + Q2) = 1 (y luego no existe una funcion
f e F\K tal que Q1 + Q2 > divo(f)). Tome, por ejemplo, los lugares asociados a
los puntos (7!,v/7!) y (8!,+/8!). Se puede mostrar que en este caso H(Q1,Q3) es el
subsemigrupo de N3 cuyas lagunas se indican abajo como circulos vacios:

Por otro lado, si consideramos que (1 y Q2 son puntos de Weierstrass (por
ejemplo, (0,0) y (1,0)), entonces H(Q1,Q2) es el subsemigrupo de N3 que tiene las
siguientes lagunas:

123456

Como podemos observar a partir de estos ejemplos, el nimero de lagunas puede
variar con la elecciéon de Q1,...,Q,,. Uno puede mostrar que

NG
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(ver [36] para el caso m = 2, |33] para el caso m > 2y [9] para una prueba de este
hecho en una situacién mas general).

Como sefialan Homma y Kim (véase [31]), para las aplicaciones de la teoria de la
codificacion, el siguiente concepto es importante.

Definicion 2.34. Una laguna de Weierstrass pura de H(Q,,) es una laguna o tal
que, para todo i € {1,...,m}, tenemos o; > 0y £(ax) = {(ax — €;) (0, de manera
equivalente, V;(a) = (). El conjunto de lagunas puras se denotara por Go(Q,)-

De la equivalencia de (2) y (3) en el Corolario obtenemos que (1,1), (1,2) y
(2,1) son lagunas puras del semigrupo de Weierstrass del Ejemplo m (i), mientras
que en el Ejemplo m (ii) las lagunas puras son los puntos (a,b) con a,b € {1,3,5}.

Lema 2.35. Si a € Go(Qu), entonces «; es una laguna de Weierstrass en Q;, para
todo i € {1,...,m}.

Demostracion. Sea i € {1,...,m}. De V;(a) = 0 tenemos a;e; ¢ H(Q;,), luego
o; & H(Q:). 0

Lema 2.36. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) (6 S GO(Qm);
(i) () = L(ax — 1).

Demostracion. Para demostrar que (i) implica (ii) supongamos que existe f €
L(a) \ L(a — 1), entonces debemos tener v;(f) = —a; para i € {1,...,m}, luego
Vila) # 0y a ¢ Go(Q). Para demostrar la reciproca, observamos que para
cualquier ¢ € {1,...,m} tenemos {(a) > l(a — e;) > {(ax — 1), luego las hipotesis
implican ¢(a) = {(a — e;) para todo i € {1,...,m}. O

2.3. Cobdigos de Goppa. Un cddigo es un conjunto formado por combinaciones
de un conjunto de simbolos que se llama el alfabeto del cdédigo. Una combinacién del
alfabeto que pertenece al codigo se llama palabra del codigo. Los codigos se utilizan
para transmitir informacion, generalmente a través de un medio que puede manipular
las palabras del codigo, transformandolas en otras palabras o en combinaciones
que no estan en el codigo. Los llamados cddigos correctores de errores tienen la
propiedad de que, si el medio no cambia “demasiado” una palabra, la palabra original
puede recuperarse de la palabra recibida. Esta propiedad se deriva del hecho de que
cada palabra, en dichos codigos, transporta no solo informacion, sino también cierta
“redundancia de informacién” que se utiliza para recuperar palabras que han sido
cambiadas.

Uno de los tipos mas comunes de codigos correctores de errores es el cddigo lineal.

Definicion 2.37. Un cddigo lineal de longitud n sobre un cuerpo finito K es
simplemente un subespacio vectorial de K™. Sea C C K" un co6digo lineal y sean
v,w € C. La distancia de Hamming entre v = (v1,...,0,) y w = (wy,...,wy,) se
define como d(v, w) := #{i | v; # w; }. La distancia minima de un cdédigo es el ntumero
min{d(v,w) |v,w € C,v # w}, o equivalentemente, min{d(v,0) |v € C,v # 0}.

Siempre trabajaremos con cédigos lineales y por eso omitiremos la palabra lineal.
Un cdédigo [n,k,d] es un codigo de longitud n, dimension k y distancia minima
d. Para aplicaciones, generalmente queremos cédigos con una distancia minima d
grande, ya que no es dificil mostrar que si un medio de transmisién cambia como
maximo (d — 1)/2 entradas en una palabra w, convirtiéndola en una n-tupla w’,
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entonces w serd la tnica palabra del codigo cuya distancia para w’ es como maximo
(d —1)/2 y decodificaremos la n-tupla w’ recibida como w. También es deseable
tener una gran dimensiéon k, ya que esto significa que el cédigo puede transmitir
grandes cantidades de informacién. Sin embargo, para un n de longitud fija, no
podemos tener grandes d y k, debido a la cota de Singleton.

Lema 2.38 (Cota de Singleton). Sea C' un cddigo [n, k,d]. Entonces
k+d<n+1.

Demostracion. Sea w el subespacio de K™ definido por W = {(a1,...,an) €
K"™|a; = 0 para todo ¢ > d}. Como d(w,0) < d — 1 para todo w € W, tene-
mos WNC = {0}. De dimW = d — 1 obtenemos k + (d — 1) < n, que prueba el
lema. (]

Definicion 2.39. Si C C K" es un codigo, entonces
C*t = {we K" |{w,v) = 0 para todo v € C}
se llama cddigo dual de C (aqui ( , ) denota el producto interno habitual en K™).

Presentamos ahora la construccion, debido a V.D. Goppa, que usa material de
las secciones anteriores, para obtener los llamados cddigos (geométricos) de Goppa.

Sea F'| K un cuerpo de funciones de una variable. Sean G y D divisores de F' | K
con soporte disjunto, con D de la forma D = P, + --- + P,, donde P,..., P,
son lugares racionales de F'|K. Sea ¢ : L(G) — K" la funcion definida por
o(f) = (f(P1),..., f(Py)) (recuerde que f(P) es la clase de f € Op en O,/P, cf.
pag. ; luego, ¢ es una transformacion lineal de K-espacios vectoriales y o(L(G))
es un codigo de longitud n; denotaremos este codigo como C(D,G). Una ventaja de
esta construccion es que de inmediato podemos calcular o encontrar una estimacion
de los principales parametros del codigo.

Teorema 2.40. C(D, G) es un cddigo [n, k,d], donde k = dim L(G) — dim L(G — D)
yd>n—degG.
Demostracion. Observe que ¢ es una transformacion lineal suryectiva sobre C(D, G)
y
Ker(¢) ={f € L(G) | f(P;) =0 para todo i = 1,...,n}

={f e L(G)|vp,(f) >0paratodoi=1,...,n}

—{f € L(G) | divo(f) > D}

—{f € F|divo(f) > D y divo(f) — dive(f) + G > 0}

={feF|div(f)+ G- D >0} = L(D - Q).
La definicién de distancia minima tiene sentido solo si el codigo tiene un elemento
distinto de cero, lo que asumimos ahora. Sea x € L(G) tal que p(x) # 0 (en particular
x # 0) y tal que d = d(¢(x),0). Luego, existe un subconjunto A C {1,...,n} de

cardinalidad n —d tal que si i € A entonces vp,(x) > 0 (y vp,(z) # 0sij ¢ A). Porlo
tanto x € L(G—)_;cx Pi), luego deg(G—> ;. Pi) > 0y tenemos d > n—degG. [

En lo que sigue, denotamos por g el género de F | K.

Corolario 2.41. Supongamos que deg G < degD = n. Entonces ¢ : L(G) —
C(D,G) es inyectiva y:
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(1) C(D,G) es un codigo [n,k,d] cond >n—degG y k=dimG >degG+1—g
(luego k+d>n+1-g);
(2) suponiendo ademds que 2g — 2 < deg G < n, tenemos k = degG +1 — g.

Demostracion. Sideg(G— D) < 0 entonces dim L(G — D) = 0y del teorema anterior
tenemos k = dim L(G), por lo tanto, ¢ es inyectiva. Del teorema de Riemann-Roch
obtenemos dim L(G) =degG+1—g+dim L(C — G) > deg G+ 1 — g, donde C es
un divisor canonico; si deg G < deg C = 2g — 2 entonces dim L(C' — G) = 0, luego
k=degG+1—g. O

En estas notas llamamos al ntimero n — deg G la cota de Goppa para la distancia
minima de C(D, G).

Se puede probar [47, Proposition 2.2.10] que el codigo que es el dual de C(D, G)
es el codigo C(D, D — G+ C'), donde C' es un divisor canonico tal que D — G+ C es
un divisor cuyo soporte es disjunto del soporte de D (en el curso de la determinacion
de C(D,G)* uno ve que de hecho existe tal divisor canénico). No lo probaremos,
pero demostramos al menos que C(D, D — G + C) tiene la dimension correcta. Pero
primero, presentamos algunos hechos sobre los pardmetros de C(D, G)*.

Corolario 2.42. C(D,G)* es un cidigo [n, k', d'], con k' = {(C—(G—D))—£(C-G)
yd > degG — (29 — 2). Si degG > 29 — 2 entonces k' = {(C — (G — D)) >
n+g—1—degG y si 29 —2 < degG < n, entonces k' =n+g—1—degG.

Demostracion. La primera afirmacion es una consecuencia del Teorema y del
hecho de que C(D,G)* = C(D, D — G + C). Las otras afirmaciones se obtienen de
la primera y del teorema de Riemann-Roch. O

Observe que dimC(D, G) +dimC(D,D -G+ C) =4(G) —4(G— D)+ 4D -G +
C)—U(C—-G)=4G)—L(C-G)—G—-D)—¢C—-(G-D)))=degG+1—
g — (degG —deg D + 1 — g) = deg D = n, que es el resultado esperado.

En estas notas llamaremos al nimero deg G — (2g — 2) la cota de Goppa para la
distancia minima de C(D,G)> .

2.4. Semigrupos de Weierstrass y cédigos de Goppa. En esta seccién
pretendemos mostrar como utilizar la informacion de los semigrupos de Weierstrass
en varios puntos para construir codigos de Goppa que tengan cotas para la distancia
minima mejor que la cota de Goppa.

Sea F'| K un cuerpo de funciones de una variable; en esta seccion, K es siempre
un cuerpo finito. Comenzamos con una aplicaciéon del semigrupo de Weierstrass
habitual para construir cédigos con una distancia minima “grande” y que aparecio
en un trabajo de Garcia, Kim y Lax (ver [18]).

Teorema 2.43. Sean Q, Py, ..., P, lugares racionales distintos de F'| K. Supon-
gamos que hay un conjunto de t + 1 lagunas consecutivas en H(Q), digamos v —
t,...,y—1,7v (donde t es un entero no negativo). Para G := ~Q, si el cédigo C(D, Q)
tiene una dimension positiva, entonces n —deg G +t+ 1 es una cota inferior para
su distancia minima.

Demostracion. Supongamos que existe f € L(G) tal que w := d(o(f),0) < n —
deg G + t (recuerde que ¢ es la funcion que aparece en la construccion de C(D, G)
—vea la pagina ; esto significa que existe un subconjunto A C {1,...,n} tal
que #A = n —w y vp,(f) > 0 para todo i € A (y por supuesto, vp,(f) = 0
para j € {1,...,n} \ A). Luego div(f) + G > > ;.\ Pi por lo tanto E := div(f) +
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G — ZieA P; > 0, ademéas deg E = deg G — n + w < t, entonces escribimos E =
AQ + E’, donde E/ > 0y Q ¢ supp E’; observe que 0 < A < ¢. Por lo tanto,
div(f) =AQ+E -G+ > "P,=—(v = ANQ+ E' + > ,., P, de modo que
v—Xe H(Q). O

El teorema anterior muestra que la existencia de ¢ + 1 lagunas de Weierstrass
consecutivas en el semigrupo H(Q) de un lugar racional @) permite la construccion
de un c6digo de Goppa cuya cota para la distancia minima puede mejorarse mediante
t + 1 en comparacion con la cota de Goppa. El caso t = 0 de este teorema fue
probado por Janwa (ver [34]).

Presentamos ahora un teorema de Garcia y Lax que muestra como construir un
codigo dual con una cota inferior mejor que la cota de Goppa para la distancia
minima (ver [19]).

Teorema 2.44. Sean Q, Py, ..., P, lugares racionales distintos de F' | K y sean «
y B lagunas de Weierstrass en Q. Sean D :== Py +---+ P, y G := (a+ 8 —1)Q.
Si dim C(D,G)t > 0, entonces deg G — (29 — 2) + 1 es una cota inferior para la
distancia minima de C(D,G)*.

Demostracion. Recordemos que C(D,G)* = C(D, D—G+C), donde C es un divisor
canénico tal que supp(D — G + C)Nsupp(D) = 0. Sea ¢ : L(G) — C(D,D -G+ C)
como en la seccion anterior. Suponga que hay un elemento f € L(G) tal que
w = d(e(f),0) < degG — (29 — 2). Como deg G — (2g — 2) es una cota inferior
para la distancia minima, debemos tener w = deg G — (2¢g — 2). Entonces existe
I'c {1,...,n} tal que #I' = w y vp,(f) = 0 para todo i € ' (y vp,(f) > 0 para
todo j € {1,...,n}\T). Por lo tanto, div(f) + C+ D =G = 3 ey nr by v asi
div(f) + C > G =3 ;. Pj. Observe que ambos lados de esta desigualdad tienen el
mismo grado, luego div(f) +C=G—- ZjeF P;. Dado que « es una laguna en @
tenemos, del Lema que existe h € F tal que div(h) + C = (o — 1)Q + E, con
E >0y Q ¢ supp E. Por lo tanto, div(h/f) = div(h) —div(f) = >_;cr Pj+ E - BQ
y tenemos § € H(Q), contradiciendo una hipotesis. |

En [I8] los autores presentan la siguiente generalizacion del resultado anterior
(que no demostraremos aqui).

Teorema 2.45. Sean Q, Py, ..., P, lugares racionales distintos de F'| K. Supon-
gamos que «,...,a+t,0—(t—1),...,8—1,8 son lagunas de Weierstrass en Q,
cona+t<fyt>1 SeanD :=P—-1+---+P, yG:=(a+p—-1)Q; si
dimC(D,G)* > 0, entonces deg G — (2g — 2) +t + 1 es una cota inferior para la
distancia minima de C(D,G)*.

Corolario 2.46. Sean Q, P1,...,P, lugares racionales distintos de F|K. Su-
pongamos que «,...,a +t son t + 1 lagunas de Weierstrass consecutivas en Q.
Sean D := Py +---+ P, y G := (2a+t—1)Q; si dimC(D,G)* > 0, entonces
deg G — (29 — 2) +t + 1 es una cota inferior para la distancia minima de C(D,G)* .

En 2001, en su tesis doctoral, escrita bajo la supervision de R.F. Lax, Gretchen
Matthews dio la primera aplicacion de los semigrupos de Weierstrass en mas de un
punto a la teoria de codificacion (ver [27]). Uno de sus principales resultados en ese
trabajo es el siguiente.

Teorema 2.47. Sean Q1,Qa, Pi,..., P, lugares racionales distintos de F| K.
Suponga que (a1,a2) € G(Q1,Q2) con aq > 1 y L(a1Q1 + a2Q2) = (g —
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1)Q1 + a2Q2). Suponga ademds que (y1,72 —t — 1) € G(Q1,Q2) para todo t,
0<t<min{y—1,29—1— (a1 +asz)}. Sean G = (a1 +71 —1)Q1 + (a2 +72—1)Q2,
y D= Py+ -+ P,. Sila dimension de C(D,G)* es positiva, entonces la distancia
minima de este codigo es al menos deg G — (29 —2) + 1.

Poco después de la publicaciéon del trabajo de Matthews, un trabajo de Homma
y Kim introdujo el concepto de “lagunas puras”, que vimos en la Seccion 2.2]y lo
usaron para obtener codigos con cotas inferiores mejores para la distancia minima.
Homma y Kim trabajaron con el semigrupo de Weierstrass en dos puntos, y sus
resultados han sido generalizados al caso de los semigrupos de Weierstrass en m
puntos, m cualquier entero positivo, por C. Carvalho y F. Torres (ver [I0]). Para
presentar los principales resultados de [I0], comenzamos con un resultado de Homma
y Kim (ver [31]), ligeramente modificado para estas notas.

Lema 2.48. Sean B, E, N y M divisores de F'| K, con B > 0. Si
(1) N+ M+ E es un divisor candnico;
(2) £(M — B) = {(M);
(3) (N) <UN+E);
(4) ¢{(N)=L(N + B);
entonces deg B < deg F.

Demostracion. Por supuesto, tenemos que N + M + E = (N+ B+ E)+ (M — B)
es un divisor canoénico, por lo tanto, del teorema de Riemann-Roch obtenemos
N+ B+ FE) =degN +degB+degE+1—g+ M —-B)y {(N+E) =
deg N+deg E+1—g+4(M), donde g es el género de F'| K. Usando (2) obtenemos
{N+ B+ E)—{(N + E) = deg B. Ahora, de (3), (4) y el teorema de Riemann-
Roch, obtenemos degB = (N + B+ E) —{(N+ E) <{(N+ B+ FE)—{(N) =
UN+B+E)— (N + B) < deg E. O

Lema 2.49. |31, Lema 3.1] Sean M y B divisores de F | K con B> 0 y (M) =
UM — B). Si R > 0 es un divisor que satisface supp R N supp B = (), entonces
{(M —R)=4(M —R- B).

Demostracion. Observe que L(M — B) C L(M) y L(M — R) C L(M); de supp RN
supp B = ) obtenemos L(M — B)NL(M — R) = L(M — R — B), por lo tanto

debemos tener L(M — R) = L(M — R — B) ya que L(M) = L(M — B). O
Uno de los principales resultados de [10] es el siguiente.

Teorema 2.50. [I0, Teorema 3.3] Sean Q1,...,Qm,P1,..., P, lugares racionales

distintos de F'| K. Supongamos que (aq,...,am) y (B1,...,Bm) son lagunas puras

enQ1,...,Qm. Sea G=3" (a;+ B —1)Q; y D= Py +---+ P,. Si la dimension
de C(D,G)* es positiva, entonces a distancia minima de este cédigo es al menos
deg G — (29 — 2) + m.

Demostracion. Recuerde que C(D,G)* = C(D,D — G + C), donde C es un divisor
canonico tal que supp(D —G+C)Nsupp(D) =Py sea ¢ : L(D—G+C) — C(D,D—
G + C) la funcion definida en la pagina 25| (es decir, ¢(h) = (h(P1),...,h(Py))
para todo h € L(D — G+ ()). Sea f € L(G) y sea w = d(¢(f),0), luego existe un
subconjunto A C {1,...,n} tal que #A = w, vp,(f) =0sii € A y vp,(f) > 0si
i € {1,...,n}\A. Porlo tanto, div(f)+ D—G+C = 3 ,c ;4 Fi (aqui estamos
usando que supp(D — G + C) Nsupp(D) = 0 y que supp(G) Nsupp(D) = () por lo
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tanto div(f) +C — G+ Y ,ca Ps > 0. Sean B:=3Y"", Q;, E:=C -G+ .., P,
N:=>"(a; —1)Q; y M :=3",3iQi — > ,cn P;. Entonces E + N + M es el
divisor canonico C, {(N) = ¢(N + B) por Lema y (M — B) = ¢(M) por
Lema [2.36] y el lema anterior. También tenemos ¢(N) < {(N + div(f) + E), porque
div(f)+ E > 0; de N > 0 tenemos div(f)+ E+ N > 0, por lo tanto, f € L(E+ N)
y Udiv(f)+ E+ N) =£4(FE + N), luego {(N) < {(N + E). Por lo tanto, del Lema
obtenemos deg B < deg F, es decir, m < 2g —2 — deg G 4+ w, de modo que
w > deg G — (29 — 2) + m. O

Otro resultado principal de [I0] es el siguiente.

Teorema 2.51. [I0, Teorema 3.4] Sean Q1,...,Qm, P1,..., P, lugares racionales
distintos de F' | K. Sean (o, ..., am), (B1, ..., Bm) € NI tales que a; < ; para todo
i€{l,...,m} y asuma que cada m-tupla (y1,...,%m) € NJ* con a; <; < f; para

todoi € {1,...,m} es una laguna pura en Q1,...,Qm. Sea G => 1" (a;+3;—1)Q;
y D =P, +---+P,. Sila dimension de C(D,G)* es positiva, entonces la distancia
minima de este codigo es al menos deg G — (29 —2) + m~+ Y v (Bi — ;).

Demostracion. Sean @, f,wy A como en el comienzo de la prueba anterior. Entonces,
como arriba, tenemos div(f) + C — G+ Y_,c, P > 0. Ahora sea B := > | (8; —
@; +1)Q; y como arriba, tome E := C — G+ >, Pi, N := > (a; — 1)Q;
y M =" 5Q; — > ica Pi- Entonces E + N + M es un divisor canénico y
N+ B=>3"", 3Q;. Asi, a partir de la definicién de lagunas puras y del Lema
obtenemos ¢(N + B) = {(N). Ademas, como £(>_,_; £iQ:) = L(>_,_1(a; —1)Q;) =
£(3>°,—1 BiQi — B) y supp B Nsupp(d_;cp Pi) = 0 obtenemos del Lema que
U5, BiQi=Yren P) = UTy BiQi— B—,cy P, es decir, £(M) = (M — B).
Como en la prueba anterior, tenemos ((N) < (N + E), asi que del Lema [2.4§]
obtenemos deg B < deg E, es decir, Y ..* (8 —a; +1) <29 —2—degG + w, luego
w>degG— (29 —2)+m+> i (Bi — ). O

Observe que, de alguna manera, este resultado extiende los resultados y
si pensamos que todos las lagunas puras en la hipdtesis son “jlagunas consecutivas!”.

3. CURVAS MAXIMALES

Al escribir el material de esta seccién, intentamos presentar algunos de los
problemas que se estudian hoy en esta area. La seleccion de los temas es algo
personal y solo muestra una pequena parte del panorama completo. Esperamos que
sea un buen punto de partida para aquellos estudiantes interesados en este tema.

El proposito de esta seccion es estudiar curvas definidas sobre cuerpos finitos,
interesados particularmente en curvas con “muchos” puntos racionales. Tales curvas
resultan muy ttiles en Teoria de Codigos ya que para codigos fabricados a partir de
tales curvas, la distancia minima es grande.

Algunas veces, para probar los resultados es més facil usar el lenguaje de cuerpos
de funciones y a veces, para trabajar con ejemplos concretos es més facil usar el
lenguaje de curvas, asi que comenzaremos mostrando que existe un diccionario que
nos permite pasar de un lenguaje al otro sin problemas.

3.1. Definiciones basicas. Los detalles y pruebas de la parte de curvas pueden
ser encontrados en [28], [15], [45] y [46], mientras que los detalles sobre cuerpos de
funciones en [47].
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Sea F, un cuerpo finito con ¢ elementos, denotamos por F, el cierre galoisiano.
Podemos pensar que el espacio proyectivo puede ser obtenido a partir del espacio
afin, agregando puntos en el infinito.

Definicién 3.1. El conjunto A"(F,) = {(a1,...,a,) : a; € F, Vi} es llamado de
n-espacio afin.

El espacio proyectivo, que denotaremos por P"(F,) es el conjunto formado por

las clases de equivalencia cuando consideramos la siguiente relaciéon definida sobre
Antl:
(agy ... an) ~ (by,...,bp) = 3INE I_F; tal que a; = \b; Vi.
Asf, un punto P € P"(F,) sera denotado por P = (ag : - : an).
Note que si 0 € G = Gal(F,,F,) entonces o actia sobre P"(F,) como sigue:
o((ag : -+ :an)) = (o(ag) : -+ : o(an)).

En particular, el automorfismo de Frobenius nos permite caracterizar el conjunto
P"(F,) de puntos Fy-racionales (o sea, puntos cuyas coordenadas pertenecen a F,)
ya que estos puntos son dejados fijos por este automorfismo. -

Otra consecuencia de este hecho es que el nimero de puntos racionales de P"(F,)

es /(g — 1).

Definicién 3.2. Considere P € P"(F,), entonces
1. El conjunto P = {o(P) : 0 € G} es un punto cerrado sobre F.
2. La cardinalidad del conjunto {c(P) : o € G} es el grado de P.

Si P=(ap:---:ay)es un elemento de P con a; # 0 entonces
P={o(P):0e€G}={o(P):0¢€Gal(Fy(ap/as,...,an/a;);Fy)}

y el grado de P es igual al grado de la extension Fy(ao/ai, - . ., an/a;)|Fy).
~ Vamos a definir qué es una variedad afin. Sea S un subconjunto de F [X1,..., 2] =
F,[X]. Definimos el conjunto V(S) de ceros de S por

V(S):={P e A"(F,): f(P)=0Vf €S}
Definicion 3.3. Un conjunto algebraico afin es cualquier conjunto de la forma V(S)
para algian S C F [X].

Diremos que el conjunto V' (S) esta definido sobre Fy, si S C F,[X] y sera denotado
en este caso por V|F,,.
El conjunto de puntos racionales de V|F, es

V(F,) =V NA"(F,).
Definiciéon 3.4. Un conjunto algebraico afin V' es reducible si existen dos conjuntos

algebraicos afines Vi y V5 talesque V; #V parai=1,2y V =V; U V5. Si V es no
vacio y no reducible, diremos en este caso que V es irreducible.

Un conjunto afin V|, tiene asociado los ideales
(V) = {f € B,[X]: f(P) = 0VP eV},
I(V|F,) = I(V)NTF,[X].

Observacion 3.5. Un conjunto algebraico afin es irreducible si y solamente si [ (V)
es un ideal primo de F,[X].
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Definicién 3.6. Un conjunto algebraico afin V|F, es una variedad afin si I(V|F,)
es un ideal primo de F,[X].

Para una variedad afin V|F, definimos:

1. El anillo de coordenadas de V|Fy como F,[V] = F,[X]/I(V|F,);

2. El anillo de coordenadas absoluto de V como F,[V] =F,[X]/I(V);

3. El cuerpo de funciones Fy(V) de V|F, como el cuerpo de fracciones de Fy[V];
4. El cuerpo de funciones absoluto F,(V') como el cuerpo de fracciones de F,[V].

Definicion 3.7. Sean V|F, una variedad afin y P € V. El anillo local de V en P es
F,(V)p ={h € Fy(V): h esta bien definida en P}.
El tnico ideal maximal de este anillo estd dado por
Mp={heF,(V):h(P)=0}
Observacion 3.8. Si P es un punto F,-racional, entonces
F,(V)p = Fq(V)P NF,(V) y Mp= Mpn Fq (V).

Definicion 3.9. La dimensidn de una variedad afin V'|IF, es el grado de trascendencia
de la extension Fy (V') sobre F,.

Definicién 3.10. Sea V|F, una variedad afin y sea {f1,...,fm} C Fy[X] un
conjunto que genera I(V), entonces V' serd una variedad suave en P € V si la matriz

mxn
ofi
P
1<i<m,1<j<n

tiene rango igual a n — dim(V').

En el caso proyectivo los conceptos son definidos de manera analoga.

Definicion 3.11. V C IF‘q es un conjunto algebraico proyectivo si existe un conjunto
de polinomios homogéneos S C F,[Xo, X1, ..., X,] = Fy[X] tales que V =V (S5) =
{PeP"(F,): f(P)=0VfeS}
Como antes, diremos que V esta definido sobre Fy si S C F,[X].

Definiciéon 3.12. Un conjunto algebraico proyectivo V' es reducible se existen
dos conjuntos algebraicos proyectivos Vi y Vo tales que V; # V parai = 1,2 y
V = V3 UV, Si V es no vacio y no reducible, diremos en este caso que V es
trreducible.

También podemos asociarle los ideales
I(V) = ({f € F,[X] : f es homogéneo y f(P)=0VP € V}),
I(V[Fq) = I(V) N Fq[X].
Observacion 3.13. Un conjunto algebraico proyectivo es irreducible si y solamente si
I(V) es un ideal primo de F,[X].

Definicion 3.14. Un conjunto algebraico proyectivo es una variedad proyectiva
cuando I(V') es un ideal primo homogéneo de F4[X].
Para cada i = 1,...,n considere las aplicaciones

;i A"(F,) — P*(Fy)

(a1...,an) = (ar:-:ai—1:1:a;:--:ap)
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Definicién 3.15. Sea V|F, una variedad proyectiva y sea i tal que ; '(VNU;) # 0

donde U; = ¢;(A™(F,)). Entonces definimos:

1. La dimensién de V como la dimensiéon de o; '(V N T;).

2. El cuerpo de funciones F (V') de V como el cuerpo de funciones Fy(p; (VN
U;)).

3. El cuerpo de funciones absoluto F,(V) de V como el cuerpo de funciones
absoluto F,(p; 1 (V N 1Y)).

Definicion 3.16. Sea P = (ag: -+ : a,) € V tal que a; # 0, entonces diremos que
V es suave en P si cpjl(VﬂUl-) es suave en (ag/a;, ..., a;—1/a;, Giv1/ai, ..., an/a;).

Definicién 3.17. Una variedad proyectiva de dimensién uno, definida sobre F,
serd una curva proyectiva sobre Fy.

Sea f(X,Y) e F (X ,}/] un polinomio absolutamente irreducible de grado d, o
sea, es irreducible sobre Fy y sea F'(X,Y, Z ) su homogeneizacion. Considere la curva
proyectiva asociada C = {(z : y : 2) € P*(F,) : F(z,y, z) = 0}; entonces el género de
C satisface
< (d—l)(d—Z)’

2

donde la igualdad vale si C es suave.

Proposicion 3.18. Sea f(X,Y) € F (X, Y] un polinomio del siguiente tipo:
FXY) = agY" + ar (X)Y" !+ + an (X)

donde ag € F, y a1(X),...,an(X) € Fy[X]. Suponga que deg(a,) = m con
med(n,m) =1 y que
m _ deg(a;)

— > ———  para cada i tal que a;(X) # 0.
n i

Entonces f(X,Y) es absolutamente irreducible sobre Fy.

Dada una curva proyectiva, no singular e irreducible C, podemos asociarle su
cuerpo de funciones F,(C) definido anteriormente.

Ahora, si comenzamos con un cuerpo de funciones F' = Fy(z, y)|Fq(x) sabemos
que existe un polinomio irreducible g(X,Y) € F,[X,Y] tal que g(z,y) = 0. Asi,
podemos asociar a F' la curva proyectiva no singular cuyo modelo plano esta dado
por g(X,Y) =0.

Teorema 3.19. Sea C sobre F, una curva proyectiva, no singular y sea F' su cuerpo
de funciones, entonces existe una correspondencia biunivoca entre los puntos P € C
y los lugares de F|F, dada por

P~ Mp,
donde Mp es el ideal maximal del anillo local de C en P.
3.1.1.  Extensiones de cuerpos de funciones. Antes de adentrarnos en el problema

de contar puntos racionales, vamos a echarle una mirada rapida a algunas extensiones
de cuerpos de funciones que seran tutiles en lo que sigue.

Definicion 3.20. Un cuerpo de funciones F'|K’ es una extension algebraica finita
del cuerpo de funciones F|K si F' D F, K' D Ky [F': F] < 0.



CURVAS SOBRE CUERPOS FINITOS 33

Definicion 3.21. Un lugar P’ € Pps esta sobre un lugar P € Pr si P C P’ o,
equivalentemente, si existe un nimero entero e > 1 tal que vp/ (z) = e - vp(z) para
todo z € F.

En este caso denotaremos por P’|P y diremos que el lugar P’ es una extension
del lugar P.

e El nimero entero e, que pasaremos a denotar por e(P’|P), es llamado indice
de ramificacion de P’ sobre P.

e La extension P’|P es ramificada si e > 1.

e Para P'|P, el namero entero f(P’|P) := [Fp, : Fp] es llamado de grado relativo
de P’ sobre P.

Proposicion 3.22. Sea F'|F una extension algebraica finita de cuerpos de funciones,
entonces:

1. Para todo lugar P’ € Pgs, existe un tinico lugar P € Pr tal que P'|P.
2. Para todo lugar P € Pr, existe por lo menos una extension P’ € Pr,. Mds
aun, el nimero de tales extensiones es finito.
3. Si PePp yPy,..., P, son todas las extensiones de P en Pp/, entonces
m
S e(PIP)f(PIP) = [F': F] = n.
i=1
Definiciéon 3.23. Sea F'|F una extension algebraica de cuerpos de funciones y
sean P € Pr y P’ € Pr/. Entonces
1. P es ramificada si existe P’ € Pps tal que P'|P y e(P'|P) > 1.
2. P'|P es de ramificacion moderada si e(P'|P) > 1y e(P'|P) no es divisible
por la caracteristica del cuerpo de constantes.
3. P'|P es de ramificacion salvaje si e(P'|P) > 1y e(P’|P) es divisible por la
caracteristica del cuerpo de constantes.
4. P es de ramificacion moderada si para todo lugar P’ € P con P'|P, la
extension P’|P es de ramificacion moderada.
5. P es de ramificacion salvaje si existe un lugar P’ € Prs con P’|P tal que la
extension P’|P es de ramificacion salvaje.
6. P se descompone totalmente si para todo lugar P’ € Pg con P'|P, vale que
e(P'|P) = f(P'|P) = 1.
7. P es totalmente ramificado si existe un tnico lugar P’ € Pp: con P'|P y
e(P'|P) = [F': F].
A partir de ahora, vamos a suponer que el cuerpo de constantes K es un cuerpo
perfecto, el cual es el caso de un cuerpo finito por ejemplo.
Consideremos F”|F' una extension separable de cuerpos de funciones. Para P € Pp
definimos O} el cierre integral en F’ del anillo de valoracion Op. El moédulo
complementar Cp sobre Op es dado por

Cp = {Z €F: TF/‘F(Z . 033) - Op},
donde Tp/|p es la funcion traza asociada a la extension separable F'|F.

Observacion 3.24. Existe un elemento ¢ € F’ que depende de P tal que Cp =t - O).
Mas atn, vp(t) < 0 para todo P’|P.
Definicién 3.25. Considere un lugar P € Pp y sea Cp = t - O% el mddulo

complementar. Para P’'|P definimos el exponente de la diferente por d(P'|P) =
—vp/ (t)
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Definiciéon 3.26. La diferente de F'|F es el divisor dado por

Diff (F/|F):= »_ > d(P'|P)-P".

PEPR P'|P

Proposicion 3.27. (Formula del género de Hurwitz) Sea F|K un cuerpo de fun-
ciones de género g y sea F'|F una extension separable finita. Denotamos por K' el
cuerpo de constantes de F' y por ¢’ el género de F'|K’. Entonces
F': F)
2 '—2:[7 2g — 2) — deg(Diff (F'|F)).
§ —2 = (2 —2) — deg(DI(F|F)
Proposicion 3.28. (Teorema de la Diferente de Dedekind) Con las notaciones
anteriores, para P'|P vale que
1. d(P'|P) > e(P'|P) — 1.
2. d(P'|P) = e(P'|P) — 1 si y solamente si la caracteristica de K no divide
e(P'|P).

En general, es dificil calcular el género de un cuerpo de funciones. Vamos a
enunciar dos resultados que suelen ser ttiles a la hora de calcularlo.

Teorema 3.29. Suponga que F' = F(y) es una extension de grado n, separable del
cuerpo de funciones F. Sea P € Pg tal que el polinomio minimo o(T) de y sobre

F tiene sus coeficientes en Op y sean Py, ..., P, todos los lugares de F' sobre P.
Entonces

L. d(P;|P) <vp,(¢'(y));

2. {1,y,...,y" "t} es una base entera de F'|F en el lugar P si y solamente si

d(P;|P) = vp, (¢’ (y)) para todoi =1,...,r,
donde (¢'(T)) denota la derivada usual del polinomio o(T).

Proposicion 3.30. Sean F'|F una extension separable de cuerpos de funciones,
P € Pr y P € Pp: con P'|P. Suponga que P'|P sea totalmente ramificada y
sea t € F' un elemento P'-primo (o sea, P' = tOp/). Considere o(T) € F[T] el
polinomio minimo de t sobre F. Entonces d(P'|P) = vp/(¢'(t)) y {1,t,...,t" 1} es
una base entera de F'|F en el lugar P.

3.1.2. Extensiones de Kummer y Artin-Schreier.

Definicion 3.31. F'|F es una extension de Galois de cuerpos de funciones si F'|F
es una extension de Galois de cuerpos.

Tenemos dos clases importantes de extensiones galoisianas: extensiones de Kum-
mer y de Artin-Schreier. Estas extensiones tienen dos ventajas importantes: podemos
explicitar las ecuaciones que las definen y el género puede ser calculado facilmente.

Definicion 3.32. Sea F'|K un cuerpo de funciones en donde K contiene una raiz
primitiva de orden n > 1 de la unidad y tal que mecd(n, char K) = 1. Suponga que
existe un elemento u € F tal que u # w? para todo w € F' y para todo d > 1 con
d|n. Entonces el cuerpo de funciones dado por

F':=F(y), cony" =u,
es una extension de Kummer de F.

Observacion 3.33. Una extension de Kummer F'|F satisface las siguientes propieda-
des:
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1. F'|F es una extension ciclica y su grupo de Galois esta generado por o(y) = Cy
donde ¢ € K es una raiz primitiva de la unidad de orden n.
2. Sea P € Pp y sea P’ € Prs una extension de P, entonces
e(P'|P)= =y d(P'|P)=e(P'|P)-1,
Tp
donde 7p := med(n,vp(u)) > 0.
3. Si K’ es el cuerpo de constantes de F’ y ¢’ es el género de F’, entonces

g'1+[K,/TfK,]<gl+; > (17:;)deg(P)>-

PcPr

Observacion 3.34. Sea F|K un cuerpo de funciones de género g y sea F’ dado por
F':=F(y) con y" =u € F, donde n # 0 méd char(K). Suponga que K contiene
una raiz primitiva de orden n de la unidad y que existe un lugar ) € Pr tal que
mcd(vg(u),n) = 1. Entonces K es el cuerpo de constantes de F’ y la extension
F'|F es ciclica de grado n. El género ¢’ esta dado por

gd=1+n(g—1)+ % Z (n - rp>deg(P).
PePr

Ejemplo 3.35. Considere un cuerpo K de caracteristica diferente de 2. Sea
Fi=K(z,y) cony’=f(zx)=]]pi(z) € Klal,
i=1

donde p;(z) son polinomios monicos, irreducibles distintos y s > 1.
Denotando por m el grado del polinomio f(z) tenemos que K es el cuerpo de
constantes de F' y que el género esta dado por

_J(m—=1)/2sim=1 mdd 2,
I=Ym-2)/2sim=0 mod 2.

De hecho, considere F = Fy(y) donde Fy := K(z) es el cuerpo de funciones
racionales. Denotando por P; € Pk, el cero de p;(x) y Px el polo de x en K (x)
, entonces vp, (f(x)) =1y vp_(f(z)) = —m. Asi F|Fy es una extension ciclica de
grado 2. Vale también que

1.rp,=1paraj=1,...,s;
2. rp.=1sim=1 méd 2;
3. rp,=2sim=0 mod 2.
Definicién 3.36. Sea F|K un cuerpo de funciones de caracteristica p > 0. Suponga
que u € F es tal que u # wP — w para todo w € F. El cuerpo de funciones F’ dado
por
F':=F(y), cony’—y=u

es una extension de Artin-Schreier de F.

Observacion 3.37. Una extension de Artin-Schreier satisface las siguientes propieda-
des:

1. F'|F es una extension ciclica de grado p y los automorfismos de F’|F estan
dados por o(y) =y + v donde v =0,1,...,p— 1.
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2. Para P € Pr y P’ una extension de P, el niimero a continuacion esta bien
definido

m  siexiste z € F tal que vp(u— (2 —2))=—mym#0 mbd p,
me —
r —1 sivp(u— (2P — z)) > 0 para algin z € F.

3. P es no ramificado si y solamente si mp = —1.
4. P es totalmente ramificado si y solamente si mp > 0. En este caso tenemos
que

d(P'|P)=(p—1)(mp+1), donde P’ es el tinico lugar sobre P.

5. Si por lo menos un lugar @ € Py es totalmente ramificado, entonces K es el
cuerpo de constantes de F' y el género ¢’ de F’ esta dado por

g’zp-g+p;1<—2+ Z (mp+1)-deg(P)>.

PcPgp

Definicién 3.38. Un polinomio a(z) € K[z] del tipo a(z) = ana?" + an_12?"  +
-+ a12? + apx donde p es la caracteristica del cuerpo K, es llamado polinomio
aditivo sobre K.

Proposicion 3.39. Sean F|K un cuerpo de funciones de caracteristica p > 0, a(x)
un polinomio aditivo de grado p™ que tiene todas sus raices en K yu € F. Suponga
que para todo lugar P € P existe un elemento z € F (z depende de P) tal que

vp(u—a(z)) >0 0
vp(u—a(z))=—m conm>0ym#Z0 méd p.

Definimos mp = —1 en el primer caso y my, = —m en el seqgundo caso.
Consideremos ahora la extension

F':=F(y) cona(y)=u.
Si existe un lugar Q € Pr con mg > 0, entonces

1. F'|F es una extension de Galois de grado p™, cuyo grupo de Galois es
isomorfo a (Z/pZ)™.

2. K es algebraicamente cerrado en F'.

Si P € Pr es tal que mp = —1, entonces P es no ramificado en F'|F.

4. Si P € Pg es tal que mp > 0, entonces P es totalmente ramificado en F'|F.
En este caso

d(P'|P) = (p" — 1)(mp + 1), donde P’ es el uinico lugar sobre P.

i

5. El género g’ de F' estd dado por

g'=p”-g+pn2_1<—2+ Z (mp+1>'deg(P)>.

PePr

3.2. ;Cuantos puntos podemos esperar? Nuestro objetivo es establecer un
limite superior para el nimero de puntos racionales de una curva definida sobre un
cuerpo finito F,, o lo que es equivalente, para el ntimero de lugares racionales de un
cuerpo de funciones F|F,. Vamos a hacer una serie de afirmaciones, la mayor parte
sin demostraciones. Las pruebas se encuentran en [47] o [42]
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Afirmacion 3.40. Para todo n > 0 existe unicamente un numero finito de divisores
positivos de grado n

Consideremos los conjuntos
DY = {A € Dp;deg(A) = 0},
Cr = {[A] € Cr;deg([A]) = 0},
donde Pr es el grupo de divisores principales (vea pag. y Cr := Dp/Pr es
llamado de grupo de clases de divisores de F|F,.

Afirmacioén 3.41. C% es un grupo finito de orden h.

Definimos 0 > 0 por
0 = min{deg(A) : A € Dp y deg(A) > 0}.

Observacion 3.42. No es verdad en general que para un cuerpo de constantes
arbitrario exista un divisor positivo de grado 0.

Vamos ahora a estimar los nameros A,, ;== #{A € Dp: A> 0y deg(A) = n}.
Por ejemplo Ag = 1y Ay es precisamente el nimero de lugares de grado uno que
queremos limitar.

Proposiciéon 3.43. Con las notaciones anteriores vale que:

1. A, =0sidtn.

2. Para una clase de divisores fija [C] € Cp tenemos

h .
#{Ae[C]:A>0} = ﬁ(qdlm[c] - 1).
q-—
3. Para cualquier entero n > 2g — 2 con O|n, tenemos
A, = L(q”“’g - 1).
qg—1

Definicion 3.44. La serie de potencias definida por

Zi(t) = f: Ant™ € C[[t]]

es llamada la Funcion Zeta de F|F,.
Proposicién 3.45. La serie de potencias Z(t) = Zp(t) es convergente para |t| < ¢=!
Yy en este caso tenemos que

1. Si F|F, tiene género cero, entonces

1 q 1
2(t) = —( - ).
®) g—1\1—(qt)? 1-—19
2. Sig>1, entonces Z(t) puede ser escrita como Z(t) = F(t) + G(t) donde

1 .
F(t) =— Z qdlm[C] .tdeg[C]’
q 0<deg[C]<2g—2
_ h 1—g 2g—2+0 1 1
¢ == (q (at) 1— (qt)? 1-— ta)'

Corolario 3.46. La funcion Z(t) puede ser extendida a una funcion racional
definida sobre C con polo simple en t = 1.
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1

La funcién Zeta también puede ser escrita para [t| < ¢~' como un producto

(conocido como producto de Euler) de la forma

2t = ] (1-t=")

PePr
En particular, Z(t) # 0 para |[t| < ¢~ y Z(t) satisface la ecuacién funcional
1
Z(t) = ¢ 12971 Z( )
qt
Vamos a estudiar ahora el comportamiento de la funcién Zeta cuando hacemos
extensiones del cuerpo F' por constantes.

Consideremos la siguiente extension por constantes F,. := F - F del cuerpo F|F,
y denotemos por Z,(t) la funcién Zeta asociada. Vale que

ty=J[ Z(¢t) vteC, y(eCtalque( =
¢r=1
Observacion 3.47. Usando la igualdad anterior, F.K. Schmidt mostré que 9 = 1.

Podemos asociar a Z(t) un polinomio que va a jugar un papel importante para
determinar un limite superior para el nimero de lugares racionales.
Definicion 3.48. El polinomio L(t) := (1—1t)(1—qt)Z(t) es llamado el L-polinomio
de F|F, y tiene grado como maximo 2g.

Como L(t) = (1—t)(1—qt) >~ , Ant™, este polinomio guarda toda la informacion
sobre los A% para todo n > 0. Este hecho nos motiva a estudiarlo un poco mas.
Algunas de sus propiedades estan resumidas en el siguiente teorema.

Teorema 3.49. Sea L(t) como antes. Entonces:

1. L(t) € Z[t] y tiene grado 2g;
2. L(t) = qg tsz(l/qt)

3. L(1) =

4. si L(t) = 0 @;t', entonces:

st
a) ao—lyag —qg
b) agq Z—qg a; para 0 < i < g;
¢) a — (¢ —1) donde N es el nimero de lugares de grado uno;
5. L(t) se factoriza en C[t] como:

29

L(t) =[] - ait)

i=1
Yy o, .., 004 pueden ser ordenados tal que a; 0g4y =q parati=1,...,g.

Definicién 3.50. Los nimeros aj, ..., az, son llamados las raices reciprocas de
L(t).

Corolario 3.51. Para cada r > 1 tenemos
N,:==N(F)=q"+1-> af,

donde ay, ..., aa, son las raices reciprocas de L(t).

Asi, para estimar N basta estimar |a;].
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Teorema 3.52. (Hasse-Weil) Los niimeros «; satisfacen
lail =+/q, Yi=1,...,2¢.

Teorema 3.53. (Cota de Hasse-Weil) El nimero N de lugares de grado uno puede
ser estimado por

IN = (¢+ D] <29V4

Esta desigualdad es equivalente a la validez de la hipotesis de Riemann para la
funcion Zeta asociada al cuerpo de funciones F'|F,. De hecho, si definimos la norma
absoluta de un divisor A como N (A) = ¢9°84 y consideramos la funcién dada por

Cr(s) = Zr(q"),

entonces esta funcion puede ser escrita como

=3 A= Y N
n=0 A€Dp,A>0

que es analoga a la funcién Zeta de Riemann clasica ((s) = > .o n™*%.

La hipoétesis de Riemann para la funcién cléasica afirma que, ademés de los ceros
triviales, todos los ceros se encuentran localizados en la recta Re(s) = 1/2. En el
caso de cuerpo de funciones, el teorema de Hasse-Weil muestra que

Cr(s) =0=Zp(qg~*) = 0= |g~°| = ¢"/?,

ya que |¢~°| = ¢¢(®) | lo que implica trivialmente que Re(s) = 1/2.
Historicamente, los primeros estudios sobre ecuaciones sobre cuerpos finitos se
centraban en las congruencias del tipo

Y2=f(X) médp ()

donde p es un namero primo y f(X) un polinomio (o una funcioén racional) definido
sobre Z.

Artin introdujo la funcién Zeta para extensiones cuadraticas del cuerpo racional
F,(z) obtenido por la adjuncién de las raices de la congruencia anterior, basado en
la funcién Zeta de Dedekind para extensiones cuadraticas de Q.

Asumiendo como verdadera la hipdtesis de Riemann para la funcion clasica, Artin
llegd a conjeturar una cota superior para el nimero de soluciones de la congruencia
(*). Esta conjetura fue probada por Hasse para polinomios de grado 3 o 4 definidos
sobre un cuerpo finito arbitrario y después generalizada por Weil como vimos en el
teorema anterior.

Observacion 3.54. Thara mostro6 en [32] que si F|F, es un cuerpo de funciones de
género g, entonces el namero de lugares racionales N satisface

VBa+1)2+4(¢> —q)g—g
2 9

N<qg+1+

donde |z] denota la parte entera de z.
Note que si g > (¢ — /q)/2, esta cota es mejor que la de Hasse-Weil.

Ejemplo 3.55. (Hermitiana) Considere la curva H definida sobre F,. asociada
al polinomio f(X,Y)=Y?+Y — X9"! Esta curva es no singular y tiene género
9=1aqlg—1)/2.
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Vamos a calcular el nimero de puntos racionales, o sea
#{(x:y:2)|x,y,z € Fpe tales que F(z,y,z) =0},

donde F(X,Y,Z) = ZY? + Z1Y — X497 es la homogeneizacion de f(X,Y).

Vamos a comenzar por la parte afin, o sea, cuando z = 1, en este caso tenemos
que calcular las soluciones de f(z,y) en Fp2 x F,2. Podemos pensar en calcular el
nimero N, de elementos del conjunto

Ny =#{(z,y) € Fpo x Fe : Trr 5 F, (y) = N |7, (z)}
donde ngq2 F, ¥ N]Fq2 F, son las funciones Traza y Norma de la extension galoisiana
Fo2|Fy.
Como T es suryectiva, tenemos que #7 ~1(y) = q para todo y € Fy2, obtenemos

asi

Na = Z #{y € IFq2 : TTquﬂFq (y) = xq+1}

IEqu

SEDIECIS

:Jcequ2
= 2
xe]qu

= q3.

Falta calcular el nimero de puntos racionales en el infinito (en este caso z = 0).
Asi se (z : y : 0) es una solucion de F(X,Y,Z) = 0, entonces x = 0 lo que
implica que y = 1. Tenemos, por lo tanto, un tnico punto racional en el infinito.

Finalmente tenemos que la curva  tiene ¢ + 1 puntos racionales alcanzando la
cota de Hasse-Weil.

Definicién 3.56. Un cuerpo de funciones F|F, es llamada mazimal sobre Fy si el
ntmero de lugares racionales de grado uno alcanza la cota de Hasse-Weil.

Observacion 3.57. Si F|F, es maximal, como N(F|F,) = ¢+ 14 2g,/q es un ntimero
entero, tenemos necesariamente que ¢ debe ser un cuadrado.

3.3. Mejoras de la cota de Hasse-Weil. Como vimos en la subsecciéon anterior,
la cota de Hasse-Weil solo es alcanzada si la cardinalidad del cuerpo finito es un
cuadrado, asi una mejora trivial para la cota es

[N = (g+1)] < [29v/4].
Serre dio en [44] la siguiente mejora.

Teorema 3.58. (Cota de Serre) Sea F|F, un cuerpo de funciones de género g,
entonces el numero N de lugares de grado uno estd limitado por

IN = (q+1)| < gl2v4].
La idea de la prueba es bastante simple, asi que vamos hacer un esbozo.

Demostracion. Sabemos que el L-polinomio puede ser escrito como

2g

L(t) = [[(1 - est) € Z[t]

i=1
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y que los a;; pueden ser ordenados de tal forma que &; = og4; parai =1,..., g, donde
@; denota el complejo conjugado de a;. De hecho, como |o;| = \/q ¥ a;0g1; = q,
debemos tener que &; = agq; parai =1,...,g.

Vamos a comenzar mostrando que

N—(¢+1) <g[2Vq].
Para cada i = 1,..., g, definimos f; := a; + &; + |2,/q]. Los ntimeros asi definidos
son nimeros reales positivos y son enteros algebraicos.
Sea E = Q(aq,...,qsy) una extension E|Q galoisiana. Todo ¢ € Gal(E|Q)
induce una permutacién del conjunto {31, ..., 5y}, lo que implica que

es dejado fijo por todos los automorfismos y como [ es un entero algebraico debemos
tener que € Zy > 1.
Tenemos entonces que

(i + @) +9(2va] +9

&M‘a

ik

Como N =q+1-— 21 1 o y usando la desigualdad entre la media aritmética y la

geométrica, tenemos que
1< g 1/g
“Sa=(I18) "
9= i=1

lo que concluye la prueba de la desigualdad.
La prueba de que N — (¢ + 1) > —(g|2,/q]) es analoga y serd dejada como
ejercicio para el lector. O

)+9L2f

HM“

Ejemplo 3.59. (La cuartica de Klein) Considere la curva C definida sobre Fg por
el polinomio
X, Y)=Y*+ XY + X

ysea F(X,Y,2) = ZY3+ X3Y + Z3X € Fs[X,Y, Z] la homogeneizacion de f. La
curva C es no singular y tiene género 3 = (d — 1)(d — 2)/2, donde d = 4 es el grado
de f.

Vamos a calcular los puntos racionales afines, o sea, cuando z = 1 y para los
cuales z A0y y # 0.

Multiplicando f(X,Y’) por X6 obtenemos la ecuaciéon

W3+ X"W+ X7,
donde W = X?Y.
Olvidandonos del origen, tenemos que

3
N, —1= Frx Fg: a2l = —©
# #{(m,w)e g X g 1 w—l—l}

:#{(Jc,w) e Fg ><]F8;w3+w—|—1:0}.
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El polinomio W3 + W + 1 es irreducible sobre F5[W], asi tiene todas sus raices en
Fs. Por lo tanto N, — 1 =7-3 =21 y la cuartica de Klein tiene N =21 +4+3 =24
puntos racionales alcanzando asi la cota de Serre. Los 3 puntos que faltan son puntos
en el infinito y la caracterizacion de los mismos es dejada para el lector.

Es logico esperar que si tenemos un cuerpo de funciones F' definido sobre F, y
extendemos el cuerpo de constantes para algtn F,-, el nimero de lugares de grado
uno de F|F, solo puede aumentar. Usando esta idea, Serre mostré el siguiente
teorema.

Teorema 3.60. Sea ¥(t) =", ¢, t" € R[t]\ {0} un polinomio con coeficientes no
negativos. Considere la funcion racional dada por f(t) =1+ V() + ¥ (t~1). Suponga
que f(v) > 0 para todo v € C con |y| = 1. Entonces para F un cuerpo de funciones
de género g definido sobre F, vale que

._ g ‘I’(q%>
Ny =N < 1.

() u(ib)

Demostracion. Claramente tenemos que \Il(q_%) >0y \I/(q%> > 0.
Reordenando aq, ..., a4 tal que &; = agy; para todo i =1,..., g tenemos que

g
N, =q" +1=)Y (af +aj),
i=1
donde N, denota el ntmero de lugares de grado uno de F|F . Multiplicando la

—r/2

igualdad anterior por ¢ obtenemos

g
q—r/2NT — qr/2 + q—r/2 _ Z[(aiq_l/Q) + (diq—1/2)r].
i=1
Por Hasse-Weil, sabemos que los nimeros v; := a;q~ /2
uno para ¢ =1,...,g. Asi,

son complejos de norma

g

¢ N =g Py ().
i=1
Multiplicando esta igualdad por ¢, para cada r = 1,...,m y sumando, tenemos

g m
0="0(qg"?)+ (g ) +g=> f(r:) =D Necrg /2.
i=1 r=1

Por lo tanto
N1 (g %) = W(¢"/?) + ¥(¢/?) + g — R,

donde R=377_ f(vi) + 2L (N — Nl)crq_rm'
Como f(vy;) > 0 para todo i y ¢, > 0 para todo r, tenemos que R > 0 y el
teorema sigue a partir de ahi. ([

Ejemplo 3.61. Considere la curva no singular definida sobre [, cuyo modelo plano
estd dado por

fX)Y)=Y9-Y — X®(X7-X)
donde g = 22¢*! y gy = 22°. Esta curva es llamada la Curva de Suzuki y tiene género
9=a(q—1).
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Tomando ¥(t) = %t + %t2 y aplicando el teorema anterior, vemos que el niimero
de puntos racionales es 1 4 ¢2, y por lo tanto esta curva alcanza la cota de Serre.

Otra herramienta que podemos usar para mejorar la cota de Hasse-Weil es
conocido como Método de Stéhr-Voloch [49]. Este método consiste en construir una
funcién auxiliar que tenga ceros de orden alto en los puntos racionales de la curva y
es una herramienta fundamental en el estudio de curvas maximales.

Vamos a ilustrar su funcionamiento en el caso de curvas no singulares planas. En
este caso alto va a significar mayor o igual a dos.

Sea C la curva afin dada por el polinomio

FX,Y) =) XY € Fy[X, Y],
,J
Para un punto de la curva (z,y) € F, x F, podemos definir la recta tangente como
(X - Sﬁ')fx(l', y) + (Y - y)fY(aj?y) = Oa

donde fx, fy son las derivadas parciales usuales.
Vamos ahora a definir un polinomio auxiliar h(X,Y") dado por

BX,Y) = (X = X9)fx (X, V) + (YT = V) fy (X, ),
el grado del polinomio satisface deg(h) < deg(f) + ¢ — 1.
Proposicion 3.62. Si h(X,Y) =0 mdd f, entonces
IxxIv = 2fxv[xfy + fyvfx =0 mdd f.
Demostracion. Si h(X,Y) =0 mdéd f, implica que
(X -XNfx(X,)Y)=—(Y"-Y)Fy(X,Y) mdd f.
Multiplicando fxx f& — 2fxvy fxfy + fyv [% por (X — X?)? tenemos que

(X = XD (fxx [y = 2fxv[x[y + [yv [%)
= [(X = XD (fxx +2(X = XY =Y fxy + (Y =Y fyy]fi moéd f.
Sabemos también que existe un polinomio g = g(X,Y) tal que h = f - g, 0 sea
B(X,Y) = (X = X fx(X,Y) + (Y9 = V) fr(X.Y) = F(X,Y)g(X.Y).

Derivando con respecto a X la igualdad anterior y multiplicando el resultado por
X — X1 obtenemos que

(X = X7 fxx + (X = XY —y") fyx = (X — XV fx(g—1) méd f.
Haciendo lo mismo con Y tenemos
(Y =Y fyy + (X = XY — ") fxy = (Y = Y9 fy(g—1) méd f.
Sumando estas dos congruencias se obtiene que
(X = X2 fx +2(X — XY —y%) fxy + (Y = Y2 fyy = h(g—1)0 mod f.
El resultado sigue a partir de aqui ya que (X — X9)2 #0 mdd f. O
Observacion 3.63.

1. Si la caracteristica del cuerpo es dos, entonces fxx f2 —2fxy fxfy + fyv f+
es idénticamente cero.

2. Si h =0 mdéd f, entonces para cualquier punto (z,y) que pertenezca a la
parte afin de C tenemos que (x%,y?) pertenece a la recta tangente en (x,y).
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Teorema 3.64. Sea F, un cuerpo finito de caracteristica impar y sea f(X,Y) €
F,[X,Y] un polinomio absolutamente irreducible de grado d. Suponga que f no
divide al polinomio fXXf% —2fxvfxfy + fyyf)Q(, entonces

d(d -1
#C(IFQ) S %7

donde C es la curva proyectiva asociada a f(X,Y).

Demostracion. Para simplificar, vamos a hacer la prueba para el caso afin.
Como f no divide a fxxfZ — 2fxvy fxfy + fyvy f%, eso implica que tampoco
divide a A(X,Y’) y por lo tanto no tiene ninguan factor de grado positivo en comun.
Si P = (z,y) € Fy x F, pertenece a C, entonces (z,y) es un cero de h(X,Y") por
definicion. Mas atn, como C y la curva asociada a h(X,Y’) comparten la misma
recta tangente por P, concluimos que el indice de interseccion I(P; f, h) entre las
dos curvas en P es de por lo menos 2. Asi,

#C(F,) = #{(r,y) € Fy x By fla,y) = 0} < 5 SOL(P; ),
P

donde P se mueve sobre todos los puntos de F, x IF,. Por el Teorema de Bezout,
tenemos que
dld+q¢—1)

%ZI(Pa fh) < %deg(f) +deg(h) < =———5—
5

O

Ejemplo 3.65. Considere la curva de Fermat sobre Fi3 cuyo modelo plano esta
dado por

fFX,Y) =w? Xt + Y4 +w,

donde w € Fq3\ {1} es una raiz tercera de la unidad. La curva asociada a este
polinomio tiene género g = 3. Esta curva no tiene ningtin punto racional en el
infinito y tampoco tiene puntos racionales afines donde una de las coordenadas sea
cero.

Vamos a calcular los puntos racionales afines. Sea H = {1,w,w?} el tnico
subgrupo de ;5 de orden 3. Considere el homomorfismo suryectivo

¢:Fiy — H
x =zt

El niicleo es el tinico subgrupo de F%; de orden 4, asi ¢~!(z) = 4 para todo z € H

Sea (7,y) € Cq(F13) un punto racional afin. Como x € F}5, entonces x* € H.

1. Si z* = w?, entonces
fz,Y)=w'+Y* +w=Y"+2uw.

Como y € H y 1+ w + w? = 0, tenemos que no existen puntos racionales
afines con primera coordenada satisfaciendo z* = w?.
2. Si 2* = 1 entonces y* = 1.

3. Si z* = w entonces y* = w?.
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Resumiendo, tenemos que
C(F1a) = {(a,y) : o' = y* =1} U{(wp) : ¢ = w,y" = w?}.
G Cu

Por lo tanto
#C(F13) = #C1 + #Cu-
Ahora, por (x), tenemos que #C; = #C,, = 16.
Falta mostrar que las hipotesis del teorema son satisfechas y dejamos esto para
el lector.

3.4. Algunas construcciones de curvas con muchos puntos racionales.
Curvas con muchos puntos racionales son importantes desde el punto de vista de las
aplicaciones. Los tres métodos descritos aqui tienen como objetivo construir curvas
de manera que el niimero de puntos racionales se aproxime a los mejores registros
existentes.

3.4.1.  Primer método. Este método apareci6 en [35]. Sea H un subgrupo de orden
v del grupo multiplicativo F;. y considere un polinomio separable fi(t) € F,-[t] tal
que {a € Fy: fi(a) =0} C H.
Dado un par (k,l) € N x N, definimos el polinomio
fX,Y)=Xx" fi(X'.Y).

Podemos reducir el grado de la variable X haciendo XV = 1 y vamos a denotar
por f (X,Y) el polinomio reducido. El grado de X del nuevo polinomio es como
maximo v — 1.

Las principales ventajas de la reduccién son:

1. El género de la curva C asociada a f es menor que el género de la curva C
asociada a f.
2. La probabilidad de f de ser absolutamente irreducible es mayor.

Dado un punto (a,b) € I_Fq X Fq con a € H, por construcciéon de f, tenemos que
f (a,b) = f(a,b). Asi, los puntos racionales de C sobre Fy~ cuya primera coordenada
pertenece a H, son puntos racionales de la curva C.

Entonces, tenemos claramente que

#C(Fyr) > v - deg(f1).
De hecho, sea d = deg(f1) y sean a1,...,aq € H todas las raices de fi. Dado
a € H considere b; = «a;/a' para j = 1,...,d. Entonces f(a,b;) = f(a,b;) =
akfl(albj) = akfl(aj) =0.
Ejemplo 3.66. Tome fi(t) = t° +t*> + 1 € F3;[t]. Este polinomio tiene 5 raices en
IF%,, asi podemos tomar v = 31. Considerando
f(va) _ X7f1(X12Y) _ X67Y5 4 X31Y2 + X7,
tenemos que ~
X, Y)=XY° + Y2+ X7

es absolutamente irreducible y asi

#C(F33) > 5- 31 = 155.

En realidad faltan solo 3 puntos racionales: el origen y dos puntos en el infinito,
asi g = 15 y #C(F32) = 158.
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3.4.2. Segundo método. Este método creado por van der Geer-van der Vlugt esta
descrito en [24].

Sea R(X) € F,[X] un polinomio separable que tiene todas sus raices en F,.
Consideremos ahora dos polinomios R;(X), R2(X) € F,[X] tales que

R(X) = Ri(X) + Rz(X).
La curva C asociada al polinomio
R (X)

fY)=y" !+ o (X)

tiene muchos puntos racionales ya que
{(a,b) : R(a) = 0,Rqi(a) #0y beF,} C C(Fy),
lo que nos da

#C(Fy) 2 (¢ = 1)##{a € Fy : R(a) = 0, Ry(a) # 0}.
Para mantener el género bajo, es deseable que el producto R;(X) - Ry(X) sea
altamente inseparable. Vamos a ver un ejemplo.

Ejemplo 3.67. Sea R(X) = X6 + X € Fi4[X] y tomemos R;(X) = X6+ X2 y
Ry(X) = X? + X. Con esta eleccion tenemos que
(X* +X)°

X,Y)=Y"
f( b) ) + X2+X

#C(F16) = 213.

De hecho

#{a € Fi5: R(a) =0, Ry(a) # 0} = 14,
luego #C(F16) > 15 - 14 = 210. Los tres puntos que faltan son (0,0),(0,1) y un
punto en el infinito. La parte dificil aqui es mostrar que el género es 49.

Para calcular el género necesitamos introducir algunas propiedades de las exten-
siones de Kummer. Vamos a comenzar concentrandonos en extensiones del tipo

Y™ = f(X)eF,(X), dondem divide ¢ — 1.

Suponga que la funcién racional f(X) pueda ser escrita como f(X) = % donde
g y h son polinomios primos entre si y definidos sobre IF,. Digamos, para fijar la
notacién, que

T S

g(X) =X —a)™ vy h(x)=][[(x 8"

i=1 j=1

donde «, B; € F, son distintos.
La féormula de Riemann-Hurwitz afirma que

29(6) -2= m(_2) + Deeros + Dpolos + D

donde Deeross Ppolos ¥ Poo son ciertos divisores y Deeros, Dpolos; Doc son los grados
respectivos. Hasse mostré que, si denotamos

Moo = | deg(g) — deg(h)],
doo = med(meg, m),

entonces
Dy =doo(eo — 1) =m — deo, donde oo = —
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El conjunto {a;,i =1,...,7} contribuird con Dgeros con

Deeros Zd a;)(e(a;) — 1) =rm — Zd a;),
va que
6(041-) = d(’gi).

Analogamente, el conjunto {3; : j = 1,..., s} contribuira con Dpgies con

polos Zd ﬂj B] _1 —sm Zdﬂj
Jj=1

Asi, en el ejemplo anterior reescribiendo las ecuaciones como

2
X84+ X
V= (m) (X*+ %),

{d(ai) = mced(m;, m),

8 . . ’ . . ,
donde % es un polinomio moénico de grado 6 cuyas seis raices son exactamente
los elementos de Fg \ Fo. Tenemos que f tiene seis raices duplas y dos raices simples

(las raices de X2 + X). Con las notaciones anteriores

Moo = 15,
Do, = 14,
Deeros = 112.

Lo que nos da que el género es igual a 49 como fue afirmado.

3.4.8. Tercer método. Este método fue inspirado por el método anterior, asi que
continuaremos trabajando con extensiones de Kummer. Fue propuesto por [I7] como
una generalizacion de la idea de [16].

Considere dos polinomios f(X),4(X) € F,[X] tales que

L. deg(f) > deg(¢)

0(X) 1 f(X).
Asi, existe un polinomio r(X) € F,[X] tal que f(X) = h(X)U(X)+7(X) y deg(r) <
deg(?).
Sea C la curva proyectiva no singular asociada a
f(X) -
Ym=-—= — 1.
(X)’ donde m divide ¢

La idea es nuevamente que f(X)r(X) sea altamente inseparable para garantizar
un género bajo y que £(X) tenga todas sus raices en Fy para que tengamos muchos
puntos racionales. De hecho, considere el conjunto

S={aelF;:ha)l(e) =0y f(a)#0}.

Asi, para todo « € S tenemos que f(a)/r(a) = 1. Esto nos da la siguiente cota para
el numero de puntos racionales:

#C(Fq) > m - #8S.

Ahora, el género puede ser calculado sabiendo que la extension es de Kummer.



48 MIRIAM ABDON, CICERO CARVALHO, Y DANIEL PANARIO

Ejemplo 3.68. Sean f(X) = (X3 + X2+ 1)* y £(X) = XX definidos sobre Fig.

X4+ X
En este caso r(X) = X3(X +1)3(X3 + X + 1). La curva proyectiva asociada a
r(X)

tiene género 4 y 45 puntos racionales sobre Fyg.

3.5. Curvas maximales. Como definimos antes, una curva C proyectiva, geo-
métricamente irreducible, no singular de género g definida sobre F 2 es maximal
cuando el nimero de puntos racionales alcanza la cota de Hasse-Weil, o sea

#C(Fp2) = ¢+ 1+ 2gq.

Asi, tenemos un namero finito de posibilidades para el género de una curva maximal
va que Thara mostro6 en [32] que

a(g—1)
9= "5
De hecho, si C es maximal sobre F 2, entonces o; = —q para todo ¢ = 1,...,2g.
Como Ny > Np, tenemos que
29 29
Ny :=q2+1—za?§N1:q+1—Zai,
i=1 i=1

lo que es equivalente a
0> —294* > q + 294,
y a partir de esta desigualdad podemos mostrar la cota de Thara.

La curva Hermitiana del Ejemplo @ definida sobre F,2 es una curva de género
maximo y es la unica curva, a menos de isomorfismo, con esta propiedad. Este
resultado fue probado por [43].

Vamos a considerar dos problemas sobre curvas F,2-maximales:

1. Determinar todos los géneros posibles para una curva maximal.
2. Clasificar las curvas maximales de un dado género.

3.5.1.  Géneros posibles. Stichtenoth y Xing conjeturaron en [48] que el género de
una curva maximal sobre F > debe satisfacer

(¢ —1) (¢—1)°
5 o g< 1 .

Esta conjetura fue mostrada por Fuhrmann y Torres en [I4] usando un caso
particular de la Teoria de ordenes de Frobenius asociada a un sistema linear. Tal
herramienta fue creada por Stéhr-Voloch en [49].

El punto clave de la prueba de Fuhrmann-Torres es el hecho que existe un punto
F,2-racional Py € C tal que ¢ y ¢ + 1 son no lagunas en P, o sea, existen funciones
x,y tales que diveo (7)) = qPy y divee (y) = (¢ + 1) Py.

La conjetura fue probada aplicando las técnicas de Stéhr-Voloch al sistema linear
definido por D := |(Q + 1) Py| Asi, existe un segundo mayor género go dado por

g=91 =

2
_ @ si ¢ es impar,
92 a(g—2) si
- q es par.

Nuevamente existe una tnica curva maximal, a menos de isomorfismo, de género gs.
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En el caso de caracteristica impar, fue mostrado en [I3] que la curva maximal de
go es isomorfa a la curva cuyo modelo plano estéd dado por

Yi4Yy = xlat1)/2,

Esta curva es maximal ya que esta cubierta por la curva Hermitiana y todo cubri-
miento de una curva maximal es maximal también [39].

En el caso de caracteristica par, en [5] fue mostrado que la curva cuyo modelo
plano esta dado por

Y2 L yd/d Ly = x9t!
es maximal y tiene género gs, y es Gnica si ¢/2 es una no laguna en algtin punto.
Finalmente la unicidad fue mostrada en [38], ya que ¢/2 es siempre una no laguna
en algin punto. Més aun, ellos mostraron que existe un tercer mayor género gz dado
por
93 = (> —q+4)/6].

Resumiendo, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.69. SiC es una curva mazimal definida sobre Fg2 de género g, entonces
9g=91, g=92 ©0 g=gs3.

Observacion 3.70. El resultado es el mejor posible ya que existe una curva maximal
de género gs.

Observacion 3.71. Si g =2 mdd 3, entonces g4 = g3 — 1.

Existen solamente 12 ejemplos de curvas maximales salvo isomorfismos, cuyo
género satisface

L(a—1)(¢~3)/8] <g < l(a—1)?*/4],

g=1(¢> —q+4)/6] para ¢ =0,1,2 mdéd 3 [38];

9=1(¢*—q—2)/6] para ¢ =2 méd 3 [22], [12];
3. g=1(¢g—1)(g—2)/6] para ¢ =0,2 méd 3 [38];

g=1(¢*> —2q+5)/8) para ¢ =0,1,3 méd 4 [38];

5. g=1(¢—1)(qg—3)/8] para¢g=0,1,3 méd 4 [38].

El objetivo de todas las investigaciones realizadas inicialmente (vea [22], [I1], [4],
[2]) para encontrar nuevos valores para el género de un cuerpo de funciones maximal
F|F,2 se concentraba en estudiar subcuerpos del cuerpo de funciones Hermitiano
H =TF,(z,y) donde y? + y = z?*'. Giulietti y Korchmaros construyeron el primer
ejemplo de un cuerpo de funciones maximal que no puede ser obtenido como
subcuerpo del Hermitiano [25]. Otros ejemplos pueden ser vistos en [50].

En general, en [22] y [4], los autores consideran H|F,2 como una extension galo-
isiana de F2 (2) y para algunos subgrupos no moderados del grupo de automorfismos
de la Hermitiana computan el género del cuerpo fijo por ese subgrupo.

A menos de conjugacion por PGU (3,F,2) los grupos no moderados estan conte-
nidos en el grupo de descomposicion A(Px,) del tnico lugar P., sobre el polo de la
funcion z.

En nuestro caso, el grupo de descomposicion A(Ps,) consiste en todos los auto-
morfismos que satisfacen

o(y) = a? ™ty + ablz +c,

{a(w) =azx+b,
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donde a € F,, b€ Fpo y ¢ +c= patt,
El grupo A(P.,) tiene orden ¢3(¢? —1) y contiene un ntimero grande de subgrupos.

Observacion 3.72. Suponga que la caracteristica es impar. Sean G un subgrupo de
A(Px),
V ={beF,: existe c € Fpe tal que [1,b,67""/2] € G}
un subgrupo de F> de orden p* y
W ={ceF,: tal que [1,0,c] € G}

w
un subgrupo de F,> de orden p®.
Con estas notaciones tenemos que

ord(G) =mp't  conm | ¢* — 1.
Ahora, el género del cuerpo fijo por G esta dado por ([22])
g(H9) = (p"™* = 1)(p" " +1—d)/2m, donde d = mcd(m,q+ 1).
Ahora, para m un divisor de ¢ — 1, definimos
s = orden de p en el grupo multiplicativo (Z/mZ)*,

. {orden depen (Z/FZ)*sim=0 méd 2,

s caso contrario.

Teorema 3.73. [4] Con las notaciones anteriores, para cada divisor m de ¢ — 1,
para todos los multiplos v de s satisfaciendo 0 < n < s y para todos los mailtiplos w
de r satisfaciendo 0 < w < n — 1, existe un subgrupo G de A(Ps) de orden mp’+¥
tal que el género del cuerpo fijo por HY es

Jerr-D)Er -1)/2m, m=0 mdd 2,
o (P —1)p"Y/2m, m=1 mdd 2.

Corolario 3.74. [4] Para m =1 y para todo 0 <v <n y0<w <n-—1, existe un
p-subgrupo de A(P) tal que el género del cuerpo fijo por ese subgrupo es

g — pnf’u(p’nf’w _ 1)/2
Sea m un divisor de ¢? — 1 tal que m no divide ¢ — 1. Definimos

d = med(m,q + 1),
s =el orden de p en (Z/mZ)*,

r = el orden de p (Z/%Z)*

Teorema 3.75. [4] Para cada m divisor de ¢*> — 1 tal que m no divide a ¢ — 1 y
para cada v y w satisfaciendo
1. 0<v<mv|2n,vtn yov es divisible por s,
2. v/2<w<n, yw es divisible por r,
existe un subgrupo G de A(Ps) de orden mp**™v tal que el género del cuerpo fijo
por HY es
P -DE" " -d+1)

9= 2m '
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Identificamos o € A(Px) con el par [b, ] si

o(x) =z +b,
{J(y) =y+blx +c,
donde b € Fo y ¢? + ¢ = bItL.
Definimos ¢ : G — F ;2 por

¢(c) =b si o esta identificado con el par [b, ¢].

Esta aplicacién es un morfismo suryectivo en un subgrupo aditivo de F2. Definimos
Vi=Im(¢) y W={ceFp:[0,cecg}

Tenemos que V' y W son subgrupos aditivos de F;2 de ordenes

ord(V)=2", ord(W)=2" y ordG)=2""".

Teorema 3.76. [22] Sea ¢ = 2" y g > 1 un entero. Entonces son equivalentes:
1. Eziste un 2-subgrupo G C A tal que g = g(HY);
2. g= 2”_“_1(2”_“’ —1) con 0 <v,w <n—1y existen Fy-espacios vectoriales
VCFp yW CF, de ordenes 2° y 2% respectivamente, tales que Vatl =
{691 . b € V} estd contenido en W.

Teorema 3.77. Para cada 1 <v <n-—1 tal quev =s+k con sln, 0 < k < s y para
cada w satisfaciendo s < w < n — 1, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Eziste un 2-subgrupo G C A tal que g = g(HY);
2. g=2""vTl(2nw —1).

Observacion 3.78. En [11] los autores consideraron subgrupos de orden p y dieron
ecuaciones explicitas para los subcuerpos que obtuvieron.

3.5.2.  Problema de clasificacion. Para el problema de clasificacion vamos a estudiar
dos tipos:

1. Existe un punto racional Py € C tal que m es una no laguna en Py con
m-n=q+1y29=(qg—1)(m—1).
2. Existe un punto racional Py € C tal que m es una no laguna en Py con
m-n=qy 29 =q(m—1) con una hipotesis extra.
Estos dos tipos aparecen naturalmente ya que si C es una curva maximal, entonces
q v g+ 1 son no lagunas en cualquier punto racional.
El primer caso, fue estudiado en [I3] donde mostraron que existe una tnica curva
maximal, a menos de isomorfismo y que esta dada por

Yi4+Y =X

Ahora, no podemos esperar tener unicidad en el segundo caso, como muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.79. Sea q = 25 y considere las curvas C; y Co definidas sobre F,2 como
Ci=(X%472%4+ 2+ 7=0),
Co=(X®+ W+ W+ W24+ W =0).

Son curvas maximales, ya que son cubiertas por la Hermitiana (basta hacer Z =
Y*4+Y yW=Y*4+Y2+Y). Ambas tienen el mismo género y no son isomorfas

(vea [1], [B]).
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Observacion 3.80. En [I] fue mostrado que en caracteristica 2, para todo n € N
existen 2"~ ! curvas maximales no isomorfas con el mismo género. En el segundo
caso, Fuhrmann conjetur6 que las curvas deberian ser isomorfas a

F(Y)= X9 donde F(Y) es un polinomio aditivo de grado m.
De hecho, los ejemplos mencionados antes, son todos de este tipo.

Teorema 3.81. [3] Sea C una curva mazimal definida sobre Fp2 de género g =
(m —1)q/2 donde m es una no laguna en Py € C tal que nm = q. Suponga que la
extension F 2 (C)|F 2 (x) es una extension de Galois donde x € Fy2(C) es una funcion
tal que diveo () = mPy. Entonces la curva C es isomorfa a la curva dada por

P(z) = A(x),

donde P(z) € F2[z] es un polinomio aditivo separable de grado m y A(x) € F2[x]
es un polinomio de grado q + 1.

Para el caso m = p (donde p es la caracteristica del cuerpo), sin ninguna otra
hipétesis, fue mostrado que la curva C es [F2-isomorfa a la curva dada por

t
t—1 t

E 2P =caP L,

i=1

donde CGFZQ estal que c?+c=07y q=p'.
Este resultado generaliza algunos resultados de [5] y [6].

3.6. Comportamiento asintotico. El objetivo de esta seccion es el de presentar
la cota de Drinfeld-Vladut y dar algunos ejemplos de cuando la cota es alcanzada.
Definimos

Ny(g) := méx{N(F') : F|F, es un cuerpo de funciones de género g}
N,
A(g) := limsup ﬁ.

g—o0 g

La cantidad A(q) fue introducida por Ihara y satisface

1 1
<4/ e
Ag) < 2q+4 2

Esta cota fue mejorada por Drinfeld-Vladut [51].
Teorema 3.82. (Cota de Drinfeld-Viadut)
Alg) < Vg -1

La prueba del teorema usa el método de Serre de formulas explicitas.

Demostracion. Para todo m € N, considere el polinomio ¥,,(t) dado por

m

\Ijm(t) = icrtr = Z (1 - %)tr7
r=1

r=1

asf el grado es m — 1. Para |t| # 1, podemos escribir ¥,,(t) como

U, (t) = (t—t1)2 : (tmn; L —t).
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Definiendo f,,,(t) := 1+ W, (t) + ¥, (¢~ 1), tenemos que
2=+t
Jm(8) = mt—1)t1—-1)

Siv € C es tal que |y| = 1, entonces (y — 1) - (¥~ — 1) es un nimero real positivo y
|y™ 4+ 4~ ™| < 2. Esto implica que

2 — (4™ 4y
fm(t) = M

> 0,

para todo v € C con |y| = 1. Asi, tenemos

No(g) _ 1 1 ( U, (q'/?)

- 1).
g T UulgV?) g \I’m(q‘l/Q)Jr )

Si m — oo entonces 1

1/2 _1°
q
Entonces para todo € > 0 existe gy tal que para todo g > go vale

\Pm(qil/z) -

N
— < ql/ 2 _1+e
g
El teorema sigue de la desigualdad anterior. O

El valor exacto de A(q) es desconocido para casi todos los valores de q. Serre
mostré que A(q) > 0 para todo ¢q. Cuando ¢ es un cuadrado, Thara mostroé que
A(q) > /q — 1 usando técnicas profundas de curvas modulares de Shimura y su
argumento no es constructivo.

En particular, Thara nos dice que

A(gq) =+/q—1 cuando g es un cuadrado.

El primer ejemplo de una construccion explicita sobre Fg2 que alcanza la cota
de Drinfeld-Vladut se debe a Garcia y Stichtenoth en [20]. Desde entonces otras
construcciones explicitas fueron apareciendo.

Vamos introducir algunos conceptos nuevos (vea [21]).

Definicién 3.83. Una torre F sobre F, es una familia infinita de cuerpos
FChnChRT --CFCF41C-
donde

1. F,|F, es un cuerpo de funciones para todo n;
2. Fp41|F, es una extension finita y separable para todo n;
3. gn := g(F,) va para infinito cuando n va para infinito.

El limite de la torre F esta definido por

= lim N ()
Ag(F) = nlﬁoo o(Fn)

Observacion 3.84. El namero A\, (F) existe. De hecho, si E|F es una extension
separable de cuerpos de funciones definidos sobre F,, entonces

N(E) _ N(F)
g(E) =17 g(F) -1
Asi, la sucesion {N(F,)/g(F,)} es no creciente y por lo tanto es convergente.
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Definiciéon 3.85. Sea F = (Fp CF4 CF, C---CF, C F,y; C---) una torre
sobre F, y suponga que existan un polinomio ®(X,Y) € F,[X,Y] y elementos
x, € F,. para todo r > 0 tales que

1. Fy =Fy(z0);
2. F,=F,_1(x,) y ®(xp—1,%,) = 0 para todo n > 1;
3. ®(xp,—1,Y) € F,,_1]Y] es absolutamente irreducible sobre F,_1,

entonces decimos que la torre F esta definida recursivamente por ®(X,Y).

Observacion 3.86. Si F esta definida recursivamente por ®(X,Y) y A\, (F) > 0,
entonces deg y (®) = degy ().

Definicioén 3.87. Una torre F es moderada si y solamente si existe F' € F tal que
la extension E|F es moderada para toda extension E|F y E € F.

Para cada F' € F, definimos el conjunto de ramificacién sobre F' como
Vi ={P € Py, : P es ramificado en alguna extension finita E|F'y E € F}.

Definicion 3.88. La torre F es del tipo de ramificacion finita si existe F' € F tal
que #Vp < 0.

Definicion 3.89. Una torre F es de descomposicion completa si existe F' € F y un
lugar racional P € Pr tal que P se descompone totalmente en toda extension E|F
con £ € F.

Para F' € F definimos
Tr(F) ={P € Pp : P es racional y se descompone totalmente VE|F con E € F}.
Asi, F se descompone totalmente si y solamente si existe F' € F tal que Tp(F) # 0.
Observacion 3.90. Para todo F' € F tenemos
0 < #Tp(F) < N(F).

Proposicion 3.91. Sea F una torre moderada con ramificacion de tipo finito y que
se descomponga completamente, definida sobre Fy. Sea F' € F tal que #Vr < 00;
#Tr(F) > 1, y tal que E|F es moderada para todo E € F. Entonces

2#Tr(F)
M) 2 5o e v

Ahora, volviendo a la cota de Drinfeld-Vladut, la torre de Garcia-Stichtenoth [20]
fue la primera construccion explicita que alcanzé la cota. La torre fue definida como
1. .F() = qu (.%'0);
2. Fy = Fy(z) donde z{ + z; = scg+17 definiendo z1 = 21 /x0;
3. Fy = Fi(22) donde 2 4 z; = 291", y asi sucesivamente.

Cada extension es de Artin-Schreier y usando las propiedades de este tipo de
extension, se puede controlar la ramificacién en cada paso de la torre, calcular los
géneros y estimar el ntiimero de puntos racionales.
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3.7. Ejercicios.

(1]
2]
(3]
(4]
(5]
(6]

[7

(8]
(9]
(10]
(11]
12]

(13]

1. Complete la prueba del Teorema Muestre que N — (¢+1) > —(g[2,/4])
usando v; := —(a; + &;) + [2,/q] + 1 en lugar de 3; parai=1,...,g.
2. Considere la cuartica de Klein del Ejemplo
a) Muestre que tiene exactamente dos puntos en el infinito.
b) Analice los puntos racionales de la forma (z,0,1), (0,y,1) € F3 y deduzca
que pertenecen a la curva si y solamente si z =y = 0.
3. Muestre que la curva de Suzuki del Ejemplo tiene ¢%>+1 puntos racionales.
4. Considere la curva de Fermat del Ejemplo
a) Muestre que la curva no tiene puntos racionales en el infinito.
b) Muestre que la curva no tiene puntos racionales afines donde una de las
coordenadas sea cero.
5. Muestre que o es un automorfismo del cuerpo de funciones Hermitiano, donde

o(x) =ax +b,
oy) = a+1y + ablz + c,

a€FpbeFpyclite= patt,
6. Considere la curva proyectiva asociada al polinomio

fX,Y)=X3Y + Y+ X + X2Y? + Y2+ X2 + XY + XY2.

a) Muestre que la curva es no singular y tiene género 3.
b) Muestre que tiene 3 puntos en el infinito.

¢) Muestre que f(z,y) = 0 para todo x,y € Fs.

d) Deduzca que #C(F3) = T7.
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