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PRIMOS, PARIDAD Y ANALISIS

HARALD HELFGOTT Y ADRIAN UBIS

RESUMEN. Sea A(n) = 1 cuando n tiene un namero par de divisores primos
(contados con multiplicidad) y A(n) = —1 de lo contrario. En general, distinguir
entre nimeros con un nimero par o impar de divisores primos es una de las
tareas mas dificiles en la teoria analitica de nameros. Un trabajo reciente
de Matomaki y Radziwill muestra que, en promedio, ambos existen con la
misma frecuencia aun en intervalos muy cortos. Este avance ya ha tenido
varias aplicaciones importantes en las manos de Matomaki, Radziwill, Tao y
Terévéinen. Explicaremos en detalle una prueba completa del resultado original
de Matomséki y Radziwill, asi como de varias aplicaciones.
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1. INTRODUCCION

1.1. Primalidad y paridad. Los niameros primos son uno de los objetos de
estudio principales de la teoria de ntimeros. Los problemas clasicos acerca de los
primos son cléasicos en parte por su dificultad: nuestras técnicas nos permiten
acercarnos a la meta, pero, una vez que se trata de encontrar todos los casos primos
y s6lo ellos, nos vemos a menudo frustrados.

Consideremos un ejemplo entre muchos. La conjetura fuerte de Goldbach dice que
todo namero par n > 4 puede escribirse como la suma de dos primos. Rényi [22]
mostré que todo niimero par suficientemente grande puede escribirse como la suma
de un primo y un niimero que es el producto de a lo mas K primos, donde K es
una constante. Luego hubo una sucesion de trabajos que mejoraron la constante.
Finalmente, en [4], Jing-Run Chen logr6 mostrar que todo par suficientemente
grande puede escribirse como la suma de un primo y un nimero que es ya sea un
primo o el producto de dos primos. Empero, la conjetura fuerte de Goldbach sigue
sin resolver.

La misma situacién ocurre con la conjetura de los primos gemelos, la cual plantea
que hay un nimero infinito de primos p tales que p + 2 también es primo. Se puede
dar una cota superior al niimero de tales p con p < N mediante métodos de criba
(como veremos en los ejercicios en la seccion , pero no tenemos una cota inferior.
Como en el caso de Goldbach, hubo una sucesion de trabajos llevando a un resultado
similar al de Chen; también hay otras aproximaciones a las dos conjeturas (Goldbach
débil, distancias acotadas entre primos). Empero, las conjeturas en si siguen abiertas.

En general, distinguir entre un primo y el producto de dos primos es muy dificil.
Si se usa un procedimiento de criba de tipo tradicional, hacer tal distincién es no
sblo dificil sino imposible. En general, las cribas, por si solas, no llegan a distinguir
entre numeros con un numero par o impar de factores primos; se trata del problema
de paridad ( Claro esta, hay otros procedimientos, generalmente analiticos, que
nos permiten probar algunos enunciados sobre los niimeros primos.

Un resultado de base de este tipo es el teorema de los nimeros primos. Recordamos
que nos dice que el niamero 7(z) de primos entre 1 y x es aproximadamente x/log x.
Para ser méas precisos, en la version de Hadamard y de la Vallée Poussin (1896), nos
dice que

(1.1) m(x) = Li(x) + O (gce_cV log”) )
donde Li(z) = [} 15%’ ¢ > 0 es una constante y O(f(z)) quiere decir un término

cuyo valor absoluto esta acotado por f(z) por una constante.

La prueba se basa sobre las propiedades de la funcion zeta de Riemann ((s), y, en
particular sobre el hecho que sabemos que no toma el valor 0 cuando s esta dentro
de una cierta regién. Por los mismos métodos, o usando , podemos mostrar
que el nimero de enteros n < z con un nimero par o impar de factores primos es
asintoticamente el mismo:

(1.2) Z A(n) =0 (e_c\/mx> ,

donde A(n) es la funcidn de Liouville, la cual es la funciéon completamente multipli-
cativa tal que f(p) = —1 para todo namero primo. El enunciado (1.2) también es
cierto si A(n) se reemplaza por la méas familiar funcion de Mébius p(n), definida
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como p(n) = A(n) para n sin divisores cuadrados (aparte de 1), y como u(n) = 0 si
d?|n para algtn d > 1.

De hecho lo més importante es que la cota en ([1.2)) dividida por la cota trivial x
va a cero:

Z A(n) = o(x),

n<x

donde o(f(z)) denota cualquier funcion g(x) tal que lim,_, o g(z)/f(x) = 0. (Aqui,
f(z) = x.) En otras palabras, el promedio de A en el intervalo 1 <n < x es o(1), es
decir, tiende a cero.

En general, es muy interesante saber que A tiene promedio o(1) en un intervalo
o conjunto de nimeros, pues esto quiere decir precisamente que sabemos que en
ese conjunto el numero de enteros con un nimero par o impar de factores primos
(contados con multiplicidad) es asintoticamente el mismo. Sabiamos, por ejemplo,
que

1 N+H
= 3w =o()
n=N+1

para H > N® y « dentro de un cierto rango. El primer resultado con o < 1 fue
probado por Hoheisel (1930); el mejor valor de a conocido en nuestros dias es
7/12 4 €, € > 0 arbitrario ([20] y [2I], basados en parte en [§]). También se tenian
resultados “en promedio”: por ejemplo, se sabia que

2

2X
(1.3) / > An)| do=o(Xh?)

X \z<n<z+h

para h > X1/6%¢ ¢ > 0 arbitrario. La desigualdad (1.3) es equivalente al enunciado
siguiente: dado h = h(zx) tal que h(x) > z1/6+¢,

Y. An) = o(h(x))

N<n<N+h(z)

para todo entero N € [z, 2z] fuera de un conjunto de o(x) excepciones. (La equiva-
lencia es inmediata; el lado izquierdo de (|1.3) es una varianza.)

La conjetura de Chowla nos dice que, para hi, ho, ..., h; enteros distintos,
, 1
(1.4) Jim ;N)\(n—&-hl)---)\(n—&-hk)—o.

Cuando k > 1, la conjetura esta abierta y se considera muy dificil. En general, se
cree que, para todo polinomio P € Z[z] no constante,

1
Jim ;VM(P(J?)) =0.

(Las conjeturas de Hardy-Littlewood y de Schinzel son enunciados relacionados para
los niimeros primos.) Nuevamente, no hay caso probado con deg P > 1, si bien se
tienen resultados para polinomios en dos variables.

Una puerta fue abierta recientemente por Kaisa Matoméki y Maksym Radziwitt
[11]. Ha conducido ya a numerosos resultados.
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1.2. Resultados de Matomaiki, Radziwill y Tao. El siguiente resultado fue
un gran avance, puesto que, como hemos visto, la conclusion se sabia solo bajo la
condicion h(z) > z/6+¢, mucho mas fuerte que h(z) — oco.

Teorema 1.1. Sea h = h(z) tal que h(z) = oo cuando x — co. Entonces, cuando
X — o0,

(1.5) Y. A =o(h(X))

N<n<N+h(X)
para todo entero N € [X,2X] fuera de un conjunto de o(X) excepciones.

En verdad, con algo de trabajo adicional, Matoméki y Radziwilt demuestran un
anélogo del Teorema [I.1] para todo f : Z — R multiplicativo que satisfaga | f(n)| < 1
para todo n [II, Thm. 1]:

o X g X | =)

N<n<N+h(X) X<n<2X

para todo N € [X,2X] fuera de o(X) excepciones. (Hay generalizaciones también
para f con valores complejos [I2] Thm. A.1].)

(Por cierto, es plausible que sea cierto para todo N € [X,2X], con tal
que, digamos, h(z) > C(logz)?. Empero, es facil construir contraejemplos a tal
enunciado con f multiplicativa, f # \.)

Asi como el Teorema [I.1] es un resultado sobre la cancelacién en intervalos cortos
en promedio, se puede probar la conjetura de Chowla en promedio.

Teorema 1.2. ([I2, Thm. 1.1]) Sea k > 1 arbitrario. Sea h = h(x) tal que h(x) = oo
cuando r — co. Entonces, cuando N — o0,

> A A hy) - An+ hy) = o(N)
n<N

para enteros (hi,...,h;), 1 < h; < h(N), cualesquiera, fuera de un conjunto de
o (h(N)*) excepciones.

La prueba se basa en la del Teorema[I.1] via el método del circulo.
Los Teoremas y admiten variantes cuantitativas. Aun para h(X) pequero,
los métodos de Matoméki, Radziwill y Tao pueden dar una cota de la forma

O((loglog h(X))/log h(X)).

Los términos de error de esta forma son tipicos de pruebas en las cuales el caso de
los primos se ve como una excepcién. Las pruebas que veremos no son una excepcion;
de hecho, ponen a los enteros que no tienen una factorizaciéon tipica en el término
de error.

(En verdad, nosotros probaremos cotas del tipo O(1/(log h(x))®), a > 0. Nuestro
énfasis serd en dar una exposicién clara y concisa, y no en conseguir necesariamente
las mejores cotas que los métodos permiten.)

Los métodos y resultados de Matoméki y Radziwitt han tenido varias otras
aplicaciones [13], [25], [26], [15], [T4]. Discutiremos una de ellas: la prueba de una
version logaritmica de la conjetura de Chowla con k = 2.
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Teorema 1.3. ([20, Thm. 1.1]) Sean aq,as, b1, by enteros tales que (a) aj,as > 1y
(b) (a1,b1), (az,b2) no son maultiplos el uno del otro. Sea w = w(x) tal que w(xr) — o0
cuando x — oo. Entonces, cuando x — oo,

Aain + bi)X(asn + by
3 ( )A( )

- = o(logw(x)).

z/w(z)<n<z

También este teorema se generaliza a una clase de funciones multiplicativas,
incluyendo algunas para las cuales la conjetura de Chowla “estandar” (1.4]) no seria
cierta.

1.3. Notacion. Cuando escribimos f(n) < g(n), g(n) > f(n) o f(n) = O(g(n)),
queremos decir la misma cosa, esto es, que hay N > 0y C > 0 tales que |f(n)| <
C'-g(n) para todon > N. Escribimos <, >>,, O, si N y C dependen de a (digamos).
Como de costumbre, f(n) = o(g(n)) significa que |f(n)|/g(n) tiende a 0 cuando
n — oo.

Dado un subconjunto A C X, 14 : X — C es la funcién caracteristica de A:

1 sizeA,
1A(m):{o si no

Denotamos por |A| el nimero de elementos de un conjunto finito A.

Escribiremos (a, b) por el maximo comun divisor de dos enteros a, b # 0, siempre
y cuando no haya posibilidad de confusion con el par ordenado (a, b).

La distancia d(f3, B2) entre dos elementos (31, f2 € R/Z se define como min,¢yz |a+
B1— B2|. Por ejemplo, la distancia entre 0,01 y 0,99 es 0,02. Podemos también definir,
para § € R, la distancia d(f8,7Z) como la distancia entre 8 y el entero mas cercano.
Esta claro que d(B,Z) depende sblo de  modZ, y que d(f1,52) = d(B,Z) para
cualquier S tal que 8 = 81 — B2 mod Z.

1.4. Agradecimientos. El viaje y estadia de los autores fueron financiados
en parte por la fundacion Humboldt. Se deben las gracias a Boris Bukh y Nikos
Frantzikinakis por sus valiosos comentarios.

2. BREVE REPASO Y RESULTADOS PRELIMINARES

2.1. Funcién zeta. Formula de Perron. Sea f : N — C. Muchas veces estamos
interesados en sumas finitas de f:
> fn).

n<lzx

En general, podemos tratar de obtener resultados sobre una funcion f estudiando
una funcion generatriz de f, como, por ejemplo, >_>° ; f(n)z™. Si f esta asociada a
un problema multiplicativo, tiene sentido estudiar la siguiente funcién generatriz,
llamada funcion zeta de f:

(o9}
Zi(s) = Z f(n)n™° seC.
n=1
La idea de usar los factores n~° es que son multiplicativos: (ab)™® = a=*b°. La
idea es que, si obtenemos suficiente informacion sobre Z¢(s), podremos deducir
informacion sobre f(n).



210 HARALD HELFGOTT Y ADRIAN UBIS

Si f es multiplicativa, entonces, como lo not6 ya Euler, podemos factorizar Z¢(s)
como un producto sobre los primos:

(2.1) Zis)=[[a+fep =+ f@p > +...)  Rs>1

p

Por ejemplo, en el caso f = 1 tenemos que su funcion zeta es

o0 e 1
(2.2) Zis) =) =D n " = 1;[—1_1 T

de donde, por ejemplo, obtenemos que hay infinitos primos, puesto que h'm+ Yo,nt
s—1

diverge, y lim,_,;+ 1/(1 — 1/p®) puede divergir sélo si es un producto infinito.
Escogiendo s de manera mas precisa, podemos obtener cotas tutiles sobre los primos

(ejercicio [2.4)).
Veamos como usar la funcién zeta de manera elemental para acotar la suma de

una funcion aritmética, -, . 7(n?)n~!, con 7 la funcién divisor. Para s > 1,

3 Y ) oy (3 2wy ()
_xs1}[(H;+o(;zs)>;wn(l+;)
xs—ll;[ <1+p15> Zn si_ll)

donde hemos usado el hecho que >~ n™° — floo t7°dt < 1. Tomando s =1 + @,
obtenemos

7(n?) 3
(2.4) Z - < (logz)”.

n<lz

Este es el orden de magnitud correcto: en verdad, >, <7 7(n?)n~1! es asintotica a
una constante por (logz)3.

Si queremos asintéticas para sumas necesitamos algo mas preciso para relacionar
las sumas con la funcion zeta. La herramienta que lo permite es la integral de Perron,
que es capaz de expresar que un nimero y sea mayor o menor que 1 en términos
analiticos, y en particular en términos de los «armoénicosy» y®, s complejo: para

o >0,

1 otico 1 si0<y<1,
S
2.5 — T—=11 iy=1
(2.5) i) VS /2 sty =1,
0 siy > 1.

Esta formula puede probarse usando el teorema de los residuos, o el teorema de

inversion de Fourier para la funcion 1 «)(2)e 7" en 2 = logy, ya que y~* =

e~1o8 [ a integral debe comprenderse como el limite limyp_, o I J—TTT y~*ds/s.

Asi, usando Perron, obtenemos, para x > 0,

otico sds 1f(z) sizez,
(2:6) Z fn ~om /a_ioc Zy(s)x s + {S siz & 7Z.

n<x
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Si bien todos los arménicos z** contribuyen a la integral, tipicamente los importantes

van a ser los que tienen frecuencia t pequena. Para demostrarlo, la idea es que
es mejor trabajar con una funcién continua, antes que con la funcién en el lado
derecho de . Podemos, por ejemplo, trabajar con la siguiente funcién, continua
n (0, 00):

(2.7) Ys(x) = lo,1-6) + %1[1,5’1] 0<o< %

Por lo mismo que es igual a 1 y(x) cuando 0 <o < 1—4§ o 2 > 1, esta claro que,
st |f(z)| <1 para todo z, entonces

(2.8) S f(n) = O(62) +Zf ( )

n<zx

Usando el teorema de inversion de Fourier (o la integral de Perron), no es dificil
demostrar (ejercicio [2.5) que

1 o+i00 .
(29) vl = 5 [ Oty s
T Jo—ico
donde
1 1-(1-9g)t!
2.10 M =
Utilizamos la notacion M1 aqui pues se trata de una transformada de Mellin (lo
cual no es sino una transformada de Fourier con un cambio complejo de variable).

En general,
~ [ vt ta,
0

y, bajo ciertas condiciones de integrabilidad sobre v y M1,

1 o-+100
Y(z) = — / My(s)x™%ds (teorema de inversion de Mellin),

270 J o ioo
lo cual se deduce del teorema de inversion de Fourier.

Lema 2.1. Si|f(n)| <1 para todo n, entonces

1+—10;m+i6*2

> f(m) = O(éwlogn) + 5 - o (Mbs) (5)Z (s)ds.

1+ loé.’t —i0=2

n<lzx
Demostracion. Por (2.8)) y (2.9), para o > 0,
1 o+i00
Z f(n)=0(6z) + 97 x*(Mus)(s)Zs(s)ds.
n<z g —100

Vemos que (2.10)) implica que |M(¢5)(s)| < 2/6|s(s + 1)| cuando Rs > 0. Como
|f(n)|] <1 para todo n, |Zf(c +it)| < ((c) <1/(6 — 1)+ O(1) para o > 1. Por lo
tanto,

e ol 1 o)
2.11 S(M Z d dt .
ey [, ez« 5 | < oy

Tomamos 0 = 1+1/logx y T = 62, y el lado derecho de (2.11)) se vuelve O(§z log ).
La cota para la integral de 0 — ico a 0 — i1 es evidentemente la misma. O
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Luego efectivamente solo las frecuencias pequenias van a ser importantes para
controlar el promedio. Veamos como usar este hecho para ver que hay cancelacion

en la suma
> Am)

n<lz
Para ello, miramos a su funcién zeta correspondiente a A(n):

—S

23(s) = M = [l =+ =) = [T = [

p p

luego

(2.12) Zx(s) =

Para acotar el promedio de f queremos extender Z;(s) a s con parte real < 1 con
el proposito de usar la integral en para la ¢ mas pequena que podamos, ya
que |z°| = 2°.

Para Rs > 1,

1 0 ] 1 0 n+1
(2.13) C(S):;—&-;n —/1 (7 du:s_l—i—;/n n™° —u"%)du

y es muy sencillo ver que la dltima sumatoria converge en Rs > 0. Por lo tanto,
podemos hablar de {(s) como 1/(s — 1) méas una funcién analitica en la region
Rs > 0. Asi, hemos extendido el numerador y el denominador en a fs > 0;
empero, también debemos controlar cuando el denominador se desvanece. Como el
denominador es ((s), controlar cuando es cero en toda la region Rs > 0 equivaldria
a la hipoétesis de Riemann. Vamos a citar el mejor resultado conocido en dicha
direccién, debido a Vinogradov y Korobov:

Teorema 2.2. ([9, Thm. 8.29]) Hay una constante ¢ > 0 tal que ((s) # 0 para
s=o0+it con o >1— c(logt)~?/3(loglogt)~'/3, |t| > 3, y en dicha zona también
se cumplen las cotas

1
—— < (logt)*3(loglog t)'/?,

¢(s)

¢'(s)
¢(s)

Con dicho resultado podemos acotar el promedio de A:

< (logt)¥3(loglog t)'/3.

Teorema 2.3.
Z )\(’I’L) Lz eXp(—(log l‘)3/5+0(1))_

n<z

Demostracion. Aplicamos el Lema para f = ), y definimos T = §~2. Por el
teorema de Cauchy, podemos desplazar la linea de integracion a los segmentos rectos
L_,Ly,Ly,donde Ly vadeoc—iT ac+iT, L_vadel+1/logx—iT aoc—iTy L,
de o +4iT al+1/logx +iT; aqui o = 1 — c(log T)~2/3(loglog T') /3, y utilizamos
el Teorema para asegurarnos que ((2s)/((s) es analitica en la region entre la
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vieja y la nueva linea de integracion. Asi,

s ¢(2s)
Z)\ O(dzlogx) + 2m/L_+L1+L+m Ms(s) 0s) ds

n<x

o+iT

donde usamos la cota del Teorema 2.2} asi como la cota Mps(s) = O(1/5|s(s+1)]), y
el hecho que ((2s) esta acotada por ((20); podemos asumir 20 > 3/2 (digamos), asi
que ¢(20) = O(1). Como |z*| = |27| = zexp (—c(log z)(log T)~*/3(loglog T) ~/3),
obtenemos, usando las mismas cotas,

2.14) 3 Am) 6xloga:)+0<5 e —cllog ) (log T) =2/ (loglog 7) ! 10g33>

n<z

< xlogx (e—C(logw)“(log log x)? + eC(log z)*(log log z)”

efc(log z)(2C (log z)* (log log z)?) ~2/3 (log 2C+a log log =+ log log log x) _1/3)

para § = e~ C(logz)%(loglog @)? y T = 6~ 2. Esta claro que lo éptimo es escoger a y 3
tales que a =1—2a/3y 8 =-28/3—-1/3,1ie,a=3/5y = —1/5. Asimismo,
escogemos C' suficientemente pequefio para que C' < ¢(2C)~2/3 . (2a)~1/3, digamos.
Asi obtenemos

Z )\(’Il) < efC(log z)%/% (log log a:)_l/sx IOg T << 67(0/2)(10g z)%/% (log log w)_1/5x

n<lx

para C' méas grande que una constante. O

Corolario 2.4. Sean x> 1,1t < exp(log 7”)3/576, € > 0. Entonces

A(n o
Z nl(Jri)t < exp(—(logz)?/5Fo< W),

z<n<2z

Demostracion. Por el Teorema y sumacioén por partes (ejercicio , obtenemos
en verdad que
A(n)
> S < (1 [t exp(~(log ) M) log .
r<n<2x

O

Es de suponer que la gran mayoria de lectores ya han visto por lo menos una
prueba del teorema de los nimeros primos basada sobre la integraciéon compleja y
las propiedades de ((s). De todas maneras, demos los primeros pasos de una prueba
siguiendo las lineas generales que acabamos de sentar.

Por (2.2)), la funcion Z(s) = log ﬁ es de la forma Z;,, +O(1) para Rs > 1, donde
Zip = Zp p~° es la serie que corresponde a la funcién indicatriz 1p del conjunto
de todos los primos. Un problema con usar esta funcién Z(s) es que 1/¢(1) =0, lo
cual significa que no podemos definir Z(s) como meromorfa alrededor de s = 1. Una
manera de solucionar el problema seria integrar por partes en la integral que va de
¢ — 100 a ¢+ ioo; luego apareceria, en vez de Z(s), su derivada

(2.15) Z'(s) = CC/((;) = Zj,
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donde A(n) =logp para n = p*, p algtin primo, y A(n) = 0 para otros n. Debido a
([2:13), Z(s) es meromorfa en Rs > 0 con un polo en s = 1 de resto 1.

En vez de seguir el procedimiento descrito en el parrafo anterior, es mas facil usar
directamente Z, para demostrar el teorema de los nimeros primos en la siguiente
forma.

Teorema 2.5. Para x > 0,

Z logp =z + O(z exp(—(log x)3/5+°(1))).

p<z

Demostracion. Ejercicio |2.7] (]

Corolario 2.6. Para xz > 0,

(2.16) 7(z) = Li(z) + O(z exp(—(log x)3/5+0(1)))’
(2.17) Z logp _ log z + k1 + O(exp(—(log z)3/5+°M)),
p
p<z
(2.18) > 1/p=loglog + sy + Ofexp(—(log2)*/>+*(M)),
p<z

donde k1 Yy Ko son constantes.

Por cierto, las formulas menos precisas >, (logp)/p = logz + O(1) y también
> p<x 1/p=loglogz + ra + O(1/log x) ya eran conocidas antes del teorema de los
nameros primos (Chebyshev-Mertens, afios 1848-1874; ver [9, §2.2]).

Esbozo de prueba del corolario. Por sumacion por partes. En el caso de (2.17)), para
evitar problemas debidos al hecho que exp(—(logz’)3/5+°(1)) puede ser bastante
més grande que exp(—(log x)3/ 5+°(1)) para ' mucho mas pequeilo que x, conviene
estimar las sumas

(2.19) > (1 2ER 1) X

n>x

1/n =
logx 4+ v 4+ O(1/x), donde 7 es una constante (constante de Euler). Esta tltima
formula se establece facilmente: las areas que quedan entre la hipérbola y = 1/x
y las lineas horizontales y = 1/n para n < z < n + 1 pueden ponerse en pila, y
entonces esta claro que su suma para n > 1 es una constante, y su suma para n > x
es O(1/x). Notese por tltimo que la primera suma en , tomada sobre todos
los n > 1, converge a una constante, gracias a la estimaciéon de esa misma suma
por sumacién por partes para x general. Estas observaciones son suficientes para
construir una prueba (ejercicio).
Procedemos de la misma manera para establecer [2.18} estimamos las sumas

n nlogn /)’ nlogn’

n>x n<z

la primera de ellas por sumacion por partes, y la segunda por la formula )",

la primera de ellas por sumacion por partes, y la segunda por una comparaciéon con
J5 1/nlogn. O

De manera anéloga, podemos calcular la probabilidad de que un niimero no tenga
factores primos en un rango dado.
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1
Lema 2.7. Sea 1 < Q% < Q < xleslos)® | Entonces

) l=ax+2-0 (exp (_ min ((a log Q) 31100?;%2))) .

n<z,pln=pg¢(Q°,Q]

Para @) cercano a z, el problema comenzaria a cambiar de cariz (funcidon de
Dickman, funcion de Buchstab; ver, por ejemplo, [19, §7.1-7.2]).

Demostracion. Observemos que la suma del enunciado es »° _. g(n), donde g
es la funcién totalmente multiplicativa con Zy(s) = [[,¢ge g (1 — p~¥)~t =
C(8) [[gacpcq(l — p~°). La funcién Z,(s) tiene un polo en s = 1 con residuo

[gecp<o(l— p~1). Gracias a (2-18), vemos que

H(l —p H =exp —Zp_l +c+0(2_1)

p<z p<z

— ¢ loglog z+¢'+O0(exp(—(log 2)*/°T(1)))

_ C 3/540(1)
= 1ogz(1 + O(exp(—(log 2) ),
donde ¢, ¢ y C son constantes. En consecuencia,
(2.20) I[I -p")=a-(1+O0(exp(~(alog@)?>M))).
Q<p<Q

Por otra parte,
Zy(o +it)] < [¢(o+it)| [T (1 +p7°).
p<Q

Paral—1/logQ <o <1,

[Ta+p ) <exp D p| <exp|Q77D> p!

p<@Q p<@Q p<@Q
< exp(e(loglog Q + k + o(1))) < (log Q)?,
por el corolario Usando (2.13), vemos que, para s = o + it con 0 > 1—1/log Q,

Q 00
¢(s) i +0 (/1 (lu=*) —u=®)du +/ (lu=*] —u®) du)

Q

1 @ >
—+0 (/ du + |s|/ u_”_ldu>
s—1 1 U Q
1
= L 000sQ +11/Q7).
Asi, para [t| < @, concluimos que |((s)] = 1/(s — 1) + O(log Q). En particular,

|Z4(0 +it)] < (log Q)* para 1 < |t| < Q.
Procedamos como en la demostracion del Teorema [2.3] s6lo que con

oc=1—min <c(logT)*2/3(loglog T)*l/‘g, 1/log Q) .
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Obtenemos que

Z g(n) = az - (1 + O(exp(—(alog Q)3/>+oWy)) + &,

donde
S = O(6xlogx) + O(263(log Q)?)
+0 (571xef(log z) min(c(log T)"2/3(loglog T) ~%/%,1/log Q) log ZL’) )

Si log@Q < c(logT)?/3(loglog T)'/?, procedemos exactamente como lo hicimos
anteriormente, y obtenemos S = z0(exp(—(logz)3/5t°(1)). Si contrariamente
log@Q > c(logT)?/?(loglog T)/3, tomamos § = x~1/21°8Q T = §=2 = z1/1e@,
y asi

1 gl‘ <<J; 3101gQ

S =0 (6zlogz) + O(%z(log x)*) <

x2logQ
3
para Q < ml/(loglogm) . 0
FEjercicios.
Ejercicio 2.1. Una herramienta ttil para nosotros va a ser sustituir sumas por

integrales. Vamos a demostrar la Regla del rectdngulo.

1. Demuestre que f(n) = f:H f(n)dt = an f(t)dt + O(f:+1 |f/(t)|dt).
2. Usando el apartado anterior, pruebe que, para enteros a < b cualesquiera,

(2.21) / f@)dt+0 </ lf(t) dt) (regla del rectangulo)

a<n<b

Por cierto, existen también expresiones similares con términos de error que
involucran f”, f"', etc. (formula de Euler-Maclaurin).

3. Observe que si f es mono6tona, entonces la formula del apartado anterior da
algo similar al criterio integral para series:

S fn) = / f(tydt + O(|f(b) - f(a)])

a<n<b

4. Use las formulas anteriores para demostrar las siguientes aproximaciones:

x? n?
Z n? = Tt O(z?), Z se1 (W) = ca®* + O(Vx),

n<x n<x

con ¢ > 0 la constante ¢ = f°° “’\‘}g du.

Ejercicio 2.2.

1. Muestre que, para cualquier entero N y aq,...,any € C, by,...,by € C
arbitrarios,
Z anbn = Z (A(?’l) - A(?’l - 1)) ' bn
(2.22) 1<n<N 1<n<N
=A(N)-by = Y A()- (bng1 —bn),
1<n<N-1

donde A(x) =), . <, an- (Se trata simplemente de recomponer los términos
de una suma.) A esta técnica se la denomina sumacion por partes. Es utilizada
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cuando sabemos como estimar las sumas de tipo A(z), y queremos estimar
una suma y . .y Gnbn.

. Poner la igualdad de la forma siguiente hace mas claro el paralelismo con la

integracion por partes (la técnica basica aprendida en un primer curso de
célculo integral). Reescriba (2.22)) como sigue: para N, Ag, 41,...,An € Cy
b1,...,by € C arbitrarios,

> (An— Ap_1)by = Anby — Agbr = Y Ap - (bga — by).
1<n<N 1<n<N-1

Alternativamente, muestre que (2.23)) es un caso especial de la integracion
por partes, formulada para integrales de Lebesgue.

Ejercicio 2.3.

1.

Sea 7(n) la funcién que cuenta el ntimero de divisores de n, es decir 7(n) =
> djn 1- Demuestre, cambiando el orden de sumacion, que

Srm =[] =+ 3 3+ 0w = aioga +0w)
d d
n<z d<z d<z

donde |x] es la parte entera de z. (Evidentemente, |z| =z + O(1).)

. (Comentario) En otras palabras, la esperanza del namero de divisores de

un entero aleatorio n < z es logz + O(1). Empero, la mayor parte de
enteros tienen un namero de divisores bastante menor. Como veremos después
(ejercicio , la esperanza del nimero de divisores primos de un n < x
aleatorio es (140(1)) log log z; Verifique que un namero con (1+0(1))loglog x
divisores primos y sin divisores cuadrados aparte de 1 tiene (log x)(H"(l)) log 2
divisores.

Lo que sucede es que, si bien los numeros con > C'loglogx divisores
primos (C' > 1) resultan estar en la minoria, tienen un namero tan grande de
divisores (jcuantos?) que hacen que el promedio (o esperanza) sea bastante
superior a la mediana (el valor tal que mitad de los casos son superiores y
mitad son inferiores a él).

. Use sumacién por partes e integracion por partes para demostrar las siguientes

aproximaciones:
2 2
T 2 7(n) _ (logz)
ZnT(n)—?logx—i—O(x ), ZT_T+O(10gx)'
n<lx n<x

1

Ejercicio 2.4. En este problema vamos a demostrar la asintotica ) =

p<z p

(14 0(1))loglogz a partir del producto de Euler (2.2]). Antes de ello, observa que

de dicha asintotica es posible deducir que

w(n) = x(1 + o(1)) loglog =, con

n<x

wn) =3, 1.

1.

2.

Use el criterio integral para series para demostrar que ((s) =Y > n~ % =

-+ 0(1) para s > 1.
Tomando logaritmos en la identidad de Euler , usando el apartado
anterior y la aproximacién de Taylor log 2= = z + O(2?) para |z| < 1/2,
demuestre que

1
Zp_s =(1+o0(1)) log; para s > 1.
P
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En este contexto particular, o(1) quiere decir “una cantidad una cantidad
que tiende a 0 cuando s +— 17.

3. Tome s =1+ loﬁ)g’iw Usando > . p™* <>, ,n"°y el criterio integral,
demuestre que Zp>xp k1.

4. A partir de los dos apartados anteriores, demuestre que

Sptz Yo 2 30 L 0(1) = (14 of1) loglog
p

p<z p<z

5. Para p < z, demuestre que p_l_logloglm wer = p (14 0(1)). A partir de ahi,
pruebe las desigualdades

Y p < (T+o(1) Y p T = (14 o(1)) loglog .
p

p<z

Ejercicio 2.5.

1 c+too —sds

1. Para y > 0, la ecuacioén de Perron () nos dice 10,1)(%) = 55 /. ;0 2,
asumiendo que definimos 1(1)(1) = 1/2. Usando dicha féormula, y te-
niendo en cuenta que 1 (y) = 1¢o,1)(y/b), demuestre que 1) (y) =

1 ct+ioco bs —s ds
270 Je—ioco s

2. Usando la formula del apartado anterior, demuestre la expresion .

3. Demuestre que si 5 es la funcion definida en entonces se cumple que
I~ ¥s(u)us~t du es igual a la funcion Ms(s) definida en . Asi, el
Teorema de inversion de Mellin también demuestra la formula (2.9))

4. Recuerde que |M1s(s)| < 2/8|s(s + 1)|. Pruebe que |Mw;s(s)| < 2/s para
0 <1/2(s+1). Concluya que |M1s(s)| < 4/s para todo ¢§ > 0.

Ejercicio 2.6. Decimos que un entero n es libre de factores cuadrados si no es
divisible por ningun cuadrado d? con d un entero mayor que 1. Vamos a demostrar
que la proporciéon de ntmeros sin divisores cuadrados es 1/{(2) = 0,6079... Para
ser precisos: sea Q(x) el namero de enteros n < z libres de factores cuadrados;
mostraremos que lim,_, . Q(z)/x = ﬁ

Como veremos en el ejercicio de la secciéon siguiente, es posible dar una
prueba elemental de este mismo enunciado (con un mejor término de error). Ahora
mostraremos como probarlo usando la funciéon (s), simplemente para practicar las
técnicas que hemos expuesto en esta seccion.

1. Demuestre que Z,2(s) = CC(( )) Aplique el Lema para expresar Q(m) en

+ it
loga; ’
con —0 ¢ <t <6¢ donde § € (0,1) y ¢ > 0 son parametros que luego

elegiremos.
2. Usando la formula (2.13)), demuestre que

14t
~% min (1, ;' |> < (1+ )t

para s = o +it, o > 1/2. (Es posible probar cotas mas fuertes, comenzando
por la cota de convexidad ((s) <. (1+ [t])(177)/2F¢; no las necesitaremos.)

3. Deduzca del apartado anterior y del producto de Euler para ((2s) que
si estamos en la zona og < o < 3 para algtin oo > 1/2 y a distancia > 1 de
s =1, entonces Z,2(s) <o, (14 [t]))*7°.

términos de una integral sobre el segmento Vj descrito por s =1 +

(s) =
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4. Usando el Teorema de los residuos y el apartado a), demuestre que

T 1
Q(z) = — + O(dzlog x) + —/ x*Mips(s)Z 2 (s)ds.
¢(2) 2mi Jyg, ovon_ g
con V el segmento 0 = g9 (09 > 1/2), —07¢ <t <6 ¢y Hy, H_ los
segmentos horizontales que unen los extremos de V' con los de Vj.
5. Use las cotas que tenemos para Z,2 y M1;s para demostrar que

x - g SO—

Q(z) = @ + O(bzlogx) + O (x5(1+‘7)c 1) + 0 (x ) 1) .

6. Eliga 6 > 0, 0 > 1/2 y ¢ adecuadamente para demostrar que Q(z) =
ﬁ + O(2%/3+€) para € > 0 arbitrario.

El método elemental que veremos en la siguiente seccion da un mejor exponente:
1/2, en vez de 2/3. Es posible obtener algunas mejoras ulteriores combinando el
método elemental y el método analitico.

Ejercicio 2.7. Siga los pasos de la prueba del Teorema [2.3] usando la férmula
(2.15)) y el Teorema de Vinogradov-Korobov (Teo. , para demostrar el teorema

de los ntimeros primos en la siguiente forma:

> A(n) = 2+ O(z exp(—(log 2)*/ 7o),

n<z

Deduzca el Teorema

Definicion 2.8. Mencionamos la transformada de Fourier, asi que debemos precisar
las constantes en nuestra definicion. La transformada de Fourier f : R — C de una
funcion f : R — C se define por

fo- [ 7 f(@)e(—at)de

donde e(a) = e*™“. Requerimos siempre que f esté en L', es decir, [ |f(z)|dz < 0o
(“f es integrable”).

2.2. Las cribas y sus limitaciones: el problema de paridad. Hagamos una
breve pausa, no para ver mas resultados que necesitamos, sino para comprender
mejor por qué los problemas con los que lidiaremos son dificiles, y no pueden ser
resueltos s6lo mediante cribas.

Digamos que tenemos un conjunto finito A y un conjunto finito de propiedades P.
Para cada subconjunto de P, se nos da una férmula aproximada — con algin término
de error — para el nimero de elementos de A que satisfacen todas las propiedades
en el subconjunto. Se nos pide dar una cota, superior o inferior, para el nimero de
elementos de A que no satisfacen ninguna de las propiedades.

La estrategia evidente seria aplicar el principio de inclusion-exclusion (ejercicio
. Empero, el niimero de términos en una inclusién-exclusion completa es expo-
nencial en el naimero de propiedades, por lo cual el error total podria ser enorme.
Nos podemos preguntar si existe alguna manera de usar un nimero mucho més
pequeno de términos para obtener cotas superiores o inferiores, o atn expresiones
asintoticas. Una criba da una respuesta afirmativa a esta pregunta en contextos
comunes en la teorfa de ntumeros. (En particular, A serd un conjunto de enteros, y
las propiedades a considerar estaran dadas con una biyeccién natural con los primos
en un conjunto finito.)
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Una amplia clase de cribas (cribas pequerias) se pueden poner en el formalismo
siguiente. Para permitir multiplicidades, en vez de trabajar con un conjunto A,
trabajaremos con reales no negativos a, para 1 < n < z. Las propiedades que
consideraremos seran la divisibilidad por un conjunto & de primos p < z, donde z
es un parametro. Para cada d < D (donde D > z) libre de factores cuadrados y con
factores primos so6lo en &, se nos da que

(2.24) Z an = g(d)X + rq,
1<n<zx
dln
donde g : ZT — R es una funcién multiplicativa, rq es el término de error y X
depende solo de x. Aqui 0 < g(p) < 1 para p € &. Los términos de error r4 son tal
que >, p |ra| sea pequeifio comparado con X (digamos, O(X/(log X)%4)).

Hay diversas cribas para diversos problemas. Una criba muy simple nos permite
calcular anw:wx, d2fn On- Asimismo, es posible usar una criba para dar cotas
superiores e inferiores para >, .. oo <3 factores primos Ons digamos, o para dar
una cota superior para Zpg - ap.ZPodemog, empero, dar una cota inferior no trivial
para ) . ap, 0 una estimacion no trivial de
una criba?

La respuesta es no, como lo muestra el siguiente argumento de Selberg. Por una
parte, la secuencia a,, = 1/2 satisface con g(d) = 1/d, |rq| < 1. Por otra parte,
consideremos la secuencia al, = (A(n) + 1)/2. Vemos que, para d < D = x17¢,

1 A(d x xz/d

Za%zi Z 1—&-% Z )\(n)ZM—I-O(W/)IL‘H)

n<z n<z/d n<z/d

d|n
gracias a . Por lo tanto, se cumple para d < D, nuevamente con g(d) = 1/d
¥ > g<p|ral = O(z/(logz)?). En otras palabras, una criba con el dato para
d < D = z'7¢ no puede distinguir entre a, y a,,. Ahora bien, dop<ay =0
Y Yon<a Mn)ay, = > a;, ~ /2, sumas que difieren drésticamente de 3 a, =

Por lo tanto, una criba, atn con datos validos para todo d < z'!~¢, no puede,
por si sdla, darnos una cota inferior para Zp ap, 0 una estimacion no trivial para
> n A(n)an. A este hecho se le llama “problema de la paridad”; fue formulado en la
forma que acabamos de ver por Selberg.

La razon del nombre se vuelve mas clara si consideramos tambén la secuencia
ar = (1 — A(n))/2. Exactamente por el mismo argumento que acabamos de ver,
esta secuencia satisface con los mismos valores de g(d) para d < 2'~¢ que
las secuencias {a,} y {al,}. Por lo tanto, una criba, por si sola, no puede distinguir
entre a), y a!’. Ahora bien, a/, = 1 cuando n tiene un ntimero par de factores primos,
y a), = 0 de lo contrario, mientras que a,, =1 cuando n tiene un ntimero impar de
factores primos, y a,, = 0 de lo contrario.

No utilizaremos métodos de cribas en el trabajo presente. Empero, se trata de
herramientas utiles y completamente usuales en la teoria de niimeros, por lo cual un
cierto conocimiento de ellas es de suma importancia.

n<z M(N)ay, puramente a través de

€

Ejercicios.

Ejercicio 2.8.
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1. Sea A un conjunto finito. Entonces el ntiimero de elementos de A que no son
ni rojos ni grandes es igual a

|A|—|{a € A:aesrojo}|—|{a € A:aesgrande}|+|{a € A: a es rojo y grande}|.

Este es un caso especial del principio de inclusion-exclusion.

2. He aqui un enunciado general del principio de inclusion-exclusiéon. Sea A un
conjunto finito y &2 un conjunto finito de propiedades que los elementos de A
pueden o no tener. Para P C &, denotemos por Ap el conjunto de elementos
de A que satisfacen todas las propiedades en P, y por A\ » el conjunto de
elementos de A que no satisfacen ninguna de las propiedades en &?. Muestre

que
EJO.

(2.25) Ao =) (=" > JAp].
i=0 PCP:|P|=i

Ejercicio 2.9. Veamos como aun el principio de inclusion-exclusion, sin més
elaboracién, puede dar una solucién a un problema de criba bastante particular.
Recordemos que Q(z) denota el nimero de enteros n < z libres de factores cuadrados.

1. Usando ([2.25)), muestre que, para P el conjunto de primos p < /z,

|P|
Q(a:):Z(—l)i Z ‘{nga::p2|n VpeP}}
i=0 PCP:|P|=i
= Y wdln <z dn) = Y ald)|n <z dn)]
A pep P d<vz

Sugerencia: utilice dos veces el hecho que d?|n implica d < /.
2. Tomando en cuenta que, para todo £ € Z™,

{n<a:tn}| =7 +0(),

muestre que

ew == Y Dy owm.
A<z
Concluya que

—x-oo'u(d) x:i €T
Q) =2 3555 +O/D) = 57 + O

Ejercicio 2.10. Demuestre las dos siguientes desigualdades, las cuales podriamos
llamar versiones “incompletas” de (2.25)): para j < |Z?| par,

J

<SS Y (4l

i=0 PC2:|P|=i

(2.26) |A\ »

mientras que, para j < || impar, la desigualdad va en la otra direccion:
J
(2.27) A = (1" > |A4p].

i=0 PCZ:|P|=i
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El primer resultado no trivial de cribas (eriba pura de Brun) se basd en estas
desigualdades. En la teoria de probabilidades, se llaman desigualdades de Bonferroni,
aunque el trabajo de Bonferroni [I] es posterior a aquel de Brun [3].

Para ver porque estas desigualdades pueden ser tutiles para las cribas, acote
el nimero de términos del las sumas en el lado derecho de o) , y
compérelo, para j pequefio, con el nimero 2/’ de términos de la suma para j = |Z|.
Tipicamente, cada cantidad |Ap| se estima de manera aproximada, con un error,
y por lo tanto el término de error total crece con el nimero de términos. Asi, las
desigualdades y , tomadas juntas, pueden terminar dando un resultado

mas preciso que la igualdad (2.25)).

Ejercicio 2.11. Discutamos algunos resultados generales, concretos y no triviales
de cribas, utilizando la notacién que acabamos de explicar.

Suponemos siempre que hay una constante x > 0 (llamada la dimension de la
criba) tal que

V(w) logz \ "
2.28 K
(2:28) Viz) — <10gw
para todo 1 <w < z y alguna constante K, donde V(y) = [[,c5.,<,(1 —9(»)), g
cumpliendo (2.24)). Entonces tenemos el siguiente resultado.

A

Lema 2.9 (Lema fundamental de las cribas). Sean dados {an}n<z, &, 2, D, g,
X, rq, & con las propiedades mencionadas. Entonces, para s = (log D)/ log z,

(2.29) > an=(140.(K°Ve ™)XV (2) + R,
n<z
pln=>pg¢ P
donde
IRI<RD)= > [|rdl-
d<D
pld=>peZ?

Demostracion. Por la criba (no tan pura) de Brun (o varias otras). Ver, por ejemplo,
[6, Cor. 6.10] o [7, §2.8]. O

Para el ejercicio siguiente, es suficiente saber que

(2.30) > an <x KOWXV(2) + R(D),
n<z
pln=p¢ P

lo cual se deduce inmediatamente del Lema[2.9] A tal resultado se le puede llamar
criba de cota superior. Se puede obtener (con definiciones del término de resto R(D)
ligeramente distintas) de muchos procedimientos de criba distintos, e.g., la criba de

Selberg ([9), §6.4] o cualquier otra fuente), la cual da (2.30)) sin la dependencia en K,
bajo condiciones muy generales.

Ejercicio 2.12.

1. Sea k > 2. Veamos como utilizar una criba de cota superior para acotar el
nimero de primos p tal que p + k£ también es primo.
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2. Como practica, utilizando ( con a, = 1 para n < z, muestre que

Use la férmula de Mertens

m(i-t)- 5522

<y

la cual se deduce del Corolario [2.6] pero es historicamente anterior al teorema
de los numeros primos. (Solo requiere el método de Chebyshev en su prueba;
ver [9, §2.2]. Por cierto, la constante ¢ es igual a e~7, donde « es la constante
de Euler.)

3. Sean k, X € Z*, x = X(X + k). Para n < z, sea a, la sucesion indicatriz de
los nimeros n = m(m + k) para algin 1 < m < X. Muestre que la condicion
se cumple para todo d > 1 libre de factores cuadrados con

H H -
pld p\d
plk ptk

y |ra| < 7(d). Verifique también que (2.28]) se cumple con kK =2, K = O(1) y
& = {p < z: p primo}, para z arbitrario. Aqui

Viy) =0 -90).

p<y

4. Usando el Lema (o (2.30), deduzca que, para Y > X >0y k € Z*
arbitrarios, el nimero de enteros Y < m <Y + X tales que m(m + k) no
tiene factores primos de tamano < VX es

Y an < XV(2) + VX log(X) < C(k)

n<x
pln=p>vX
con C(k) = [[,p>2(1 = 1/p)/(1 = 2/p) < [[,x(1 + 1/p). (Claro esta,

ngD T(d) = ngD ledl = ZlgD |D/l] < DlogD.) Concluya que el
nimero de primos Y < p <Y + X tal que p + k también es primo es

(log X)?’

X
2.31 Ck) —-
(2.31) < C(k) (log X)?
Se cree que la asintética correcta es proporcional a C(k) X/(log X)? para
k par; mas precisamente, la asintoética seria

1-2/p X
g (1-1/p)? H 1- 1/20 (log X )%

Este es un caso especial de la primera conjetura de Hardy y Littlewood. (Para
k impar, la asintdtica es claramente 0, pues existe a lo mas un primo p tal que
p+ k también es primo: p = 2.) No sabemos, empero, siquiera si el namero de
primos p con p + 2 primo es infinito o no (problema de los primos gemelos).
Lo mismo vale parapy p+ k, k > 2.
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2.3. Estimaciones de valor medio.

Lema 2.10. ([16, Thm. 6.1]); see also [9, Thm. 9.1]) Sean aj,as,...,an € C.
Entonces, para todo T > 0,

(2.32) / > an® (T +O(N)) > |an|*.

n<N n<N

Esta es una cota que no deja de recordar a la gran criba (de la cual no precisaremos).
Como en ciertas pruebas de la gran criba, es mas sencillo probar una cota con un
factor de log de mas. Expliquemos la prueba asi, comenzando con una demostracion
de esa cota mas débil.

Demostracion. Hagamos un intento directo e ingenuo. Expandiendo el cuadrado,
vemos que

T T
(2.33) / Z ann’| dt = Z am@/ (n1/no)®dt.
0 0

n<N n1,n2 <N

Ahora bien, para todo r > 0,

T iT
. —1 1
(2.34) / ritdt = = -0 ( ) .
0 ilogr logr

Puesto que logr > (r — 1)/(r + 1) para r > 1 (como podemos verificar comparando
derivadas), log(ni/na) > (n1—n2)/(n1+n9) > (n1—n2)/2N paral <ny <n; <N,
y asi log(ny/ne) > |n1 — na|/2N para 1 < ny,ny < N. Por lo tanto, la expresion en

el lado derecho de (2.33)) es

_ . N
(235) T > and@m+O0| ) \amanz\m
ni,ne <N ni,ne<N ! 2
ni=nsq nl;énz

2 2
+ |an,| 1
_ T 2 N ‘an1| 2
> an*+0 3 . ——
n<N ny,na <N
ni#n2

= (T+O0(NlogN)) 3 Jay/*.
n<N

Hemos obtenido casi lo que queriamos. Veamos ahora porqué hay un factor de
log N espurio. La integral en no es sino @(—(log r)/2m), donde 1y es la
funciéon caracteristica del intervalo I. Estamos en verdad en una situacién muy
similar a la de la seccion cuando examinamos la férmula de Perron (2.5)).
Como nos muestra, la transformada de Fourier de una funcion 1;(t) decae
como 1/]t| cuando t — Foco, mientras que, como es bien conocido y facil de probar,
la transformada de Fourier de una funcién continua f decae por lo menos tan
rapidamente como 1/t? (esto es, es O(1/t?) cuando t — +00). El factor de log N
viene de una suma ) 5 1/n; nos lo ahorraremos si tenemos una suma de tipo

< 1/n?, que converge.
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Por lo tanto, lo que hacemos es elegir una funcion f continua tal que f(t) > 1jo.7(t)
para todo ¢, y, al mismo tiempo, [ f(¢)dt no es mucho mayor que fl[o,T] (t)ydt=T
y la derivada f’, aparte de estar definida en casi todas partes, no tiene grandes
fluctuaciones (pues esto afectarfa la constante en la cota f(t) = O(1/t2)). Algo
estandar es la funcion “trapecio” f(t) igual a 0 cuando t < —N ot > T + N, igual a
1 para 0 <t <7,y lineal afin en [-N,0] y [T, T + N] (igual a 1 +¢/N en el primer
intervalo, y a1 — (¢t —T')/N en el segundo). (Es en verdad el mismo tipo de eleccion
que en . Otras funciones continuas también servirian; ésta es simplemente
conveniente. )

Como f(t) > 1j0,1y(t),

2 2
T .
|3 am dtg/ S aun
(2.36) 0 In<N n<N
=~( logni/ng
S amamf(—% .
ni,n2<N
Ahora bien, para f la funcién “trapecio”, f = [ f(t)dt =T + 2N, y (ejercicio

2.14)

~ 1
flx)=0 (]sz) :
Por lo tanto, el valor absoluto del lado derecho de (2.36)) es

2 2
E N
(2.37) |an|2(T +2N)+ 0 2 : |an, |* + [an, |

2 \nl — n2|2
n<N ni,ne <N
ni#ng

T+O Z |an|2

n<N
]

Si en la parte izquierda de la igualdad integrasemos en un subconjunto .7
de [0,T] en vez de en el total & = [0, T, entonces parece razonable que se siguiera
cumpliendo la desigualdad (<) sustituyendo en la parte derecha T por algo menor.
Esto es lo que demostraremos en la Proposiciéon El problema es que para
conseguirlo no sirve la técnica de la prueba del Lema [2.10] ya que ésta dependia de
la cancelacién que se obtiene al integrar (n1/n2)% en [0,T], y no esta claro que se
pueda obtener al integrar sobre subconjuntos .7 generales de [0, T]. Sin embargo,
veremos que es posible sustituir dicha cancelacion por la de las sumas > n para t
fijo, que es lo que establecemos a continuacion.

Lema 2.11. Sea f : RT — R definido por f(x) =1 para0 <z <1, f(z)=2—2z
para 1 < x <2,y f(x) =0 de lo contrario. Entonces, para x > 1 y t € R arbitrario,

(2.38) > fnfz)n < + V|t log (1 + [¢]).

Como de costumbre, la eleccién de f no tiene nada de particular; cualquier f
doblemente diferenciable con f” en L' nos daria una cota de la misma forma que
(2.38).

(L+]t)? Itl
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Demostracion. (O mas bien dicho un comentario; la demostracion esta en los ejerci-
cios.) En los ejercicios para ser precisos. Se trata de una aplicacion de
la férmula de sumacion de Poisson, seguidas de cotas generales para integrales del
tipo f;n(x)e(ﬁ(x))dx, n continua y 6 en C'. (Se trata de cotas superiores, no de
asintoticas, para los dos casos principales — fase no estacionaria y fase estacionaria
con 0 # 0.) Algunos notaran que las mismas cotas aparecen en el método de van
der Corput. De hecho, los ejercicios estan cercanos al tratamiento clasico de tal
método ([I7, §3.3] o [9] §8.3]), con las mejoras que son de esperarse dado que usamos
un peso liso f. Si no se usa tal f, se obtiene un resultado ligeramente peor:

(2.39) > nt <7 + V]t log(1 + [¢]).

n<z

Esbozo de otra demostracion. Por el teorema de inversion de Mellin,

) 1 o+i00
Zf(n/x)n” = — x* M f(s)¢(s —it)ds
n 2mi o—100

para o > 1. Desplazamos la integral hacia la izquierda, pasando por polos en s =1
y en s = 0. Las contribuciones de los polos dan los términos del lado derecho de
2.39).

(Aqui estamos utilizando el hecho que la funcion zeta tiene continuacion analitica
a todo el plano complejo, asi como la cota estandar |((it)] < vtlogt, y cotas
similares para |((o + it)|, Ro < 0. Para obtener tales cotas, es necesario utilizar la
ecuacion funcional de ((s) (la cual también da la continuacion analitica). Como la
prueba usual de la ecuacion funcional se basa sobre la formulacién de Poisson, esta
demostracion y la anterior no son tan distintas como parecen a primera vista.) O

Proposicion 2.12 (Halasz—Montgomery). Sean T' > 2 y & C [-T,T] medible.
Sean ay,as,...,any € C. Entonces
2

(2.40) / Z ann®| dt < (N 4 |F|VTlogT) Z lan|?.

n<N n<N

El lector avisado notard que la prueba tiene gran similitud con una de las pruebas
de la gran criba (distinta de las pequenias cribas que consideramos en . La
diferencia consistira en que aplicamos el Lema [2.11| en vez de cotas sobre sumas
exponenciales. Parte del procedimiento (utilizaciéon de un f continuo) es como en la
prueba del Lema [2.10] que acabamos de ver.

Demostracion. Por el principio de dualidad (ejercicio , basta mostrar que, para
a€L*7),
2

Claro esta, para cualquier f : [0, oo) — [0,00) con f(xz) > 1para0<ax <1,

2
/ 2)/atn”
N7 1)z

< (N + |y|ﬁlogT)/ () 2dt.
T

n<N

n<N
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Expandiendo, vemos que

(241) Y f (%) - /y /qma(tg)Zf (%) 20 gt dt

Usando la desigualdad |ajaz| < (Ja1|? + |az2|?)/2 y el Lema concluimos que el
lado derecho de (2.41)) es a lo més

(2.42) /y|a(t1)\2[ Zf(%) nitt2=t) gt dt,

2 TlogT | dt,dt
<</\at2| / ((1+|t1t2|) +\/>0g ) 1dt2
< (N+|§\x/flogT)/ la(ty)|?dts,
T

que era lo que queriamos demostrar. ([l
Ejercicios.

Ejercicio 2.13. En este problema vamos a ver que es sencillo demostrar el Lema
en cierto rango para t. Demostrarlo para todo ¢ serd méas complicado, como
veremos en los siguientes ejercicios.

1. Demuestre que podemos extender la regla del rectangulo (2.21)) a funciones
complejas f : R — C usando la desigualdad |a| 4 [b] < v/2+/]a|* + [b]%.
2. Aplicando el apartado anterior, pruebe la desigualdad (2.39)) en el rango

[t] < /x/logzx.

3. Demuestre el Lema en el rango |t| < (z/logx)'/3.

Ejercicio 2.14. Sean T, D > 0. Sea

0 sit<—-Dot>T+D,
14+¢/D si—D<t<0,

(2.43) fy =41 THP
1 sio<t<T,

-2 §iT<t<T+D.

1. Muestre, por integracion por partes, que, para t # 0,

ft) = 2rit (/ / /T+D (—at)dx )
D ( /_ _el=at) - /T o 6(—33t)dx> .

2. Concluya que, para t # 0,

I()I_( nEl

3. En general, sea f : R — C tal que (a) f(z), f'() — 0 cuando  — o0, (b)
f" es continua e integrable (i.e., |f”|1 = [*_|f”(x)|dz es finita). Usando
integracion por partes dos veces, muestre que, para t # 0,

7 Lf"]1
|f(t)] < otk
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Nota. La condiciéon que f” sea continua puede ser reemplazada por
condiciones bastante méas débiles; basta con usar versiones mas generales
de la integracion por partes (mediante integrales de Riemann-Stieltjes, o
distribuciones, medidas, etc.). Basta con que f sea continua, f’ sea definida
fuera de un conjunto finito de puntos, f’' sea de wvariacidon total finita y
f(x), f'(x) = 0 cuando & — +o0. Un enunciado de esta generalidad cubre la

funcion f en (2.43).

Ejercicio 2.15. Sea f: R — C continua e integrable, asi como diferenciable fuera
de un conjunto finito de puntos. Asumamos también que f’ es integrable (en todo

intervalo donde esta definida) y que ), |f(n)| < oo. Entonces

(2.44) Z f(n) = Z Fn). (formula de sumacion de Poisson)
nez neL
Veamos como probar esta formula.

1. Muestre que la funcion F': R — C dada por F'(t) = >, o, f(t + n) esta bien
definida (es decir, la suma converge). Verifique también que F' es de periodo
1y que fol |F'(t)|dt < oc.

2. El teorema de inversion de Fourier (para funciones de periodo 1) nos dice que

F(t) = Z ane(nt),

ne”Z

donde a,, = fol F(t)e(—nt)dt, bajo la condicion que ) |a,| < co. Muestre

que a, = f(n).
3. Concluya que

S i(n) = F(0) = 3 Fm.

nez neEZ

Ejercicio 2.16. Fuse no estacionaria. Sean 6,7 : [a,b] — R tales que n y ¢’ son
continuas. Asumamos que #'(z) # 0 para todo = € [a,b]. (Esta es la suposicién
crucial, llamada “fase no estacionaria”, pues 6(z) es la “fase”.) Asumamos también
que g(x) = n(x)/0 (z) es mondtona en [a, b].

Muestre, por intregraciéon por partes, que

1 b

b
[ nt@etb@nds = o <g<x>e<e<x>> o+

a

6(9($))d9(l‘)> :
Concluya que

mix(|g(a)], |9(b)])

™

b
(2.45) / n(x)e(0(z))dz| <

En particular, para §’ monétona con 6'(z) # 0 para todo z € [a, b,

1/7

(2.46) min(|6/(a)|, |6/ (b)])”

/:ew(x))dx <

Deduzca de (2.45) la siguiente variante: sea 6 : [a,b] — R diferenciable, con 6’
continua y 6'(z) # 0 para todo z € [a,b], y n1,72 : [a,b] — R tales que n;(x) y
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n2(2) /6’ (z) son mondtonas. Entonces, para n = 1 - 72,
b
¢ . (Im(a)l [n2(0)]
n(x)e(d(x))dz| < — - méx ( ,
/a m |0 (a)| " 6" (0)]
con ¢ = max(|n(a)l], [n ()], |m(a) — n1(b)]). Es facil obtenir otras variantes: por
ejemplo, si, en vez de 1; mondtona en [a,b], tenemos 7; mondtona en [a,zg] y
en [xo,b] para algun zo € [a,b], y mi(a) = n1(b) = 0, entonces ([2.47)) vale con
¢ = [m(zo)l.

(2.47)

Ejercicio 2.17. Sea 6 : [a,b] — R doblemente diferenciable. Asumamos que
0"(x) > p > 0 para todo x € [a, b].

Para ¢ > 0 arbitrario, podemos tener |#'(z)| < ¢ s6lo dentro de un intervalo I de
longitud < 2§/p. (;Por qué?) Por lo tanto,

/e(ﬂ(x))d:r <2§/p.

I

(Esta es la contribucion de la region de fase estacionaria, es decir, de una vecindad
del punto en el cual 6'(z) = 0, si tal punto existe.) Aplique (2.46|) para mostrar que

/ e(f(x))dx < 2/76.
I\[a,b]

Escoja 6 de manera 6ptima para asi concluir que
b
2
(2.48) / e(0(x))dr < —.
o NG
Aqui también podemos introducir un peso 7. Por ejemplo, sea 7 : [a, b] — [0, 00)

continua tal que 7 es mondtona en [a, 2] y en [z, b] para algin xy € [a, ], y ademas
n(a) = n(b) = 0. Deduzca de ([2.48]) que

b
(2.49) / n(@)e(6(z))dx <

2 mé'xze[a,b] |77(I)|
N

Ejercicio 2.18. Sean 6 : [a,b] — R diferenciable tal que 6" es monétona y 6'(z) # 0
para todo x € [a,b]. Sea 7 : [a,b] — [0, 00) continua, asi como diferenciable fuera de
a lo més un conjunto finito de puntos; asumamos también que 7’ es decreciente y
acotada, y que n(a) = n(b) = 0.

Como el signo de #'(z) es constante, y como podemos hacer un cambio de variables
z +— b+ a — x sin cambiar lo que suponemos sobre 77, podemos asumir sin pérdida
de generalidad que 6’ es creciente y positiva en [a, b]. Sea oo = €' (a).

Muestre que, por integraciéon por partes,

b b / T
(2.50) / n(@)e(0(z))dz = —é / (’72(7”) + ()0 (z) — a)) e(0(x))dz.
Aplique y obtenga que

/ab (77/(33) +n(z)(0'(z) — a)) e(0(z))dz| <

21 -

n'(a) —n'(b)  MaXye(qp) [7(2)]
+ .
212y T

Por lo tanto

(2.51)
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donde ¢ = (n'(a) — n'(b)) /272 + (méxgeqp) [1(2)]) /7.

Ejercicio 2.19. Sea n : R — R dada por n(z) = 2z — 1 para 1/2 < < 1,
nz) =2—xparal <z <2ymn(z)=0cuando z < 1/2 o z > 2. Quisiéramos
estimar

> n(n/X)z"

para t # 0 arbitrario y X > 1/2. (Para 0 < X < 1/2, la suma es trivialmente igual
a0.)
Por la formula de sumacién de Poisson (2.44)),

St/ X)a = Y [ nte/X)ate(-na)da,

neE”Z
asumiendo que la suma en el lado derecho converge absolutamente.

1. Estimemos primero la contribucién de n = 0. Por integraciéon por partes,

[ee] ) oo/ X) (EitJrl
X)aitde = — [ T@X 2T
/0 e/ X)e"ds /o X 1™

Utilice integraciéon por partes una vez més para concluir que
0 .
n(z/X)x"dr < ———.
/0 (It + 1)

2. Sean € Z tal que ya sea |n| > 2t/7X o n es de signo contrario a t. Use (2.51)
para mostrar que

(2.52) /OOO n(z/X)z"e(—nx)dr < %

3. Concluya que, para X > 2|t|/,

(2.53) > nn/X)n' < s+ 1.

(] +1)
4. Sea ahora X < 2|t|/m. Muestre que (2.49) nos da que

it X
zn:n(n/X)x e(—nx) < ﬁ

para n arbitrario, y en particular para |n| > 2t/7X. Concluya, usando
también (2.52)), que

(2.54) > nn/X)mt < /.

5. Sea x > 1. Sea f, la funcion t — f(¢/x), donde f es como en el enunciado
del Lema Exprese f, como una suma de funciones del tipo n(n/X) para

diversos valores de X, y deduzca de (2.53)) y (2.54) que

Zf(n/x)nlt < m +/t|(log |t| + 1) + log

para t > 1. En otras palabras, el Lema [2.11] es cierto.
Ejercicio 2.20. Dualidad.
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Sean V', W espacios de Hilbertﬂ Definimos la norma |A| de un operador (es
decir, una funcién lineal) A : V. — W por

A
|A| = sup | U|2.
veEV |U|2
v#0

Se dice que A es acotado si su norma es finita. Todo A acotado tiene un
(tnico) operador dual A* : W — V, definido como la funcion lineal tal que

(A" v, w) = (v, Aw).

Sean X, Y son dos espacios de Lebesgue de medida finita. Sea V = L?(X) y
W = L2(Y). Definamos A : V. — W por

(Av)(y) = jﬁfzr<m7y>v<x>dx,

donde K : X x Y — C es una funcion de imagen acotada. (Se comprende
que v € V es una funcion v: X — C, y Av € W es una funcion w: Y — C.)
Muestre que la funcion A* : W — V definida por

www=AKmmwm

es el operador dual de A.

Sean V, W espacios de Hilbert. Sea A : V — W un operador acotado. La
desigualdad de Cauchy—SchwarzE| nos dice que (wy,ws) < |wi|z|ws|2 para
wi,we € W, con igualdad si w; = Awy para algin A € C. Deduzca que,
para v € V arbitrario, |[Av|z = sup,, ey .,20(w, Av)/|w|2. Usando este hecho,
muestre que

|Av]2 (w, Av) (A*w,v) |A*w|q
sup = sup sup ———=* = sup sup ~———~ = sup )
veV |U|2 veEV weW ‘”U|2|’LU|2 weW veV |U|2|w‘2 weWw |w|2
v#£0 v#0 w#0 w#0 v#£0 w#0

Concluya que
|A] = |A*| (principio de dualidad).

Sean X e Y dos espacios de Lebesgue de medida finita. Sea K : X xY — C
una funcién acotada y C' > 0 una constante tal que, para todo v € L?(X),

/Y /X K, y)o(2)dz

Concluya que, para todo w € L(Y),

|| Ko

2

dy < C’/ |v(x)|?da.
X

2

msc/m@W@
Y

1Recordamos que un espacio de Hilbert es un espacio lineal V' sobre R o C con un producto
escalar (-, -) tal que V' es completo con respecto a la distancia d(z,y) := |z —yl2 := /{x —y,z — y).
El tnico ejemplo que necesitaremos es el siguiente: sea X un espacio de Lebesgue de medida finita;
definamos el producto escalar (v1,v2) = [ vi(z)v2(z)dz para vi,ve : X — C medibles; entonces

el espacio lineal L?(X) de funciones v : X — C con |v|2 < 0o es un espacio de Hilbert.
2Ya sabemos que el nombre histéricamente correcto es Cauchy o Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz,
pero todo el mundo sabe lo que Cauchy-Schwarz quiere decir.
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3. CANCELACION DE A\ EN INTERVALOS CORTOS, EN PROMEDIO

3.1. Un primer tratamiento. Queremos demostrar el Teorema La demos-
tracion pasara por la funcion Z(s) = ((2s)/((s), asociada con A. En este contexto,
es més facil usar sumas donde los intervalos estén expresados en términos de n/x.

Teorema 3.1. Sea h = h(X) tal que h(X) — oo cuando X — oco. Entonces, cuando
X — o0,
E(l—%)N<n§N)‘(n) = on(1)

para todo entero N € [X,2X] fuera de un conjunto de o(X) excepciones.

Aqui hemos usado la notacion E,c4f(n) = |—}‘| > nea f(n). En verdad podemos
leer
Ex<n<ax, Enxcncaqnns  etc,
como
wx) S . wemy Y e,
X<n<2X N<n<(14+L&)N
vaque {X <n <2X}| =X+ 0O(1), y estamos trabajando asintoticamente.
Es sencillo ver que el Teorema [I.1] es una consecuencia del Teorema [3.1] (ejercicio
3.1]), asi que vamos a concentrarnos en demostrar este altimo. Es una consecuencia
directa de la siguiente cota de varianza.

Teorema 3.2. Sea h = h(X) tal que h(X) — oo cuando X — oco. Entonces, cuando
X — o0,

Exco<ox|Eq_sn)pcncaAn) I = on(1).

Nuestra tarea en esta seccién sera probar este teorema, con, por cierto, una cota
precisa en vez de op(1) (Teorema [3.17)). Para empezar, veamos la relacion entre las

sumas E(l_%)z<n§zf(n) y Zg(s).

Proposicion 3.3. Sea f : N — C una funcion con soporte en (X,2X] tal que
|f(z)| <1 para todo x. Entonces si x € (X,2X]

1 1+i% .
A T M) 24(6) ds +00)
hé

para cierta funcion sy : (0,400) = R con Mus(s) < min(1,
Rs > 0.

Demostracion. La suma inicial puede escribirse como 1 3~ f(”)w%kk%,l](%)- Lo
que vamos a hacer es, como en el Lema , aproximar la funcion h/LX 1(17 & 1) por una
funcion 5, que (a) tenga soporte en [1—+, 1], (b) valga h/% en [1—(1-6)%&,1-04],
y entre 0 y h/% en el resto del soporte. Podemos tomar una funcion “trapecio” similar

a ([2.7). Entonces
1 1+ioco B
Ys,n(y) = 7/ Mupsn(s)y*ds
1

211 —i0o

con M1)s p, cumpliendo las condiciones del enunciado. Por lo tanto,

1 1+i00 .
E(l,g)z<ngmf(n) —/1 z° 1M¢5,h(s)Zf(s)ds+O(5).

X 27TZ —ico
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Como f es acotada y tiene soporte en [X,2X], tenemos que |Z;(1 + it)| < 1.
Por el decaimiento de M1y, 5 podemos cortar la integral a altura 62X /h perdiendo
solo O(9). O

Ahora vamos a aplicar esta expresion para evaluar el promedio de sumas cortas
de f.

Proposicion 3.4. Sea f : N = C una funcion con soporte en (X,2X] tal que
|f(z)| <1 para todo x. Entonces

EX<$§2X|]E(17%)m<n§xf(n)|2 < / |Z;(s)|2ds + O(9).
1

. o

Demostracion. Queremos usar la Proposicion [3.3] expandir el cuadrado e intentar
aprovechar la sumacion en z. Para que esto funcione mejor, de nuevo es conveniente
introducir una funcion suave que reemplaze a 1[x 2x]. En este caso

X
(31)  Excocox|Eq pypence /() < / 1 (%) B g)ecncaf(0)
1

para cierta funcién n con 0 < n(t) < 1, soporte en [1/2,3], C? y tal que 1" es
integrable. Ahora, usando la Proposicion [3.3] y expandiendo el cuadrado tenemos
que la parte derecha de (| es

i

1+zm 1+z
o / / " (M05.) (50) M () 25 (30) Z5 () (1, o),
1 1

donde t; = Rs;, y con
I(ty,t) = /n (ﬁ) it & i) /n(ey)e“tl—tﬂy dy.
X x
Por integracion por partes, I(t1,t2) < (1 + [t; — t2|)72. (En general, para f do-
blemente diferenciable tal que f y f” son integrables, tenemos f(t) < (1 + [t]) =2
por integracioén por partes.) Asi, usando la cota Ms), < 1y |Zs(s1)Z¢(s2)] <
|Z¢(s1)|* + |Z¢(s2)]* obtenemos el resultado. O

Una estimacion de valor medio (Lema [2.10)) permite mostrar que tenemos una
desigualdad en la otra direccion. Esta desigualdad nos dice que no hemos perdido
nada con respecto a la cota trivial.

Proposicion 3.5. Si f tiene soporte en (Y,2Y], entonces

14+3Y
/ 1 Z1(s)? |ds| < Ey <n<ay | f(n)[.

1—3

Demostracion. Por el Lema 2101 O
La ganancia sobre esta cota trivial va a venir de factorizar Z;(s) = Zy, (s)Zy,(s).

Proposicion 3.6. Si fi es una funcidn con soporte en (Q,2Q] y f2 es una funcion

con soporte en <%, %} , entonces, para todo intervalo T C [1 — i%, 1+ z%],

120020 Plasl < MEEy o oo

con My = méxse7 | Zy, (s)| < méx|f1].
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Demostracion. Sacamos el maximo fuera de la integral y aplicamos la proposicion
3.5 d

Para usar el resultado anterior, queremos factorizar Z;(s). La idea es usar la
factorizacién de un ntimero n en n = pm con p su primo més pequeno en cierto
intervalo Py < p < @Qq. Para poder hacer esto primero necesitamos ver que la
mayoria de nimeros n tienen algtin primo en dicho intervalo, lo cual esta asegurado
por el Lema@ si tomamos Py = Qf grande con a pequefio. Ahora, si consideramos
los ntimeros con primos en un intervalo (Py, Qol, Po = @F, y si sacamos el primo
mas pequeno en dicho intervalo tenemos la factorizacion

(3-2) Yoo fmr= Y fep Y fmm

X<n<2X Py<p<Qo

m
<
3pe(Po,Qol.pIn X<mps2X

p'Im=p'&[Po,p)

para f totalmente multiplicativa (con p’ primo). El problema es que esta no es una
factorizacién en dos funciones zeta, ya que en el sumatorio de dentro aparece la
variable p en dos condiciones.

Eliminar la dependencia en p de la condicién X/p < m < 2X/p es algo com-
pletamente de rutina. Eliminar la dependencia en p de la condicion p’ & (Po,p)
también es factible. Lo haremos de manera ligeramente distinta a [11] (o al articulo
expositorio [24], el cual también da su propia version).

Primero, un poco de notacién. Para 11,1 : Rt — C, denotaremos por 71 *as 72
la convolucién multiplicativa en RT (“convolucion de Mellin”):

o dt
(s m)a) = [ mla/m(®T-

t

Para vy, vy : ZT — C, denotaremos simplemente por v; * v la convolucién multipli-
cativa en ZT (“convolucion de Dirichlet”):

(v1 % v2)(n) = > _vi(n/d)va(d) =Y vi(d)va(n/d).
d|n

d|n

Lema 3.7. Sean X > 1,0 < a,3,6 < 1, Qo < exp((logX)'=#) y Py = Qf.
Definamos ux : Z+ — R por

1 Qo d
3.3 = —
(3.3) ux(n) og( 1 0) /P0 (V1,06 * V2,0014),x/@) (1) 0
donde
1 sin es primo <n<(14+6§)0Q,
(34) o104 )—{ primo y @ << (1+0)Q
0 de otra manera,

1 sime (Y,2Y] yp'im=p" ¢ [Po,r),
0 de otra manera.

(3.5) vgry (M) = {

Entonces existe un conjunto Err C (X,2(1 4 0)X] con
|Err|
X

tal que ux(n) = l(x2x7(n) para n ¢ Err. Mds ain, 0 < ux(n) < 1 para todo
neZt.

< a+ 3+ exp(—(log Py)min(3/5:8)+e(l))
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Demostracion. Por el Lema [2.7] existen a lo mas

log X X
aX+X-0 (mzix (exp(—(log P0)3/5+0(1)),exp (_SI(?)gg Qo))) + )

< (a4 O(exp(—(log Py)™n/5:0)+0()yy) x

elementos de (X,2X] tales que no hay ningan primo p € (P, Qo] tal que p|n.
Incluimos todos estos elementos en el conjunto Err.
Es facil ver que la diferencia

L1468 *a L(x,2x)
= 1 —_ 2 2
N < rax) - TR ) )
se desvanece cuando z < X, (1+0)X <z <2X oz > 2(1 4+ §)X. Incluimos en
Err, entonces, todos los elementos de (X, (1 +0)X] v (2X,2(1 + 0)X].
Por definicion y un cambio de variables t = m(@, tenemos

> d
(L1148 *0 Lix2x)) (pm) = / 11,144 (g) Lix2x] (mQ)g
0
Qo dQ
= 1 )l x 2x7(m)—"
/(1_5)130 @+9)@) (P15 2x) (M) 75

para Py < p < Qg y m arbitrario. Asi, para todo n que no hayamos ya incluido en
Err,

1 Qo dQ
3.6 1 = — 1 —,
(3.6) (X,2X](n) log(1 +9) /(1_6)P0 pz; (Q,(1+5)Q](P)U2,p,X/Q(n/P) 0

donde vy .y es como en . (Esta claro que la suma Zp‘n puede tener a lo mas
un término no nulo, ya que vy, x/o(n/p) se anulard a menos que p sea el factor
primo > Py més pequeifio de n.)

Como el conjunto Sy de enteros X < n < 2(1+ §)X con por lo menos un factor
primo en el rango ((1 — 6) Py, (1 4 6)Py] tiene a lo mas

> ((1 +20)X O(U)

PE((1=8)Po,(144) Po] P
log(1 + 6)Py

+0((1+0)P) <

P
log Py +io

elementos, podemos permitirnos cambiar el rango de la integral en de [(1—
0)Po, Qo] a [FPo, Qol, anadiendo O(6X/log Py + FPy) elementos a Err.

Finalmente, debemos examinar lo que sucede cuando cambiamos vy ;, x/q en
(con la integral de Py a Qq) por V2,Q(144),x/Q- Los tnicos enteros afectados estan
en el conjunto S3 de enteros X < n < 2(1+ 6)X divisibles por algin producto pp’
de dos primos p, p’ con Py <p< Qo yp <p < (1+9)p,y tales que ningin primo
Py < p’ < p divide n.
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Ahora bien,
1Sl < Y > HX <n<21+0)X 1 py,phin}]

Po<p<Qo p1<p) <(1+8)p1

< Y > <X+O( ))

Po<p<Qo p<p’<(1+8)p vy

<x ¥ ( lc’g(”‘”p+0<exp(—<logp>3/5+o<1>>>) L o(Q2)

Pg<p<Q0 log p
Z 1 2
< pl gp X 2 ologp)s/ate T Qo
Po<p<Qo Po<p<Qo P
X “(log P)3/5+e(1)
< log PO + eXp( (og 0) )’

donde acotamos las dos sumas en la pentltima linea por el teorema de los ntimeros
primos y sumacién por partes. Incluimos S3 en Err. Tenemos ahora

Lix2x)(n) = ux(n)
para todo n ¢ Err, donde

aQ
ux(n) = 1og1+5 / §)P021(Q (1+5)Q) (P )Uz,Q<1+6>,X/Q(N/P)5-

Por tltimo, como v3 g(146),x/0(1/p) puede ser no nulo sélo cuando p es el divisor
primo > Py més pequeiio de n, y 1o (145)q)(p) # 0 sélo cuando @ esta entre
p/(1+ ) y p, vemos que, para cualquier n, 0 < ux(n) < 1. a

Corolario 3.8. Sea f: N — C una funcion completamente multiplicativa tal que
|f(n)] <1 para todo n € N. Entonces, para 0 < a, 3,6 < 1, Qo < exp((log X)'=#)
Yy PO = QSL}
1 Qo dQ
Zpsisan = Zorn gy | P
(X,2X] log(1+0) Jp, Les“fzaa+e.x/Q 0y
donde

0 de otra manera,

fros(n) = {f(n) sin es primo y Q <n < (1+6)Q,

f(m) sime(Y,2Y] yp|lm=p ¢ [P, Q),
0 de otra manera,

fo.qv(m) = {

yerr: N — C es una funcidn con soporte en (X,2(1+ §)X] tal que
1

(3.7) 5% > lerr(n)] < a+ 6 + exp(—(log Py) 3/ rel)),
X<n<2(146)X
Demostracion. Se sigue inmediatamente del Lema O

Ahora que tenemos esencialmente una factorizacion de Z Mix 2] la idea es mostrar
que el maximo del factor

Zz\l,Q,a(l + it) = Z )\(p)pflfit = — Z pflfit.

Q<PSR+IQ Q<p<R+iQ
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es pequeno. En realidad esto no es siempre cierto, ya que para t pequena el signo de
Rp~* va a ser positivo, por lo cual no va a haber cancelacién. Afortunadamente,
para ¢ pequenia, ya sabemos que Zxi, ,,(1+ it) es pequeiio por el Corolario
Cuando t no es pequena, la cancelacion en la suma ZQ <p<Q+6Q p~ 1% nos permite
acotarla de la manera siguiente.

Proposicion 3.9. Para exp((logz)?®) <t < exp((logz)©3/20-9)) ¢>0,0<6 <
1

7

Z p 17 < exp(—(log z)aToW).
z<p<(14+6)z

Es, por cierto, necesario poner no sélo una cota inferior sobre ¢ como condicion,
sino también alguna cota superior, tal y como lo hemos hecho aqui. E|

Prueba de la Proposicion[3.9 Por sumacion por partes es suficiente demostrar la
desigualdad

Z A(n)n™" <« zexp(—(1/2 4 o(1))(log z)%).

n<z
Como la funcién zeta correspondiente es —(’(s)/{(s), esta desigualdad puede de-
mostrarse como en la prueba del Teorema pero evitando el polo mediante la
eleccion T' = |t|/2 (digamos), § = 1/v/T. Usando las cotas en el Teorema asf
como la cota | M1s(s)| < 1/s, obtenemos

) log T)2/3+0(1)
Z An)n™" < 2(log )77 + zexp (—(log x)(log T)_2/3+0(1)> (log T)?/3+°)
n<x \/T
T T _ T
< e(1+o(1))(log z)a/2 + e(log z)ate(D) - e(logz)ate™)”

O

Proposicién 3.10. Sean Qo < exp((log X)!=#), Py = Q§, 0 < o, < 1. Sean
h>8"2Q¢ y0<§<1. Entonces

2
7 min
]Ex<m§2X\E(17;(—l)a:<n§z)‘(n)‘2 <at 62a2 + 0 + exp(—(log F) (3/575)+o(1)),
donde
(3.8) t€fexp(v/Tog X),X/ho?] 230 )|

Po<Q<Qo

3Para ver (de manera informal) la necesidad de una cota superior para obtener un resultado
no trivial, notamos que tendremos cancelacion en la suma Zz<p§<1+5)z p~ 1% s6lo si el nimero
complejo

p~"* = exp(itlogp)

cambia de argumento lo suficiente. No es plausible que esto pase para todo ¢ grande, por el
siguiente argumento heuristico. Deberiamos tener que {tlogp/27} < 1/8 con probabilidad 1/8,
para ¢ tomado al azar en un intervalo grande. Si tales eventos probabilisticos (uno por primo)
son aproximadamente independientes — lo cual es generalmente visto como plausible — entonces,
con probabilidad > (1/8)%Q/ 108 @ tendremos que {tlogp/2r} < 1/8 para todo Q < p < (1 + 6)Q.
Por tanto, deberia haber algun t < 8% (digamos) para el cual este es el caso, lo cual implicaria
que Rp~# > 1/y/2 para todo = < p < (1 + &)z, y por lo tanto no habria suficiente cancelacion:

%Zz<p5(l+5)zp*1’it seria > (1/v2)|{z < p < (1+ &)z}
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Demostracion. Aplicamos la Proposiciéon con f = Alx2x]. Luego aplicamos
el Corolario para concluir que Zxi, ,, (1 + it) < exp(—(log X)3/5) para t <
exp(v/log X) (digamos). Asf, podemos quitar esa parte de la integral, y en el resto
usamos el Corolario @ para factorizar Z A {x.2x] Aplicando la Proposiciéon @ para
controlar Z,,,., llegamos a

14i 3y 1 [Qo dQ 2
- Z,\ Z)\ —| ds
5 /Po 1,Q 2,Q,X/Q Q

Ex<o<2x|E(1- 2 )ocnca A1) <</
144 exp(VIoEX)

+ a4 0 + exp(—(log Py)™mE/5:8)+e()y,

Por Cauchy-Schwarz y la Proposicion

14 e ; 9
/1+iexp(\/@) 5 /po Z’\LQZA"\QWX/QaQ ds
(3.9) : 6% (105% ) /:;;2 Vg X |Z)‘1*QZ’\ZYQYX/Q|2dS%
ng(ogpo> /HZ ’\2QX/Q| dsdg
< Z—z <log ) E%<n§2%|)\27Q7X/Q‘2%’

donde 7 es como en (3.8)). (En la tdltima h’nea7 estamos usando la suposicion hé? > Q.)
Usando la cota trivial E%<n§2g |A2,0,x/0]* < 1, obtenemos que la expresion en la

iltima linea de (3.9) es
2 2
< <log Qo) _n

2 P, 62a?

O

Usando este resultado y la Proposicion con Qo = 8°h y § = (logh)~1/2,
podemos completar nuestro objetivo en cierto rango.

Teorema 3.11. Para exp((log X)?/37¢) < h < exp((log X)'~¢), 0 < € < 1/6,
tenemos
(log X)3+3 1

logh = (log X)</?

(3.10) Exco<ox B g )ocnca )] <o

Demostracion. Aplicaremos la Proposicion [3.9] para acotar la cantidad 1 definida en
(3.8). Escogemos a = 1—1/(143¢/4),6 > h='/3, Qo = 6h, Py = exp((log X)?/3+¢/2)
v a = (log Py)/log Qo = (log X)?/3+</2 /log Qo. De esta manera,

(log Py)#(1=9) = (log X)(3+5) §1-0) _10g ¥

Asi, t < X implica ¢ < exp((log Py)®/2 (=), Como € < 1/6, vemos que a < 1/9 <
1/2, y por lo tanto t > exp(y/log X ) implica t > exp((log Qp)®). Concluimos que sf
podemos aplicar la Proposicién la cual nos da que

n < exp(—(log Py)* M) = exp(—(log X )@/3+</2) ato(l)y,
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Resulta sensato escoger § = exp(—(log X)2%/3). (La condicion § > h=1/3 se cumple
para X mas grande que una constante, ya que h > exp((log X)%/3+¢) y a < 1/9.)
Ahora aplicamos la Proposicion [3.10| con 5 = €, y obtenemos que

(log X)3+3 . exp(~(log X)(@/3+¢/2)(ato(1)))

Ex<e<o2x |]E(1——)x<n<m () <

log h exp(—(log X)2a/3)(log X )~2/3
+ exp(—(log X)?*/3) + exp (—(logX)2 /3+ (1)) < (k)g)h

O

Es facil deducir el resultado para h > exp((log X)!¢) del Teoremam (ejercicio
53).

Ejercicios.

Ejercicio 3.1. Queremos demostrar que el Teorema implica el Teorema
1. Sea |f| < 1. Demuestre que para h,Y > 1, 0 < § < 1 cualesquiera se cumple

(14+8)Y Y+h+8Y
/ > fn 08 )5Yh+/ > f(n)|dz.

Y z<n<z+h Y+h (1—¢h7)z<n<a

2. Aplique el apartado anterior para demostrar que

2X 2Xx’
/ Z f(n)|dv < 0Xh + 5 X<H)}’<3X/ Z f(n)|dx.

X r<n<z+h ! (1_L) <n<
s w7 )z<n<z

3. Tomando el ¢ adecuado, concluya que el Teorema implica el Teorema

Ejercicio 3.2. Para cierto B > 1 y todo h > X'/6(log X)#, vamos a ver una
demostracion del resultado

EX<IS2XIE(1—%)(E<TLS$A(TL) - 1‘2 = 0(1)7

usando diferentes resultados conocidos sobre la funcion ¢(s). Se trata de un resultado
clasico, conocido ya mucho antes de Matomaiki y Radziwitl.

Notese que este resultado implica que hay primos en casi todos los intervalos de
longitud h. Usando técnicas similares (pero un poco mas complicadas) es posible
demostrar lo mismo para A\(n) en vez de A(n) — 1. Por otra parte: ;por qué es que la
demostracion que hemos hecho en esta seccion para A(n) no vale para A(n)—1? (Hay,
por otra parte, resultados sobre A que pueden ser probados de manera indirecta
usando los trabajos de Matoméki y Radziwilt sobre A(n): ver [15, Thm. 1.3].)

1. Como en la prueba de la Proposicién demuestre que, si z € (X, 2X],

1 1+105X+Z? ot s
B gpeanzeA®) = 5 | e M5 (5) = g5 + 0(510g X)

ol N e
: . . ;o X/h X/h
para cierta funcién analitica Ms p(s) < min(1, REIE z) para Rs > —1,

con M5 (1) =1+ O(9).
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2. En la zona —1 < Rs < 2, los tnicos ceros de la funcion ((s) estan en
0 < Rs <1,y si N(T) es el namero de ceros con [Ss| < T, entonces
N(T) ~ LlogT y N(T +1) — N(T) < logT. Ademsés, si |3 —1>1ys
estd a distancia € del cero de ((s) més cercano, entonces % < %

Usando esa informacién, el apartado anterior y el teorema de los residuos

demuestre que, para algiun |w| < 1,

E(—typenceAn) = 1= 2" "M 4(p) + O(5(log X)?),
p

donde p son los ceros de ((s) que satisfacen |Sp| < % + w.
3. Usando la formula del apartado anterior y procediendo como en la demostra-
cién de la Proposicion [3.4] demuestre que

Ex<o<ox|Bo_n),cne,An) — 117 <log X Y~ X 2077 4 O(5(log X)?).
P
4. Se sabe que el nimero N(o,T) de ceros de ((s) con 0 < Rp < 1y |Fp| <

T satisface N(0,T) < T% =9 (log T)*, para cierto A > 1 (teorema de

densidad). Use ese hecho para acotar L X 20=%0) por cierta
og

o<Rp<o+
funcion S(o) creciente si hd? > X1/6.

5. Usando los dos apartados anteriores y la region libre de ceros del Teorema [2.2]
demuestre el resultado que se menciona al principio del problema. Observe
también que si se cumpliera la hipétesis de Riemann, podriamos demostrarlo
para h > (log X)°.

Ejercicio 3.3. Usando el Teorema [3.11} vamos a mostrar que, cuando 0 < e < 1/6
y exp((log X)'~¢) < h < X/2,

1

2

Ex<o<ox|Bu_n)zcnc A" e log X)1 ¢

1. Sea j € N. Si definimos h; por 1 — hy =(1- %)1/j, dividiendo la suma
interior en j trozos, demuestre que para |f| < 1 se cumple

F)*.

2. Usando el apartado anterior y el Teorema demuestre la desigualdad del
enunciado del problema.

2 _ 2 .
Ex<o<ax|Eq_n)pcn<a f(M)° <j o Jmax IEX/QESZX/HE(I

h
'e[X —h,X] - )z<n<z

3.2. El caso general: valores excepcionales. Cuando h es mas pequeno que
un cierto nivel — digamos, exp((log X)?/3) — nos encontramos con un obstaculo. No
podemos hacer que @Q sea mas pequeno que exp((log x)%/3+¢), pues estariamos fuera
del rango en el cual podemos aplicar la Proposicion [3.9] Por otra parte, tampoco
pareceria que podemos tomar h mas pequenio que @Q: el rango de integraciéon en

X/h
| 1 Zua e+ inPar

es demasiado grande como para que podamos aplicar la Proposicién (es decir, la
estimaciéon de valor medio que viene del Lema .

Existe la alternativa siguiente. Nuestra ganancia viene del factor |2y, ,|? < M 127Q
en . Podemos estudiar por separado los valores de t para los cuales |Zy, | es
excepcionalmente grande — digamos |2, | > Q~'/9. Si demostramos que tal cosa
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sucede s6lo para muy pocos valores de s = 1 + it, podremos usar el teorema del
valor medio de Hal4sz-Montgomery (Proposicion [2.12)) en vez del Lemam para
acotar

M / | Zxg 0.5, (1 + it)[*dt.

0<t<X/h
—1/9
1Z5, o1>Q@7Y

Mostremos, entonces, que el conjunto de valores de ¢ para los cuales | Zy, , (1+it)| >

Q~1/9 es suficientemente pequefio.

Lema 3.12. Sea |f| < 1 con soporte en los primos de (Q,2Q] y (logT)? < Q < T*/3.
En ese caso, el conjunto de t en [0,T] tales que |Zy(1+it)| > Q19 tiene medida
O(T*/?).

El exponente 4/9 no es 6ptimo, pero nos sera suficiente.

Demostracion. El teorema del valor medio (Lema [2.10) aplicado a |Z¢(1 + it)|? no
controla bien los valores grandes de |Z¢(1 + it)|. Para conseguir tal control, es mejor
usarlo sobre potencias superiores de Z;. Lo aplicaremos a Z;(1 + it)! con ¢ € Z+
tal que Q! < T < Q. Asi, como

+zt Zan —l=it

donde a,, tiene soporte en (Q, (2Q)!] y |an| < !, por el Lemammnemos
T T ) ‘a ‘2
/ |Z;(1 4 it)!? = / > e TPAE< (2Q)° )
0 0 n
Qt<n<(2Q)* n

<02Q7 Y. i<t <1t
Q<p<2Q

Asi, si A es el conjunto del enunciado, tenemos que (Q~/?)*|A| <« ¢¢. Como
Q > (log T)?, sabemos que £ < QY9 y por lo tanto
|A| < (QZ)S/Q < Q3/9T3/9 < T4/9.
([l

En el siguiente resultado mostramos que podemos controlar la integral sobre los

valores excepcionales de Zxi y -

Teorema 3.13. Sea h>1y Qo= exp((log X)?), donde 2/3 < B < 1. Entonces,
para 0 < p <1—g5, a=1/(logQo)” y1/(log X) <& <1/(log Qo)”,

1
| Zx1 (s))*ds <p,p 7—m>
/[1,1+z'if]\ﬂ7w0yéy (2] 7 (log Qo)

a,8

con 5 4 ~.a,6 €l conjunto de todos los valores de s =1+1it, 0 <t < X/h, tales que

1Z 10,5 (5)] < Q77 para todo Q € [A%, AJNZ, donde f1,q.5(n) = f(n) 1(q,a+5q) (1)
sin es primo y 0 en otro caso.

Demostracion. Comenzamos como en la demostracion de la Proposicion [3.10}f es de-
cir, aplicamos el Corolariopara concluir Zx1 . ,, (1+it) < exp(—(log X)*/>F(l))
para t < exp(y/log X) (digamos). Asi, podemos quitar esa parte de la integral, y
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en el resto usamos el Corolario para factorizar Ziy ,,- Aplicando (3.7) y la
Proposicién para controlar Z,,,., obtenemos

/[1 LHiX/h\T |Z>\1<x,2x1(5)|2d8

2,Q0.1/9,(log Qp)~P,(log Qo) ~#’

1 1
<0 (Tzar) * 5,

con B = [1 +iexp(vIogX),1 + iX/h] \ T q4,1/9,a,6- Como p < 1, el término
de error exp (—(logPo)3/5+°(1)) en |) es absorbido por O, (1/(log Qo)”). Por

Cauchy-Schwarz, de manera similar a (3.9)),

(3.11) /B

2
Qo dQ
/ Zf1,cg,5 (s)Zf2,Q(l+8),X/Q(S)6 ds
QY

2
ds

Qo dQ
/ Zfl,Q,é(S)ZfQ,Q(1+6),X/Q (s)a
QF

—« . 2
S(IOgQé )2mQaX/B|Zf1,Q,z$(S)ZfZ,Q(l-HS),X/Q(S)’ ds,

donde el maximo de @ se toma en el intervalo [QF, Qo]. (Después de aplicar Cauchy-
Schwarz, invertimos el orden de las integrales, y luego reemplazamos la integral
ahora exterior por un maximo.)

Ahora sacamos el maximo de Zy, , en B, aplicando la Proposicion con
a=1-1/((3/2)B(1 — p)) (Notese que S(1 —p)-(3/2)- (1 —a) = 1, por lo cual
exp((log Q)/2(1=@)) > X'). Obtenemos que

/B ‘ZAvavJZAZ,(lJrS)Q,X/Q|2d8 < eXp(72(10gX)a)/B %5z 0048),x70 |*ds.

Finalmente, tenemos que B = Uy Bg con Q' € [QF, Qo] NZ y By contenido
en el conjunto de t € [0, X] tales que |Z, , (1 +it)| > Q'~1/%. Por el Lema
tenemos que |Bg/| < X*4/9 o cual implica que |B| < QoX*/? = X*/9*t°(1) Luego,
por Haldsz-Montgomery (Proposicion [2.12)), concluimos que

X
/ Zg o8y 50 2ds < (Q +X4/9+"<1)\/Xlogx> S QX<
B

n<X/Q

lo que demuestra el teorema. (Il

FEjercicios.

Ejercicio 3.4. Sea |f| <1, X >1ye>0.

1. Use el Teorema del valor medio para demostrar que la medida del conjunto
de t € [0, X] para los que | Y-y cox f(2)p™"] > X7 es O(X>).

2. Use el Teorema del valor medio, junto con una elevaciéon a una potencia
(como en la prueba del Lema [3.12)) para demostrar que, para todo k > 1, la
medida del conjunto de t € [0, X*] para los que [}y <o flp)p~i| > X1~

es Oy (X2Fe).
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3.3. El caso general: valores tipicos. Es imposible controlar una integral

/ |Z)\1[x,2)(](5)|2d5
TN,Qpv,ex,6

factorizdndola con un factor del tamano @y, ya que @y es mucho mayor que h.
(Recuérdese que I g, ,~.a,6 €5 €l conjunto de los valores “tipicos” dentro del intervalo
[0, X/h].) La idea crucial ahora es usar que es posible sustituir dicha integral por
otra del tipo

/ ‘Z/\l[x,zx](s)|2dsﬂ
I

,40,Y —€,,8

con ¢ sustancialmente més pequenio que Qo, si pagamos aumentado el tamano que
permitimos para el factor zeta correspondiente. Dicho resultado esta basado en el
siguiente lema, que de nuevo usa el teorema del valor medio.

Lema 3.14. Sea 0 < ¢ < 7 < %, (logQ)¥e < ¢ < Q/* < X<loglong>3, Sean
fos f@,9x/q + Z — C funciones con |fq(n)|,[fo(n)],lgx/qo(n)| < 1 para todo n.
Asumamos que gx,q, fq Yy fq tienen soporte en [X/Q,2X/Q], en [Q,2Q] y en los
primos de [q,2q], respectivamente. Entonces

2 —
121 (8) Zgy ()2 ds < Q.
s€[1,1+iX]
1Zsq (s)I<Q™7
|Zs, (8)|2q 7
Demostracion. Podemos acotar la integral por
2

|Z

9x/Q

1+iX

(s)]* ds.

()

Tomando /£ natural tal que ¢ < Q < ¢“*', como (¢75)#Q?7 < Q¥ ~%#Q % =
Q2% vemos que la integral del enunciado es

< Q™ / Zg,0(8)]Pds < Q27

s€[1,1+iX]
|Zs,(s)|>q~ 7"

1

) 1+iX . )
<<Q7 ‘ ) |qu(s)ZgX/Q(S)| ds.

Ahora se trata de acotar la integral por el teorema del valor medio (Lema [2.10)).
Tenemos

X , , o2
/ 125, () Zgx 0 (5)Pds < 2°X > 5
! X/q<n<20+1X
con
ap = Z 1< Z 1=20lw(n)
Pip2...pem=n rm=n
q<p;<2q plr=-q<p<2q
X/Q<m<2X/Q
con w(n) la funciéon totalmente multiplicativa con w(p*) = 1 si p & [q,2q] vy
. —s —2s
w(p*) =k +1sip € [g,2q]. Como Z,2(s) = ((s) [<p<aq %, luego

con residuo en s = 1 de la forma ], . ,,(1 + O(1/p)) < 1, podemos proceder
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como en la demostracién del Lema para demostrar que Y., _ w?(n) < z para
x > X/q. Por lo tanto

1+iX
74 ()7 s)|2ds < ¢22% ()2 <« e,
l fa 9X/Q q q

1

Como q < Q*/* y 1?* « (logQ)* < (¢°/*)** < Q°/?, hemos acabado. a

Ahora veamos que efectivamente podemos sustituir la integral de Z; sobre
T$.Qo,c,0,5 (“valores tipicos con respecto a Qo) por la integral de Z; sobre % 40 c.a.5
(“valores tipicos con respecto a ¢q”), donde go es mucho méas pequetio que Q.

Proposicion 3.15. Sea f totalmente multiplicativa con | f(n)| < 1 para todo n. Sea
Tt A~.a,6 definido como en el Teorema . Sea Qo < exp((log X)'7¢), € € (0,1).
Entonces, para v € (1/loglogQo,1/2),0<e<1,0<p<1, p<kr<1l-—p, ast
como a < 1/(log Qo)?, o/ =1/(logqo)' ¢, 1/(log Qo) < § < 1/(logQo)?, 0 < §' <1
y log gy = (log Qo)", tenemos que

/ L iZnPds < /

1
) 2@ s+ Onne (o)
con fx = f-1ixox) ¥y =7 —1/loglog Qo.

(log Qo)

,Q0Y, 8 fra0.7" e’ 8!

Cualquier funcion del tipo (log Qg)°™") podria usarse en vez de loglog Q.

Demostracion. Podemos suponer que oo = 1/(log Qo)?, ya que a < g = 1/(log Qo)”

implica 7% Qo,~y.0.6 C 71,Qov,00,6
Para comenzar,

/ 1Zp, (s)ds
TF.Qov,a.8

< [ iznGrdss / 121 (5)Pds.

yf-,qo,'v/,a’,fs’ yf,Qo,7,@,5\*7f,q0,«/’,a/,5’

Apliquemos el Corolario para factorizar Z¢, , usando (3.7)) y la Proposicién
para controlar Z,,... Obtenemos, procediendo como en (3.9)) o (3.11)),
|Zgx (5)[*ds

75,0705\ T}, 4.~/ 0 5!

1 (log Qéfo‘)z
< Op ((log Qo)p> + 52

. 2
’ QEr[%%‘i(Qo] |Zf1,Q,5(S)Zfz,Q(1+5),X/Q (8)| ds.

yﬂQo,w,a,J\gf,qo,_y/.’a/15/

Ahora bien, para todo s € 7 q,,~,a,5, tenemos, por definicion, que |Zy, , ;(s)] <
Q77 para todo @ € [QfF, Qo] N Z, luego |Zy, 0.5 < % + Q77 <« Q77 para todo
Q € [QF,Qo]; mas atn, si s & T 49.4,a,5, entonces |Zy,  (s)] > ¢~ para algtin
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q € [g&, q0) N Z. Asi, vemos que

2
/ ‘Zfl,Q,S(S)ZfQ,Q(1+(S),X/Q(S)| ds

T£.Qov..5\Tf,q0,~ ol 6

<og mix [ 120,02 (s)[2ds
4€la8 o] f1.Q,5 f2,Q1+8),x/Q )
s€1,14+4X]
‘ZflyQ,(s |<<in
—~7
‘Zflyqyé/‘zq v

donde recordamos que 7 g, v,a.6 C [1,1+4X/h] C [1,1+ iX]. Aplicando el Lema
[3:14] tenemos la cota

— — -3 4
0 [ 120002 (o) < Q7 < a(@5) < @57
s€[1,144X)
‘Zfl,Q,5|<<Q_’Y
IZfl,q,J,\Zq’”/

para 7' = v — ¢ y cualquier ¢ € (0,7) tal que (log Qo)** < ¢ y qo < an/4. Para
e = 1/loglog Qo, estas desigualdades se cumplen (debido a x + p < 1), si asumimos
que @y es mas grande que una constante ¢ que depende sélo de p y k. Bajo las
mismas condiciones, QES%M < 1/(log Qp)” (por un amplio margen). O
Teorema 3.16. Supongamos que 0 < € < 1/3, Qo = exp((log X)!7¢) y 1 < h <
exp((log X)?/3=¢€). Entonces, para o = § = 1/(log Qo)?, 1/6 < p < 1/3,

/,

2,Qqs §as8

1 1
Zy. %ds <. m4 :
s (s i (o i)

Demostracion. Supongamos primero que h > exp(y/log Qo). Aplicamos la Pro-
posicion una vez con p, v = 1/9, & = 1/logh, o/ = 1/(logh)* ¢y k =
(loglog h)/(loglog Qo), de tal manera que go = h. Es facil ver que 1/2 < k <
(2/3—¢€)/(1 —¢€) <2/3, asi que p < kK < 1 — p. Obtenemos

1
Z 2ds < _— Z 2
LA | >\1[X,2X] (8)‘ dS — OE ((log QO)p> + /7 | >\1[X,2X] (S)| dS,

puesto que podemos suponer que v — 1/loglog Qo > 1/18.

Ahora utilizamos el Corolario para factorizar Zxi ., ,,, con h en vez de
Qo, a = (logh)~(1=9). Por Cauchy-Schwarz, la Proposicion y la definicién de
Toh, ok 5> concluimos que

1Qo § 0,6 Ak, g, ,6"

/ |Z)\1[X,2X] (S)leS
T,

A,;L,Tls,u/,a/
<O (—2 )+ ogh) by % =0, (—
“\ (log h)t~¢ s -~ “\(logh)t=< )~
Supongamos ahora que h < exp(y/log Qo). Procederemos exactamente como antes,

excepto que iteraremos el uso de la Proposicion Definimos Q;+1 = exp(v/log Q;)
para i = 0,1,..., hasta que llegamos a un i tal que (logh)? < logQ; < (logh)*.
Entonces definimos m =i+ 1, @Q,, = h.
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Comenzamos aplicando la Proposicion con p,y=1/9,0" =6, =1/logQq,
o =a; =1/(log@Q1)'7¢, k = (loglog Q1)/(loglog Qo) = 1/2 y los valores iniciales
de a y §. Obtenemos

1
2 2
Loy Ps@Fis =0 () [ (P

X.Qp,%,a.8
donde 71 = v — 1/loglog @Qy. Luego aplicamos la Proposicion para i =
1,2,....m—1,conp=1/2—¢€,v=,0 =6, a=qa;, § =061 =1/logQit1,
o =aj1 =1/(logQir1) ¢y k= (loglog Qi+1)/loglog Q; = 1/2. Asf,

/ |Z>\1[X,2X] (S)|2d8
I

JQ4 Vi, 05
1 2
ga(mum%)*[ Za1,x ()P,

7NQ¢+1 Vi1 Q4150541

donde ;41 = v; — 1/loglog Q;. Esta claro que 1/(log Q;)*/? < 1/(log Q). Verifi-
camos que

2 1

loglogh ~ 18’

1 1 1
< — =
Z S = 2: k
= loglog @Q; ~ loglog Q. = 2

ya que podemos asumir que h es mas grande que una constante. Por lo tanto,
Ym > 1/18.

Terminamos usando el Corolario exactamente como antes (h en vez de Q,
a = (log h)_(l_e)). Por Cauchy-Schwarz y la Proposicion concluimos que

/ |Z)\1[X,2X] (S)|2d8
gA,Q

msYm,m,Sm

<O, <;1L)1) + (log h)* (exp ((log b))~ = O, ((log}ll)l) .

(log
0

Ahora ya podemos concluir nuestro resultado principal.

Teorema 3.17. Sea 1 < h < X. Entonces, para € > 0 arbitrariamente pequerio,

1 1
3.12 Ex<z<ox|E A(n)|? <. mé , )
(3.12) x<o2xX Bt e cncaA ()] < max((logX)l? (logh)1_6>

Demostracion. Podemos asumir que h < exp((log X)?/37¢) (como en el Ejercicio
3.3). Aplicando la Proposicion tenemos la cota

.
Itise

EX<I§2X|]E(17%)z<n§m)\(n)|2 < / ‘Zkl[xgx] (S)|2d8 + 0(5)
1
Tomemos § = h~'/* (digamos). El resultado (con un multiplo constante de € en
vez de ¢, lo cual es claramente inofensivo) se sigue del Teorema y el Teorema
3.16] aplicados con hd? en vez de h, a = § = 1/(log Qo)?, Qo = exp((log X)) y

— 2
p=1- 3355 0
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Es posible obtener una cota con (loglogh)/logh en vez de 1/(logh)'=¢ [L1].
Hemos optado por nuestra cota por simplicidad.

El Teorema [3.17) implica inmediatamente el Teorema 3.1} por un breve y conocido
argumento (Chebyshev / cota de varianza) que ahora mostraremos. Escribamos la
cota en de la manera < ¢,/ max(log h, (log X)'/3)1~¢. Entonces, para todo C,
la proporcién de valores de X < x < 2X tales que

NG
A(n)| >
1= 4 )ecnzaA ()] 2 méx(log h, (log X)1/3)(1=)/2

=

es a lo mas 1/C?.
Si, alternativamente, siguiéramos [I1], podriamos mostrar que, para h en cierto
rango, una cota mas fuerte vale: la proporcién de x tales que

(313) |]E(1fh/X)x<n§x)‘(n)| > C/(lOg h)l_e

es pequena. La diferencia principal consiste en que [11] separa desde un principio
el conjunto S de enteros X < n < 2X con factores primos del tamano deseado, y
prueba una cota de varianza para ellos; luego reintroduce los enteros que quedaron
fuera de S al ultimo momento. De esta manera consigue mostrar que pocos x
satisfacen , aun si la forma de la cota de varianza es en esencia la misma.

FEjercicios.

Ejercicio 3.5. Sea2 < h=0(X), h € N, h — oc.
1. Sea f(n) = cos(&xx).
a) Demuestre que, si bien oscila en intervalos largos (i.e., >y _,<ox f(n) =

0(X)), no oscila en intervalos cortos:
Y. f)>h
z<n<z+2h
para todo z € [X,2X]. Usando la Proposicion deduzca que
cX/h
/ S fmn a1
) X<n<2X

para alguna constante ¢ > 1.
b) Muestre que
> f(n) <100
X<n<u
para todo u. (Consejo: la funcion f es periddica, con periodo 100.)
Deduzca, por sumaciéon por partes, que

Z fn)n 17" <« th/X

X<n<2X
para todo t.
¢) Deduzca que, para h tal que (logh)'%° < X/h,
eX/h

LY fnT T Pdt > 1

(log hy1oo X <n<2X

para alguna constante ¢ > 1.
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2. Sea S el conjunto de niameros que son producto de dos primos, uno en
[P,2P] y otro en [X/P,2X/P]. Sea g(n) la funcién multiplicativa tal que
g(p) = COS(th) Asumiendo que h = X/19 y P = v/h, demuestre que

cX/h

|Zg —1 zt2dt<<c

1
20°
(log hy100 "€5 oz %)

para cualquier constante ¢ > 1. Sugerencia: use el Teorema del valor medio
(Lema [2.10) y la Proposicion (o mas bien su prueba, pues consideramos
valores de t por debajo de lo que la Proposiciéon cubre).

Ejercicio 3.6. Sea4 < h < ( )1/5. Sea S el conjunto de ntimeros que son producto
de tres primos, uno en [h, 2h] otro en [h? 2h?] y otro en [X/h3,2X/h3]. Sea f(n)
una funciéon multiplicativa tal que Z(t) = qu[h2,2h2] F(q)g~ 1= < (h?)~1/? para
todo t € [(log k)%, X /h].

1. Muestre que

St =" fpTT > fl@g T YD e

nes pe[h,2h] q€[h?,2h2] rE[X/Rh3,2X/h3]

con p,q,r primos.
2. Use la cota para Z(t) y el Teorema del valor medio (Lema para probar
que
X/h
1 1

; 1
—1—it|2 _
|z€;f(n)n Fdt < (h2/9)2 ' (h=1/18)4 — p2/9°

(log h)lOO
[ 2 petn 2n f(p)p~ 17| >h—1/18
3. Use el Teorema del valor medio nuevamente para concluir que

X/h
1

71 zt 2
1> fn dt < o575

(log h)100 nes

4. COEFICIENTES DE FOURIER DE A EN INTERVALOS CORTOS, EN PROMEDIO

Nuestra tarea en esta seccion es acotar promedios de coeficientes de Fourier de
)\ . ]-(f,,’t—i-h]:

X
/ Z A(n)e(an)| dz.
0 z<n<z+h

Al final de la seccién, veremos como tales cotas implica que el promedio de expresiones
como A(n)A(n + ¢) tiende a 0 para una proporcion que tiende a 1 de todos los ¢ en
un pequeno intervalo (“Chowla en promedio”). Las lineas generales del argumento
siguen las que se seguian para el mismo problema cuando ¢ varfa en un intervalo
grande, asi como para problemas analogos. (El articulo [I2] menciona las fuentes [5],
0], [15] v 21,

El tratamiento sera distinto dependiendo de si « € R esta en un arco mayor o
en un arco menor. (En verdad la definicion depende solo de o mod Z.) Tomemos
Q = Vh. Por el teorema de aproximacion de Dirichlet (Ejercicio , existen
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a,q € Z,1<q<Q, (a,q) =1, tales que |a — a/q| < 1/qQ. Si tales a, ¢ existen
con ¢ < R para cierto R pequeno (serd una potencia de log h), decimos que « esta
en un arco mayor; de lo contrario, existen tales a, ¢ con ¢ > R, y decimos que «
estd en un arco menor.

FEjercicios.

Ejercicio 4.1. (Teorema de aproximacion de Dirichlet)

1. Sean dados o € Ry M € ZT. Muestre que existen 0 < m; < my < M
tales que amy y amg estan a distancia < 1/(M + 1) en R/Z el uno del otro.
Deduzca que |(mg —mq)a —al <1/(M + 1) para algin a € Z™*.

2. Sean dados o € Ry unreal Q > 1. Concluya que existen a,q € Z*,1 < ¢ < Q,
(a,q) = 1, tales que

1
<

T @
(Aplique la primera parte del ejercicio con M = |Q].)

a
o — —

Ejercicio 4.2. En este problema vamos a discutir, a vuelo de pajaro, una variante
relativamente sencilla del problema ternario de Goldbach, para ilustrar el uso de
sumas exponenciales > A(n)e(an) similares a las que estudiaremos en esta seccion
(si bien en verdad mas antiguas).

Para N € Z*, consideraremos la suma

Sv="Y_ Ma)AD)A(c).
a,b,c>1
a+b+c=N
Si cambiaramos A por la funcién indicatriz de los primos estariamos calculando el
nimero de maneras de escribir N como suma de tres primos. Nosotros queremos
demostrar que Sy = o(N?), lo que nos dirfa que entre las tripletas de ntimeros que
suman N hay la misma probabilidad de tener un nimero par que uno impar de
primos.

1. Demuestre la identidad fol e(ja)da =1 para j € Z, con e(z) = e*™*. (Es
la identidad sobre la cual se basa el analisis de Fourier sobre R/Z.)
2. Usando el apartado anterior, demuestre que

1
SN:/O (Ax(a))®e(=Na) da,

con Ax(a) =7 o, <y A(n)e(na). ]
3. Es posible demostrar que max,epo,1]|Ax(a)| = o(N). (Esta es, claro estd, la
parte dificil, la cual omitimos.) Usando esta cota, demuestre que

Sy < o(N)/O |Ax(a)?da = o( N)N = o(N?).

4. Sea T = 3, y>1.04p=n AM@)A(D) la suma correspondiente a Goldbach con
dos primos. Observe que si intentamos demostrar que T = o(N) con las
técnicas de los apartados anteriores, no funciona. ;Por qué? Esto es parecido
a lo que ocurre en la integral de la Proposicion y por eso alli fue necesario
factorizarla.
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4.1. Arcos menores.

Proposiciéon 4.1. Sean X > 1,1 < h < X, 1< R <logh. Sea a € R tal que

existen a,q € Zt, R < q < Vh, (a,q) = 1, tales que |a — 7| < f Entonces
2X
(log R)?
(4.1) o / S Awefan)|dr < S5
r<n<z+h

Demostracion. Probar (4.1) es equivalente a probar que, para todo 6§ : R — C
medible, con soporte en [X,2X], y tal que |f(z)| < 1 para todo z,

3
(4.2) / 6(z) Y Ane(an)dr < hX (loglf?
R z<n<xz+h R

Sean B =1/2,6 = R™'/4, Qo = exp(R'*) y Py = exp((log R)?). Por el Lema
el lado izquierdo de (4.2)) es igual a

o 3
(4.3) 0 <(1 Rgli) >.hX+ /R bz) Y Amux(n)e(an)dz,

rz<n<x+h

donde ux es como en (3.3) (el error proviene de que cada valor de n satisface
x <n <z + h solo para  dentro de un intervalo de largo < h). Entonces, por la
definicion (3.3) de ux, es suficiente demostrar que

1 Qo dQ _ (log R)?
4.4 _ X,Q,0 -hX
( ) 10g(1+5) /}DU ( Q ) Q R1/4 b
donde
I(X,Q,0) = / 0(x) Z A(n) (U17Q75 * U2)Q(1+5)’X/Q) (n)e(an)dx
R z<n<z+h
=— Z V2,Q(1+6),x/Q(mM)A(m) e(amp) / 0(2)1(y 2 (mp)dz,
Q<p<(1+<5)Q
Y U1,Q.5, U2,ry estan definidos como en (3.4) y (3.5). Por Cauchy-Schwarz,
(4.5)

2

I(X,Q,6)* <<% Z Z 6(amp)/RG(:c)l(%x+h](mp)dx ,

X/Q<m<2X/Q |Q<p<(14+6)Q

ya que va g (1+44),x/¢@ tiene soporte en [X/Q,2X/Q] y |v2,g,(1+46),x/0(m)| < 1 para
todo m.
Ahora expandimos el cuadrado, y cambiamos el orden de la sumaﬁ

I(X,Q,6)* <

X
6 Z //0 (z1)0 xg Z e(a(pr — p2)m)dzidzs.
Q<p1,p2<(1490)Q X/Q<m<2X/Q
Ligmgtith

4A partir de este momento, algunos lectores reconoceran ciertos paralelos con la versién de
Linnik de la prueba del trabajo de Vinogradov sobre los tres primos.
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La suma sobre m es una suma sobre un intervalo I contenido en (z1/p1,z1/p1 +
h/p1] C (z1/p1,21/p1+h/Q). Puede ser acotada trivialmente por < |I|4+1 < h/Q+1;
también vemos que se anula a menos que (x1/p1, (z1+h)/p1]N(x2/p2, (x2+h)/p2] #
(0, lo cual implica

(4.6) D2 e —h < s < 22+ (14 0)h.

D1 b1
También sabemos que, para cualquier 8 € R no entero y cualquier intervalo I escrito
en la forma [mg, m1], mg, m; € Z,

_e(B(my +1)) —e(Bmo)
2 elom) ===

(suma geométrica)

mel

y, por lo tanto,

Ze(ﬁm) < 2 1 2/7

o 2 M| S G =1 = s = 452

donde d(3,Z) es la distancia entre S y el entero mas cercano. Por lo tanto,

Z e(a(pr — p2)m) < min (

X/Q<m<2X/Q
x +h

1
Q" d(a(py pz)ﬂ))’

’1 <m< Zith

y asi, por la condicién 1 ,
X 1
1(X,Q,6)% < = Xh mm< )
(XQofegXn 2 Q' dalp — ), 7)
p1,p2<(140)Q

Ahora bien, para todo entero [, el nimero de parejas Q < p1,p2 < Q + 6Q tales que
p1 — p2 =1 es O(6Q). Vemos entonces que

I(Q, X,6)> < 6X?h Z mm(é d(oj Z))
€z

<@

Ahora bien, por un lema de Vinogradov (ejercicio ,
1) h
1(Q, X, 8)? < 6X2h (Q + 1> (Q +qlog q> .
q

Como R<q<+vh,6=R Yy ? < Py < Q< Qo= exp(RY*) < h'/*, tenemos
que glogg < &'y

(5h h 52X2h2
[(Q. X, <<6X2h< ) < .
<Q g ¢ Q R
Por lo tanto
1 0 dQ Xh  Xh
W/PO I(X7Q,5)§ < (log Qo) Rz = R

lo que demuestra (4.4)). O
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FEjercicios.

Ejercicio 4.3. (Lema de Vinogradov)
1. Para a,q € Z* coprimos y n = ng,ng + 1,...,m9 + g — 1, ng arbitrario,
muestre que las fracciones n/q mod Z no son sino

Oal/qa2/qa"'7(q_ 1)/(1
en algin orden.

2. Sean a« € R, a,q € ZT,1 < ¢ < Q, (a,q) = 1, tales que |a —a/q| < 1/¢Q.
Muestre que, para n = ng,ng + 1,...,n9 + ¢ — 1, ng arbitrario, las distancias
d(na,Z) son a lo mas

0.0 17/2 1 37/2 (¢ —2)/2
9 ) q ) q’ q A q

)

en algin orden.
3. Sean o € R, a,q € ZT,1 < ¢ < Q, (a,q) = 1, tales que |a — a/q| < 1/¢Q.
Deduzca que, para ng y X arbitrarios,

no+q—1 1

n=mno

Concluya que, para N arbitrario,

> min <X’d(ni¢,Z)> < (JZ+1> (X + qlogq).

In|<N

Ejercicio 4.4. En este problema vamos a reproducir el esquema descrito en el
ejercicio [1.2] de §4] para estimar la suma

Sy= > logplogg
p+q+b=N

que cuenta el nimero de maneras (ponderadas) de escribir N como suma de dos
primos y un nimero natural cualquiera. Esta es una versiéon muy sencilla del problema
ternario de Goldbach, y podriamos estimarla sin introducir exponenciales e(na),
pero por una cuestiéon didactica veamos que es posible hacerlo con ellas.

1. Procediendo como en el ejercicio [.2] de §4] muestre que
1/2
Sy = / F(a)G(a)?e(~Na) da
—1/2

N
con F(a)=>,_,elba)y G(a) = ZPSN logp e(pa).
2. En este caso los arcos menores van a ser la zona donde F' es pequena.

Tomemos como arcos menores m = [—1/2,1/2]\ (— 5, 55), con 0 < § < 1/2.
Demuestre usando (4.7) que si & € m entonces
|F(a)] < 6N.

3. Use el apartado anterior, el razonamiento expuesto en el ejercicio [3] de §4 y
el TNP en la forma del Teorema [2.5] para demostrar que

/ F(a)G(a)?*e(~Na)da < 6N?log N.
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En los ejercicios de la siguiente seccién veremos que la integral sobre los arcos

mayores 9 = (— 16, 7 5) da la contribucién principal para Sy (para cierto

5).

4.2. Arcos mayores y conclusion. Examinemos ahora el caso de oo = a/q con
¢ un entero pequenio. La idea es entonces que e(an) es una funcion g-periodica. Asi,
lo que nos gustaria es sustituir A(n)e(an) por A(n)f(n) con f(n) alguna funcion
multiplicativa, para intentar usar las técnicas de la seccién anterior. Esto es posible,
usando anélisis de Fourier para funciones F' : G — C, con G = (Z/qZ)* el grupo
(abeliano) de residuos modulo ¢ coprimos con ¢, con la operacion de multiplicacion.
Dicho analisis permite expresar F' como suma de varios cardcteres mddulo q. Un
caracter modulo ¢ no es sino un homomorfismo y, : G — C*. Podemos extender tal
homomorfismo a una funciéon multiplicativa y g-periddica x : Z — C, simplemente
poniendo x(n) = 0 para n no coprimo con q.

Nosotros sblo vamos a usar que |x.(g)] = 1 y que los caracteres y, modulo ¢
forman una base ortonormal G del espacio de funciones de G = (Z/qZ)* a C. En
verdad, G es también es un grupo. Todos estos hechos son ciertos en general para
grupos abelianos finitos G. Pueden, por cierto, ser probados facilmente (ejercicio
13).

Si «v esté cerca de un racional con denominador pequeno, vamos a ver c6mo pasar
de sumas cortas de A(n)e(an) a sumas cortas de A(n)x(n) para algtn caracter y de
modulo pequeno.

Proposicién 4.2. Sea 1 < R*<h < X, |a — %| < q—\l/ﬁ con ¢ < R. Entonces

2X
hX/ A(n)e(an)| dr <
a:<n<:r+h

1 1 SX/
5 R mix / S Aw)x(n)|de
X s<n<z+h’

donde el mdzimo se toma sobre los cardcteres x de mddulo menor o igual que R y

sobre X' € [X/R,X|, ' € [Vh/R?,v/h/R].

Demostracion. Comenzamos con la desigualdad

e ]S gwla<o(B) e [T X o)

z<n<z+h rz<n<z+hi

para 1 < hy < h, |f] < 1, que simplemente proviene de dividir la suma interior en
sumas de longitud h;. La usamos con f(n) = A(n)e(an) y hi = V/h/R. Ahora bien,

S Ametan)| = | S0 Ane (“q”) e <<a— Z) (n—x))

rz<n<z+h, r<n<z+hi

— — 1 -1
y como |(a —a/q)(n — x)| < Q\/ﬁhl < R™" tenemos que

| Z A(n)e(an)| = Z A(n)e (an> +O(R Yhy.

rz<n<xz+hi rz<n<z+h; q
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Asi

];(/sz > An)e(an)|dr < R‘1+h11X /ng > Ane (Zn) da.

z<n<z+h rz<n<z+hi

Como n +— e(an/q) es g-periddica, podemos escribir (ejercicio

e(zn>21dln S a(n/d),

dlq X€(Z/((q/d)Z))*

donde |ay| < 1. Podriamos tener una mejor cota para a, (sumas de Gauss), pero
no nos importa. Obtenemos que

;/:X Y Am)e (Zn) da

rz<n<z+hy

< %Z Z /X A(m)x(m)|dx

dlg x€(2/((q/d)2))* Zom<e

1 3X/d
i !
=4 W X7 / S Mm)x(m)|de.
(z/((q/d)2))* o' <m<z/+ L

Con la proposicién anterior vemos que sélo nos queda controlar el promedio de
sumas cortas de A\(n)x(n). Para ello, vamos a ver que funcionarian las técnicas de la
seccion anterior, igual que para A(n). Lo tnico que necesitariamos usar en la prueba
es cancelaciéon para las sumas

> An)x(n) > xpp',

n<x p<@Q

y el control de dicha sumas depende de las funciones Zx,(s) = Z,2(2s)/Zy(s) vy
7 (5)/Zx(s) con Z,(s) = L(s, x), donde s~ L(s, x) son las asi llamadas funciones
L de Dirichlet:

L(s,x) = > _ x(n)n™".

Por lo tanto, necesitaremos control sobre los ceros y el tamafnio de dichas funciones
zeta. Para el caso de X\ usamos [0, Thm. 8.29] (que es nuestro Teorema y en
el lema anterior a dicho teorema puede verse que dicho control proviene de cotas
superiores para |L(s, x)| en dicha zona. Como

o0 b —S8
L(s,x)=q° (b) m+ —
X) =4 %X mz::O < q)

Y Dome_o(m 4 «)™% es muy similar a ((s), esencialmente podemos conseguir para
|L(s,x)| las mismas cotas que para |((s)|, y asi tenemos un equivalente al Teorema
[2:2] para este caso.
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Teorema 4.3. Hay una constante ¢ > 0 tal que L(s,x) # 0 para s = o + it con

oc>1- logq+(logt)273(log10gt)1/3’ [t| > 3, y en dicha zona también se cumplen las
cotas
1
— K logq+ (logt 2/3 loglogt /3
LG5 st/ loglos
L'(s, x)
2 < log g+ (logt)?/3(loglog t)'/3.
L(s, x)
Ademds, en |t| < 3 se cumple que L(s,x) #0 eno > 1— m Yy en esa zona

T < Vallogq)?, ZEXY <« /g(log g)?.

Las cotas para |t| < 3 son clasicas y provienen de otras técnicas [19, Capitulo 11].
Estos resultados son todos efectivos; no esconden constantes no especificables — en
particular, no lidiamos con los ceros de Siegel.

Para demostrar el Teorema[2.3| usamos las cotas del Teorema [2.2) con ¢ escogido de
manera tal que (logt)%/3(loglogt)'/? sea igual a (log z)%/%(loglog )'/?, por lo que,
si \/q(log q)? < (log 2)?/°(loglog z)/®, tendremos las mismas cotas en el Teorema
y luego seran ciertos los resultados analogos al Teorema y al Corolario
para A(n)x(n). En particular

Corolario 4.4. Seanz > 1, t < e(logz)s/s_F, € > 0, y x un cardcter de mddulo
q < (logx)*/5=¢. Entonces

A(n)x(n) 0
Z W < exp(—(logx)3/5+ 5(1)).
r<n<2x
Ademas, en la zona logt > (log Q)% con a > 0, si ¢ < (log Q)? tenemos que las
cotas del Teorema [£.3] serfan las mismas que sin log ¢, y luego el resultado analogo a
la Proposicion [3.9] también sera cierto.

Proposicién 4.5. Sea x un cardcter de modulo ¢ < (log Q)?. Para exp((log Q)¢) <
to < exp((logQ)3/D0-0)) 4 >0,0<6<1,

> X < exp(—(log @) M),
Q<p<(1+8)Q

Como en la demostracion del Teorema [3.17] se usa el equivalente al Corolario [.4]
con x ~ X y el equivalente a la Proposicion E con log Q = (log X)!~¢, tenemos
que

Teorema 4.6. Sea 1 < h < X, ¢ > 0. Para q < (log X)*/5~¢,

1 1
log h)1—¢ * (log X)1/3—¢"

Ex <o<2x[Bi_2)pcnca A (n)X(0)]* < (

Corolario 4.7. Sea 1 <h < X, ¢ > 0. Para q < (log X)*/>~¢,

1 n 1
log h)1/3=¢ = (log X)1/9—¢"
Demostracion. Notemos que es suficiente demostrar la desigualdad

1 1
(log h)1/3—6 + (log X)l/g—e'

Exca<ox |[Ezcn<azrnA(n)x(n)| < (

(48) EX<$§2X |Ex—h<n§zA(n)X(n)| <e
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Ahora, para 0 < § < 1 tenemos que

Ex<e<ox [Bzn<n<eA(n)x(n)] < Ejicta)yi<e By <a<y 16y [Bzn<n<aA(n)x(n)]
Y=(136)i X

y como para cualquier z € (Y, Y + 0Y] se cumple que
Ey—hen<aA(n)x(n) = O(0) + E’L’fh%<n§r)‘(n)X(n)
deducimos que

EX<z§2X |Ez—h<n§z)\(n)X(n)‘ < 4 + Yen[l)?é(X] EY<z§Y+5Y|Ez—h% <n§z>\(n)X(n)|

Ahora aplicamos Cauchy-Schwarz:

Ey o<y 16y |Ez—nz <n<aA(n)x(n)| < \/]EY<33§Y+6Y |Ez—h e <n<azA(n)x(n)]?,

y luego, por el Teorema (acotando brutalmente la integral de una cantidad no
negativa sobre (Y, Y 4 dY] por la integral de la misma cantidad sobre (Y, 2Y]) vemos
que

1 1
E E.— A d i 61 :
X<o<2x [Eza—nen<aA(n)x(n)| < +Y€Tf1)g§X]\/ <(log h)l—¢ + (1Ogy)1/3—e>

Finalmente, tomando

p [ 1 1
o= i (Lo (e )
demostramos (4.8).

Usando los resultados anteriores, obtenemos lo siguiente.

Proposicion 4.8. Sea 1 < R° <h < X, |a — %| < qﬁ con ¢ < R < (log X)4/5-¢.

Entonces, para € > 0,

1 /2X 1 R R
— A(n)e(an)|dr <. = + + .
hX Jx z<7§+h R (logh)i—¢ (logX)s~*
Demostracion. Por la Proposicion [I.2]y el Corolario [£.7} O

Finalmente, usando el Teorema de aproximacién de Dirichlet y tomando R igual
a min((log h)'/3, (log X)'/)4/> en la Proposiciones |4.1] y concluimos que

Teorema 4.9. Sean X > 1, 1 < h < X. Entonces, para todo o« € R y e > 0,

1/2X Z A(n)e(an)|dr < ! + !
hX Jx “(logh)s—¢  (log X)#5—¢

z<n<z—+h

Los exponentes 1/15, 1/45 no son de ninguna manera 6ptimos; el lector interesado
puede divertirse mejorandolos.

Vamos a ver como el teorema anterior implica la conjetura de Chowla en promedio
(Teorema . Para ello, veamos la relacion entre las sumas cortas de f(n) y
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sumas largas de f(n)f(n + h). Supongamos que f(n) tiene soporte finito. Entonces,
expandiendo el cuadrado y cambiando el orden de sumacién obtenemos

dDId P =Y fm)fm)(h—|n—m|).
z  z<n<zth [n—m|<h
Por tanto, escribiendo m = n + j, tenemos que
S P =Y (=1 Y fn+5)f(n)
z  xz<n<z+h ljl<h n

Ahi vemos directamente que las sumas cortas de f(n) controlan un promedio de
sumas largas de f(n)f(n+ 7). El problema es que podria ser que hubiera cancelacion
en la suma en j en vez de en la suma en n. Para evitarlo, usamos la misma identidad

con f(n) = fo(n)e(na), que da

o> fomema)®= > [(hljl)Zfo(n+j)fo(n) e(ja).

r  z<n<zt+h lil<h

Ahora, teniendo en cuenta la identidad de Parseval
1
(19) | 15 asetia) e = 3o
J J

la cual simplemente proviene de que fol e(ma) da = 1,,—0, tenemos que
2

> 100~ 1iDP |2 foln+ ) / SIS fome(na)P| da
[jl<h z  x<n<z+h
Asi, si

M=mixd | > foln)e(na)?

T x<n<z+h
entonces sacandolo fuera de la integral tenemos

Sl 1iDP? <MZ/\ S e da,

\j|<h rz<n<z+h

Zfo n+j)fo(n)

y usando de nuevo (4.9) sobre la parte derecha concluimos que

> lta—=1ihP <MZ > )P

ljl<h z z<n<z+h

Zfo (n+4)fo(n)

Finalmente, aplicando esta desigualdad con fo(n) = A(n)1(x 2x](n) y usando el
Teorema [£.9] obtenemos

Corolario 4.10. Para 1 < h < X y para todo € >0

1 1 1
R § § hy D\ 2 .

j<h/2 X<nn+j<2X (logh)

A partir de ahi es muy sencillo eliminar la condiciéon X < n+ j < 2X, y asi
obtener el Teorema en el caso de dos factores (k = 2). El caso de mas factores se
sigue del siguiente lema (ejercicio
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Lema 4.11. Sea 1 < H < X. Para funciones f,q : Z* — C cualesquiera con
lg(n)| <1, |f(n)] <1 para todo n y soporte en [1, X], se cumple la desigualdad

e SN T < |y 3 1 St TG

R<H n |h|<H n

Reflexiones finales. Como hemos visto, una vez que se tiene una cierta cota sobre
sumas exponenciales en promedio (Teorema podemos obtener el resultado de
tipo “Chowla en promedio” que deseabamos (Teorema con bastante facilidad.

Es bueno reflexionar sobre que tipo de cotas sobre sumas exponenciales necesi-
tamos para obtener otros resultados sobre las autocorrelaciones de A. ;Qué pasa
si deseamos saber el promedio de A(n)A(n + h)A(n + 2h) para la mayor parte de
valores de h en un intervalo pequeno, digamos?

Muchas tales preguntas se reducen a acotar seminormas de Gowers |Myx. Ya
serfa un muy buen comienzo, por ejemplo, poder acotar la sequnda norma de Gowers
|A|r2, definida por
1

2

S > AmAm A+ h)A® A+ ho)A(n + hy + o)
1<hy,ho<H 1<n<X

para todo H = H(X) — oo. En efecto, si pudiéramos mostrar que |A|yz = o(1),
tendriamos que

1
— >3 T AmA(m + )A(n + 2h) = o(1)
h<H n<X

despues de algunas aplicaciones de Cauchy-Schwarz. Mas atn, si pudiéramos mostrar
que la tercera norma de Gowers |\|ys es o(1), podriamos deducir, de manera similar,

que
2

1
— ST AmAm A+ h)A(n+2h)| = o(1).
h<H |[n<X

Acotar (4.10)) por o(1) resulta ser equivalente a probar la conjetura de uniformidad
de Fourier

X
%/0 sup Z A(n)e(an)|dz = o(1)

a€R/Z |\ <atn

para h = h(IN) — oo. Esta conjetura, planteada por primera vez en [12], parece mas

dificil que el Teorema 4.9} en el cual el orden de la integral y del supremo sup,cg /Z
(implicito en el Teorema [4.9)) es el inverso.

Ejercicios.

Ejercicio 4.5. Sea GG un grupo abeliano finito.

1. Pruebe que, para todo caracter x de G y todo g € G, |x(g)| = 1. (Sugerencia:
muestre que x(g)!¢ = 1.)

2. Sea x un caracter no trivial de G, es decir, un caracter tal que existe un
g € G para el cual x(g) # 1. Muestre que

W) > w(h) =D w(gh)=>_ w(h).

hea heG heG
Concluya que ), o ¥(h) = 0.
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3. Sean Y, x’ dos caracteres distintos de G. Muestre que ¥ = Y- X’ es un caracter

no trivial. Entonces, por , S yeq X(9)X' (9) = 0.

4. Muestre que hay |G| caracteres distintos x : G — C. Concluya que los
caracteres de G forman una base ortonormal del espacio de funciones de G a
C con el producto escalar

mm=ﬁ£ﬁwm.

geG
Ejercicio 4.6.

1. Muestre que, para toda funcion g-periddica f : Z — C con soporte en los
enteros coprimos con ¢,

fn) =3 FO)x(n),
Xeéq
donde G, = (Z/qZ)*, éq es el grupo de caracteres de G (ejercicio y
~ 1 S
700 = i > x(m)f(m).
me(Z/qZ)*

Para este proposito, utilice el hecho que @q es una base ortonormal (ejercicio

. Esta claro que, si |f(m)| < 1 para todo m, |f(x)| < 1.
2. Para toda funcién g-periodica f : Z — C,

f) =" f(M)lng=a= Y _ Llanfa(n/d),
dla dlg
donde f4 : Z — C es la funcion tal que fg(m) = f(md) si (m,q/d) =1y
fa(m) = 0 de otra manera. Concluya que para ciertos |a,| <1
f(n) = Z Z aylynx(n/d).
dlq Xeaq/d

Ejercicio 4.7. Demuestre el Lema [{.11] Para hacerlo: expanda el cuadrado, meta
adentro la suma en h, aplique Cauchy-Schwarz, expanda los cuadrados y reagripelos
de forma que queden cuadrados de sumas en n. Aplique dicho lema para demostrar
el Teorema [I.2] a partir del Corolario

Ejercicio 4.8. En este problema vamos a concluir la estimaciéon de

Sy = Z logplogq
p+q+b=N

que comenzamos en el ejercicio |4.4|de Alli vimos que para cualquier 0 < 6 < 1/2
Sx = O(6N2log N) + / F(a)G2(a)e(—Na) da
M

con M = (—%, %) los arcos mayores,

Fla)=) e(ba), G(a) = Z log pe(pa).

b=1 p<N
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1. Use la regla del rectangulo (2 para obtener la estimacion
e(N @) —
2mia

(4.11) F(a) = + o™

para o € M.
2. Escriba G(« ) > n<n (Ln primo log n)e(na). Use Sumaci()n por partes (ejerci-

cio 2.2 E de § , el teorema - 2.5y la estimacion para obtener que
_e(Na) — 5~ 1N
G(a) = ; + Oy (log M)A

2mia

para « € My A > 0 arbitrario.
3. Por los apartados anteriores y el cambio de variable o = t/N, demuestre que

N?
_ 2 2 2
Sy = (C+O(*))N? + O(6N*1log N) + O <62(10g )A>

donde C = [ % dt. Tomando § = (log N)~2, A =5, obtenemos
que
Sy = (C +o(1))N?.

4. Para demostrar que C' = 1/2 sin dolor, verifique que el mismo razonamiento
muestra que Ty = >, ., .y 1 satisface Ty = (C+0(1))N?, y luego muestre
que T = (1/2 + 0(1))N? de otra manera. Alternativamente, muestre que
C =1/2 como prefiera.

5. LA AUTOCORRELACION DE A EN ESCALA LOGARITMICA

5.1. Inicio y esbozo del argumento. Quisiéramos ahora probar el Teorema
[[-3] Para simplificar la notacion, nos concentraremos en el caso a; = as = by = 1,
b1 = 0; es decir, probaremos que, para w = w(x) tal que w — oo cuando & — oo,

5 AmA(n+1) _

(5.1) n

o(log w).

L <<n<lx

w

El tratamiento del caso general (a;, b; arbitrarios) es practicamente idéntico.
De hecho, probaremos (5.1)) en la siguiente forma cuantitativa.

Teorema 5.1. Sean w > e, x > e¢”. Entonces

Z A(n)A(n+1) < log w

n min(logs w, log, x)1/5"

z/w<nlzx

Cuando escribimos log;, queremos decir el logaritmo iterado k veces: log, z =
loglog z, log; z = loglog log x, log, « = loglogloglog x.

El primer paso hacia el Teorema consiste en usar la multiplicatividad de A
para escribir la suma como una suma de sumas con una condicién de divisibilidad.

Lema 5.2. Sea 1 <w < z. Sean 1 < Ky < Ky < x/w. Entonces

A)A(n+1 1 A(n er
G2 3 AAmEU_L s s AR oog i) |
2z <n<zx Ko<p<K; F<n<z
pln

donde £ = 3" per, p~1
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La idea principal de la prueba es que el intervalo z/w < n < x con el peso 1/n
es casi invariante bajo desplazamientos multiplicativos p-, p pequeno.

Demostracion. Estéa claro que

Z Z n+1)_ Z Z pn+p)

K0<p<K1 =<n<z Ko<p<K; ;<n<z

Ahora bien, para p < Kj,

3 A(pn)A(pn + p)

Z=<n<lz pn
A(pn)A(pn + 1 1 1 1
_ Ap)Apn+p) 5 (1 yolylse L
pw<n<% pr p o <n<E C Z<n<w n
- A()A(n +p) | Oflogp)
Z<n<lx n p
pln

Aplicando el Corolario y dividiendo por Ko<p<K, p~1, obtenemos el resultado.
B a

Tras este resultado, para demostrar ([5.1)), sera suficiente mostrar que para algan
par (Ko, K1) conlog K1 = o(logw Yy <k, %) se cumple

(5.3) Z Z n+p) =o | (logw) - Z ;17

Ko<p<Ki 3 <n<z Ko<p<Ki

pln
La idea principal es la siguiente. Los métodos de Matoméki y Radziwilt (en particular,
los que acabamos de ver en nos bastaréan para probar que

(5.4) Z 1 Z n—|—p) =0 | (logw) - Z

1

K0<p<K1 Z <n<r Ko<p<K; p
Ahora bien, si vemos al hecho de ser divisible por p como un evento aleatorio
de probabilidad 1/p, tiene sentido que los lados izquierdos de y sean
aproximadamente iguales.

En verdad, que n sea divisible por p es un evento aleatorio, si tomamos n al azar
entre x/w y z. El problema reside en que se trata de un evento no independiente de
A(n)A(n + p).

Ahora bien, resulta ser que — para hablar de manera aproximada — si la depen-
dencia entre los eventos p|n (Ko <p < K1) y (A(n),\(n+1),...) (z/w <n < x)
es fuerte para muchos valores de (Ky, K1), entonces existe un valor de (Ko, K;) en
la cual no lo es tanto. Existe una medida de dependencia — la informacion mutua,
definida en términos de la entropia — la cual, si bien es un tanto burda, goza de una
propiedad de aditividad. Esto conlleva que se pueda tratar a la entropia como un
recurso agotable; podemos pensar en ella como una sopa con una cantidad finita de
lentejas, de tal manera que, si la gente se va sirviendo, eventualmente a alguien le
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tendra que tocar pocas lentejas (es decir, poca informacion mutua)ﬂ En el momento
que nos toca pocas lentejas, la dependencia es débil, y sabremos proceder.
Ejercicios.
Ejercicio 5.1. Queremos ver que el resultado (5.1)) no es tan fuerte como la
conjetura de Chowla. Sea (a,)nen una sucesion con |a,| < 1.
1. Demuestre que -, a, = o(z) implica }° <, <, % = o(logw) cuando
x — 00, con x > w = w(x) = 0o. Sugerencia: use sumacion por partes.
2. Observe, usando la regla del rectangulo (2.21), que la sucesion a, = n
satisface }° /<<, @n/n = O(1) = o(log w) cuando x — co para cualquier
x> w =w(z) = oo, pero que y . an 7 o(x). Muestre que lo mismo ocurre

i

para a, = Rn' = cos(logn).
. . ) _ . an _
3. Demuestre que si tuviéramos cancelacién para w = 2, es decir -, o<, T =
o(1), entonces si podriamos deducir que Y. _ a, = o(z). Sugerencia: use

sumacion por partes.

Ejercicio 5.2. El Teorema vale en el rango 2 < w < x1/8. Usando ese resultado,
deduzca que el teorema también es cierto en el rango /8 < w < z.

n<zx

5.2. Sumas y esperanzas. En esta seccion vamos a formalizar la relacion entre
las sumas en v los conceptos de probabilidad e independencia que hemos
comentado. Para ello, es conveniente primero partir la suma en n en segmentos
cortos (de longitud H). Esto es lo que hacemos en el siguiente resultado.

Lema 5.3. Sea H un numero natural tal que K1 < H < xz/w. Entonces para
cualquier p < K, tenemos

Z A(n)A(n + p)

» n
w<n<zm

pln

1 1 . . logw 1
:ﬁ Z ﬁ Z A(n—i—j))\(n—i—] +p)1p|n+j+0< H +p) .
Lon<x j<H-p

w

La idea es simplemente utilizar el hecho de que el peso 1/n y el intervalo (z/w, x]
son aproximadamente invariantes bajo pequenos desplazamientos aditivos.

Demostracion. Para cualquier j < H, por cambio de variable

Zw: Z An+HAn+35+p)

n , , n+j
w<n<z w—j<n<z—j
pln pln+j
Como

1 1 1 1
P B D Dt DR D D~
L 4 n-+j : n-+j . on n

=—j<n<E .'L'—]<TL-S(L‘ E<n<E+j z<n<z+j

pln+j pln+j pln pln

1 x/w+ H 1
L -|1+log—F— | K -
b p

x/w

5En la versién oral de estas charlas, se mencion6 a un ollén de locro, pero se hizo aparente que
parte de la audiencia no sabia qué era el locro.



PRIMOS, PARIDAD Y ANALISIS 263

y
1 1 j 1
S i) S ks Y
w5 <n<w n ntJ n>x/w TL(TL+j) n>x/w (n +‘])
pln+j pln+j pln+j
1 H 1 1
<2H Z B <5 / S
n>x/w " p r/wp p
pln
vemos que

(- p) Z A(n)A(n + p)

B<n<z

pln

Y A(n+j>A<n+j+p)1pn+j+O<1).(H_p)_

. n
J<H—-p Z<n<z

Dividamos todo por H. Para concluir, notemos que

D A(n)A(n + p) D 1 p logw+1 logw 1
Tl T sy X <y = +
Z<n<lz Z<n<lz
pln pln

Tomemos Ky = eH/2, K1 = eH, con 0 < € < 1 pequefio. Nuestro objetivo — el
cual nos permitird demostrar (5.3, gracias al Lema — seréa acotar de forma no
trivial la suma

1 1 i j
G5  S=g D o X X MnA M AT D).
%<n§z Ko<p<K; j<H-p

Para ver la conexioén con las probabilidades, observemos que si N es la variable
aleatoria que toma valores en el conjunto de enteros en el intervalo (x/w,x] con
probabilidad

1
(5.6) P(N =n) = % si ne (z/w,al,
donde L = Zm/w<n§m %, entonces podemos escribir
L . )
§=4E ST AN HHAN + 5+ p)ln=—ji) | -

Ko<p<K) j<H-p

es decir, S es la esperanza de una variable aleatoria que es una suma doble de
variables aleatorias. Para examinar la dependencia entre la condicién de divisibilidad
y los términos con A, definimos la variables aleatorias

(5.7) Xg=AN+1),AN+2),...,.\(N+H)), Yg=(Nmodp)r,<p<i,
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con X tomando valores en {—1,1} e Yz en Q = [k <p<r, p%. Asi podemos

escribir
L
(5.8) S=4 ‘E(F(Xu,Yn))
con F: {—1,1}¥ x Q — R la funcién
(59) F(f7 :17) = Z Z x.jxj‘FplypE*j(p)'
Ko<p<Kij<H-p

Obtenemos el siguiente resultado. El interés en estimar la expresion en el lado
izquierdo de ([5.10) viene, claro esté, del hecho que aparece en el lado derecho de

52
Lema 5.4. Sea 1 < w < z. Sean Ky = eH/2 y K1 = eH, con H < z/w y
méx(logw, f) < e < 1. Entonces

n+p) L log w
1 —E(F(Xg,Y
GRS S S = B Yi) + 0 (7).
Ko<p<Ki <n<z
pln
donde L =37, 1, cpcyn "y F es como en (5.9).

Demostracion. Por el Lema[5.3]y las estimaciones del Corolario
(5.11)

Z Z n+p) _g4 Z O(}l)+lolg{w>

Ko<p<K; 3 <n<z Ko<p<K:
pln
K 1 logw  K;
= loglog K1 — log log — .
s+ (logton s —toston 5+ 0 (e ) ) + 0 (% )
elogw + 1
=S4+0|—0—
+ ( log K1 > ’
donde S es como en (5.5). Gracias a e > méx(1/logw, 1/vH), vemos que €logw +
1 < 2¢logw y log Ky < (log H)/2. Usamos la expresion (5.8]) para S. d

El plan es mostrar que, para algin H, las variables Xy e Yy son mas o menos
independientes, y usar este hecho para obtener E(F(Xgy,Yy)) = o(H/log H), lo
cual es exactamente lo necesario para poder concluir, por el Lema que se
cumple. Para ello aprovecharemos que la funcion F' puede escribirse como una suma
de variables aleatorias:

(5.12) F(Z,y) = Z Fy(Z,yp)

%<p§eH

cony = (Yp)p y Fp(Z,-) : Z/pZ — R definida por F),(Z,1) = 3,y j=—4(p) TiTj+p-
Como

H
(5.13) [Fplloo < o S

m\l\s

por el teorema de los ntimeros primos vemos que

H
5.14 Flla € ——
(5.14) 1Pl < o7
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por lo que sblo necesitamos mejorar un poco esa cota para obtener nuestro objetivo
para E(F(XH, YH))
Ahora bien, tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.5. Sean C;n>1y Q=0 x...x8Q, con Q,, conjuntos finitos, y G, una
funcion real sobre Q, para 1 < m < n, con ||Gnl|lo < C. Definamos G : Q — R
por

G(t) = Gty ta, ... ty) = Gi(t1) + Ga(ta) + ... + Gul(tn),
y sea G su promedio sobre ). Entonces, para cualquier 0 < pu < 1, se cumple que
IG(f) =G| < p- Cn

- . . . _u?/2
para todo t € ) excepto para un conjunto de tamano a lo mds 2|Q|1 g R con

R= Q"

Demostracion. Si consideramos una variable aleatoria T = (11,...,Ty,), T,, con
distribucién uniforme en 2, e independientes, el enunciado del lema equivale a
decir que

P(G(T) — E(G(T))| = - Cn) < 207"

Pero esto se deduce directamente de la desigualdad de Hoeffding, que nos dice que
si X1, Xs,...,X, son variables aleatorias independientes tomando valores en el
intervalo [—C, C|] entonces para S = X7 + ...+ X,, se cumple que

(5.15) P(|S — B(S)| > 5) < 255

Un breve comentario: si bien es de forma claramente similar al teorema central
del limite, se trata de un resultado de grandes desviaciones, pues es vélido para s
arbitrario, mientras que el teorema central del limite se ocupa del caso en el cual s
esta acotado por un multiplo constante de la desviacién estandar, es decir, el caso

s < Cy/n. O

Asi, teniendo en cuenta (5.12) y (5.13), podemos aplicar el Lema [5.5| con F(Z, )
para obtener (usando el teorema de los ntumeros primos) que, para H més grande
que una constante y € > 2/v H,

4H
log H

(5.16) |F(Z,9) = F(Z,)] < p

para todo ¥ € {2 excepto en un conjunto Fz C ) que satisface

“w

2
(5.17) |Ez| < 2|Q|' " ziorm

Esta cota, junto con (5.13), nos ayudaré a estimar E(F(Xg,Yy)), ya que solo
tendremos que preocuparnos en mostrar que, la mayor parte del tiempo, Yy tiende
a evitar un conjunto relativamente pequetio de valores Ex,,, dado por Xg. Claro
esta, como Yy esta casi equidistribuida, tal aseveracién se deduciria de inmediato
si Xy y Yy fueran variables independientes. Como veremos, bastara probar una
forma muy débil de independencia, para algin H.
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Ejercicios. Los siguientes ejercicios dan un ejemplo muy béasico de como deducir un
enunciado sobre los enteros de un enunciado probabilistico general sobre sumas de
variables aleatorias.

Ejercicio 5.3. Pruebe la desigualdad de Chebyshev para una variable aleatoria X:
1
P(IX = pl 2 2o?) < 35

para todo A € R, con p = E[X] la esperanza de X y 02 = E[(X — p)?] su varianza.

Ejercicio 5.4. En este ejercicio queremos demostrar que en [1, | casi todo entero (es
decir, todos, salvo o(x) de ellos) tiene (1 + o(1)) loglog x divisores primos distintos.

Podemos asumir que x es entero. Sea IN una variable aleatoria en el espacio
Q = {n < zx} tal que P(N = n) = 1/z para todo n € Q. Para todo primo
p < D = z'/4, considere la variable aleatoria Xp = In=o(p)-

1. Demuestre que X, es una variable de Bernoulli con media p, = % +O0(z7 1)

y por lo tanto con varianza o2 = p,(1 — pp) = %(1 - %) +O(z™1).

2. Pruebe que para p # ¢ las variables X, y X, tienen covarianza casi nula:
para Y, = X,, — u, tenemos E[Y,Y,] < 7.

3. Muestre que la variable w = EPSD X, tiene media p = EPSD tp ¥ que su
varianza o2 = E[(>,<p Y,)?] satisface 02 = > p<D o2+ O(z~'/?). (En otras
palabras, las variables X, se comportan como si fueran independientes.)

4. Usando el teorema de los nameros primos (o, para ser precisos, )7
concluya que o2 = i+ O(1) = loglog x + O(1).

5. Use la desigualdad de Chebyshev para demostrar el enunciado del ejercicio,
observando que un entero en [1, z] tiene a lo sumo 3 divisores primos mayores
que D.

5.3. Entropia e informacion mutua. Ahora comenzamos la labor de mostrar
que, para algun H, las variables aleatorias Xy e Yy no son muy dependientes. Esto
lo mediremos mediante el concepto de «informacion mutuay, que pasamos a definir.

5.83.1.  Definiciones. Sea X una variable aleatoria con un nimero finito de valores
posibles z. La entropia H(X) de X es

H(X) == palogps,
x

donde p, es la probabilidad P(X = z) de que X tome el valor z. La entropia
condicional de X con respecto a una variable aleatoria Y (que suponemos tener
también un namero finito de valores, o por lo menos ser discreta) es

(5.15) H(X|Y) = STH(X|Y = p)P(Y =),

y
donde, para F un evento probabilistico (como Y = y), H(X|E) se define por
H(X|E) = — )", Ps,rlogps g, donde p, g = P(X = z|E).

Las siguientes propiedades béasicas son faciles de probar (ver los ejercicios).
Escribimos H(X,Y') para denotar la entropia H((X,Y")) de la variable aleatoria
(X,Y), donde X e Y son variables aleatorias.

1. La entropia H(X) y la entropia condicional H(X|Y") son no negativas.
2. H(X,Y) =H(X|Y)+HY) =HY|X) + H(X),
3. H(X|Y) < H(X),
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4. H(X,Y) <H(X) + H(Y) (subaditividad de la entropia).
5. Si X toma < N valores distintos, H(X) < log N.
También podemos acotar con facilidad la diferencia entre las entropias de dos
variables aleatorias X, Y que toman los mismos valores con probabilidades distintas
(ejercicio 5.6)).
Definimos la informacién mutua I(X,Y):

(5.19) I(X,Y) = H(X) + H(Y) — H(X,Y).
Por la subaditividad de la entropia, I(X,Y) > 0. Esta claro por [2} que
(5.20) H(X|]Y) =H(X)-I(X,Y), HY|X)=HY)-IX,Y).

5.8.2.  El argumento por agotamiento de informacion mutua. Consideramos ahora
las variables aleatorias X g, Yy definidas en en términos de la variable aleatoria
N cuya distribucion fue dada en . La meta es mostrar que existe un H €
[H_,H,] (donde H_, H, seran especificados mas tarde) tal que I(Xp,Yy) es
pequena en comparacion con H.

Podemos definir para Hq, Hy arbitrarios,

(5.21) Xoy my+m, = AN + ) By <j<H +Ha-
Podemos asumir sin pérdida de generalidad que w < z'/8. También asumiremos que
Hi, Hy < /3. Entonces, por el ejercicio
H(Xp, 1, 1) = H(Xn) + O (1/2°/%)
Por la subaditividad de la entropia, deducimos que
(5.22) H(Xp,41,) < H(Xpr,) +H(X 1y 11, +01,) < H(X g, ) +H(Xr,) +0(1/2%/%).

Vemos por el ejercicio {4 (suponiendo que § =< (][] Ko<p<I, p) ! satisface 671 <

zl/ 8) que el mismo razonamiento vale para la entropfa condicional:

H(XH17H1+H2|(N+H1 mOdp)Ko<p§K1) = H(X g, |(N mOdp)K0<P§K1)+O(1/\/E)'
Por el teorema de los ntimeros primos (en la forma [23, Thm. 9]),
(5.23) H p < eZPSKl logp < 102K

Ko<p<Ki

Supondremos entonces que K; < (logx)/9.
Ahora bien, N + H; mod p codifica la misma informaciéon que N mod p. Por lo
tanto,

H(XH17H1+H2|(N mOdp)Ko<P§K1) = H(XH17H1+H2|(N + Hy mOdp)Ko<P§K1)
Recordamos la definicién ((5.7) de Y. De nuevo por subaditividad, como en (5.22)),

concluimos que
H(X g, 11| Yrr) < H(X g, [Yir) + H(X, [Yar) + O(1/ V7).
Iterando con H; = H,2H,3H,... y H, = H, vemos que
H(Xkm|Yr) < FH(Xa|Ya) + O(k/Va)
para kH < z'/8, y en consecuencia, otra vez por subaditividad,

H(Xkp) < H(Xkn|Ya) + H(Yy) < EH(Xg|Yy) +H(Yy) + O(k/V),
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asi que, por ({.20),
H(X H(X I(X#,Y H(Y) 1
(Xkm) < (Xm) I(Xpg,Yn) (Yr) o < > .

kH H H kH
Por la propiedad [5| de la entropia y (5.23)),

H(Yg) <log [ [] »p| <102H.
Ko<p<K;

Concluimos que,

5.24 < — 1,02-4+0 | — ).
(5:24) kH = H g T\ s

He aqui el sujeto de nuestra metafora: la tasa de entropia H(Xg/)/H' (con
H' = H,kH,...) es “las lentejas”, y la tasa (X, Yy)/H es la cucharada que nos

servimos. Para cuantificar que tan poca lenteja nos terminaremos sirviendo en algin
momento, basta con un sencillo lema.

Lema 5.6. Sea hy > 15 arbitrario y, para j > 1, hjy1 = |[4logh;logs h;| - h;.
Entonces

! 1
—— >100
j; log hj 10g3 hj
para algin J cumpliendo log J < (logy h1)?.
Demostracion. Ejercicio [5.8 O

Corolario 5.7. Sean Xy, Yy y N como en (@) Yy , con Ko =eH/2, Ky =€H,
0<e<1yw<ax'/8 Sea H_ > 3. Entonces hay un H, > H_, dependiendo sélo
de H_ y cumpliendo logs Hy < 2logg H_ 4+ O(1), tal que

H
5.25 I Xg. Yy < —mMm——
( ) (X, Y) < log H logs H

para algin entero H € [H_, H,], con tal que x > exp(HY).

Es facil ver que la condicién z > exp(HY ) se deduce de logg Hy < 2logg H_+O(1)
para x mas grande que una constante y H_ < exp(exp(y/logs 2/C)), donde C > 0
es otra constante.

Demostracion. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que H_ es un entero
mas grande que una constante apropiada. Sea hy = H_; definamos ho, hs,... como
en el Lema y sea k; = [4log h;logs hj]. Utilizando la suposicion que h; > H_
es mas grande que una constante, asi como la desigualdad k; < k;jh; < z'/8 la cual
debemos asumir de todas maneras, simplificamos (5.24), obteniendo

H(Xp,..) _ H(Xn,) (X, Ya) 1
hjyv = hy h; 2log hjlogg by

(5.26)

Deducimos entonces de las propiedades y de la entropia que

I(Xp,, Y, 1 H(X
Z ( ( hj h]) _ ) S ( H—) S 10g2
= h; 2log hjlogs h; H_
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Por el Lema vemos que hay algin J dependiendo s6lo de H_ = hq, tal que

I(Xn,, Ya,) 3 1 < 1
h; 2log hjlogs h; — 2loghjlogs h;
para algin 1 < j < J. (;Por qué?) Concluimos que
I(Xn,, Yn;) < 1
h; ~ loghjlogs hj’

Definimos H4 = h; y obtenemos el resultado. La condicién Hy < (logx)/9 implica

H, < xl/s, y asi también la suposicion kjh; = hjp1 < xt/8 paratodoj < J—1. O

FEjercicios.

Ejercicio 5.5. Sean X e Y variables aleatorias que toman un ntmero finito

de valores. Pruebe las propiedades f de la entropia. Sugerencias para cada

propiedad:

(1) Use simplemente las definiciones de entropia y entropia condicional.

(2) De nuevo por las definiciones.

(3) Por la concavidad de xz — —zlogx (primera desigualdad) y por el hecho que
log x es creciente (segunda desigualdad; también se deduce inmediatamente de
las propiedades v (2).

(4) Use las propiedades (2) y (3])-

(5) Por la concavidad de z — log x.

Ejercicio 5.6. Sean X e Y variables aleatorias con valores en un conjunto S de
N elementos. Denotemos por vy, vy sus funciones de distribucion. La distancia de
variacion total |vx — vy |y se define como maxg g |vx (S") — vy (S')|. (Es facil ver
que es igual a |vx — vy|;.)
1. Muestre que p = »_ _gmin(vx(z),vy(x)) es igual a 1 — |[vx — vy|ry. Si
p = 1, entonces X e Y tienen la misma distribucién, y estamos en el caso
trivial. Si p =0, X e Y tienen soportes disjuntos, y la cota que probaremos
al final es muy sencilla (muéstrelo llegado el momento). Asumamos de ahora
en adelante que 0 < p < 1.
2. Sea Z una variable aleatoria con funcién de distribucion

vz(x) = ]%mﬁ’l(llx (), vy (x)).

Sean X’ e Y’/ variables aleatorias independientes con distribuciones

vx(@)—vy (@)
w«(x):{ = Sexle) > (),

0 de otra manera,

B %;X(m) si vy () > vx(z),
vy (x) =
0 de otra manera.

Sea B una variable que toma el valor 0 con probabilidad p y el valor 1 con
probabilidad 1—p. Construyamos la variable aleatoria C' de la siguiente forma:
si B=0, C toma el valor (Z, Z); si B =1, C toma el valor (X', Y”). Muestre
que la primera coordenada Cy = m1(C) de C es una variable con distribucion
vx, mientras que la segunda coordenada Cy = mo(C) tiene distribucion vy .
Muestre también que P(Cy # C2) = |vx — vy|rv. Se dice que la variable C
es un acoplamiento dptimo de X e Y.
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3. Por las propiedades de la entropia,
H(C1|B) < H(Ch) < H(C1|B) + H(B).
Sabemos que
H(C1|B) = pH(C1|B = 0) + (1 = p)H(C1|B = 1) = pH(Z) + (1 - p)H(X").
De la misma manera,
H(C2|B) = pH(Z) + (1 — p)H(Y").
Por lo tanto,
[H(X) — H(Y)| = [H(C1) — H(Cy)|
< H(B) + [H(C1|B) — H(C2|B)|
< H(B) + (1 - p) [H(X') — HY")|
< H(B) + (1 — p) min(H(X"), H(Y")).
4. Concluya, por la propiedad de la entropia, que
[H(X) - H(Y)| < |vx — vy|rv -log N + H(B).

En verdad, podemos dar una cota ligeramente menor: la variable X’ tiene
soporte en un subconjunto estricto de S (jpor qué?) y lo mismo es cierto de
Y”’; concluya que

(527) |H(X) — H(Y)| < |VX - Vy‘TV . log(N - 1) + H(B)
Aqui, por supuesto,
H(B) = —|Z/X — Vy|TV log ‘Z/X — l/y|TV — (1 — ‘Z/X — Vy|Tv)10g(1 — |VX — Vy|Tv).

Ejercicio 5.7. Sea I = (z,x1] un intervalo en RT. Sea N una variable aleatoria
que toma el valor entero n € I con probabilidad (1/n)/L, donde L =}, 1/m.
Para h € Z*, sea N + h la variable que toma el valor N 4+ h con probabilidad
(1/n)/L. Denote vx la distribucién de probabilidad de una variable X.

1. Muestre que |vy1pn — vn|Tv < h/zoL.
2. Sea f una funcién sobre ZT. Deduzca que

(5.28) [Viven) = Vi |y < /2oL
3. Sean Xy v Xu, m,+m, como en (5.7) y (5.21). Concluya, usando (5.27)) y
1} que, para L = Zx/w<n§x 1/n>1y 1< H; <x0/2, g = z/w,

H H
H(X 1y, 5y 4+ 11,) — H(X7,)| — log (22> —1) +h (1)

IN

xoL .’L‘0L
1

H H H
L Hylogd+h <> < =L (Hylog4 + 2log xy),
zoL To To

donde h(e) = —eloge — (1 —€)log(l —€) < —2¢cloge para 0 < e < 1/2. En
particular, para 1 < Hy, Hy < zf, a > 0,

IN

1
|H(XH17H1+H2) - H(XH'z)‘ <a x1720¢'
0
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4. Sea S C (xo, 1] y d =P(N € S) = (3> ,cg1/n)/L. Muestre que la distancia
de variacion total entre las distribuciones de probabilidad condicional de
N+ h y N con la condicion N € S es < h/déxoL. Concluya que, para
1 S H1 S 51’0/2,

‘H(XHl,H1+H2|N+ H, € S) —H(XH2|N S S) (HQ log4 + 210g$0),

< —
51‘0

con xg = x/w y 1 = z. En particular, si 1 < Hy, H3,6 ' <z§,0< a <1,

1
[H( X, 1,412, |N + Hy € S) — H(Xg,|N € 5)| <o e

0
Ejercicio 5.8. Sea h; como en el Lema @
1. Muestre que log h; < 2(j + log h1)log(j + log hq) para todo j > 1.
2. Pruebe que, para j > loghq,
1 o 18
log hjlogs h; — jlogjlogsj’

3. Demuestre que

> LS50

log h1<j<(log hy)C log2 h1 J lOg] 10g3 J

para C' suficientemente grande, independiente de hy. (Utilice, por ejemplo,
un test de integrales.) Concluya que el Lema es cierto.

5.4. Informacién mutua y dependencia. En la seccién anterior hemos visto
que la informacién mutua entre X e Yy es pequena para algin H. En esta seccion
vamos a ver como usar ese hecho para deducir que Xy e Yy son mas o menos
independientes. Todo va a sustentarse sobre nuestra cota para la informacion mutua.

El esquema seria el siguiente. La variable Yz para H pequeno es esencialmente
uniforme. Por lo tanto, su entropia estd muy cerca del maximo posible, y, como
la informacion mutua con Xy es pequena, deducimos que la entropia H(Yy|Xg)
también va a estar muy cerca del maximo posible. Esto va a implicar que, con
probabilidad casi 1, Xy toma un valor ¥ para el cual la entropia de la variable
Yy condicionada a Xy = T esta cerca del maximo posible. A su vez, eso deberia
implicar que la distribucién de la variable Yy condicionada a Xy = & esta cerca de
ser uniforme, por lo que habriamos demostrado esencialmente la independencia de
XH e YH.

En realidad, este esquema s6lo demostraré la independencia “a efectos de espe-
ranza”, es decir,

donde Y7; es una variable con la misma distribucién que Yz pero independiente de
Xp. Empero, esta igualdad aproximada entre esperanzas es justo lo que necesitamos
para acotar nuestras sumas.

Como ya hemos indicado (final de , la equidistribuciéon de Yy condicionada
a Xy = ¥ que requerimos es bastante débil: s6lo necesitamos mostrar que Yy tiende
a evitar un pequefio conjunto, de tamafio acotado por la desigualdad (5.17)). Debido
a la forma de (5.17)), el hecho que nuestra cota para la informacion (5.25) es mejor
que la cota trivial por un factor de algo mas que log H sera crucial.
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El primer paso es muy simple: ver que Yy es esencialmente uniforme. Sabemos
por (5.7) que Yy toma valores en el conjunto

(5.29) o= [ z/nwz.
eH/2<p<eH

Por el teorema chino de los restos, Q es isomorfo a Z/MZ, donde M = |Q| =
[1esr/2<p<em p- Por lo tanto, si [ < x/w entonces

o . eH 1
IP’(YHy)IP(N_ypmodp Vp€<2,eH})L Z -

=<nlz
n=yp(p)Vpe (£ cH]

1 1 1 logw+ O(z7t ) 1 1
Loy L Jwe] +0(),

n_ 1Y) logw—i—O(w/w) |Q| x/w

Z<n<lz

n=y.(|2l)
donde L =}, Jw<n<n 1 /n e y,. es cualquier entero congruente a y, para cada
p € (eH/2,eH|. Por otra parte, por el teorema de los nmeros primos,

eH
2

(5.30) Q] = e (1+0 ((logeH)™™)) < e

Luego, tomando eH < log(x/w) vemos que

(5.31) P(Yn =7) = |§12| <1 "o <$12|)>

es decir, la distribuciéon de Yy es casi uniforme.
Deducimos mediante la cota general (5.27) que

(5.32) H(Yy) = (1 +0 (m)) log |9,

(El maximo posible seria log|2]|.
Apliquemos ahora el Corolario , con H_ de forma que H; < % log x. Obtenemos
que la informacion mutua con Xj es pequefia para cierto H € [H_, H.], y, por

(5.20), concluimos que
H
H(Yy|Xg) > H(Yn) —

log H logs H
para dicho H. Asi, usando ([5.32) y la cota (5.30), vemos que

4

5.33 H(Yy|Xg)>([1— ————— ) log |2
(5.33) 0l Xn) > (1 oo g7 ) el

para H_ més grande que una constante que depende sélo de €. En otras palabras,
para algan H € [H_, H.], la entropia condicional H(Yy|X ) esta cerca del maximo
posible.

Digamos que un elemento # € {—1,1} es bueno si

4
5.34 HYy| Xg=2)>(1- log |2
( ) (Y| Xn = 7) = < (eloggH)3/4logH) og [,
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y en otro caso decimos que ¥ es malo. Por la definiciéon (5.18) de H(Yy|Xpy) en
términos de H(Yy | Xy = @), y por la desigualdad (5.33]), vemos que

4 4
- ——— Jlog|Q| < 1— loe O] - P(X —
( elogSHlogH> og| |-f§;10( (elog3H)3/410gH> og Q- P(X =17)
+ ) loglQ| P(X =3)
T bueno

va que H(Yy | Xy = &) es como méaximo log |€2|. De esta desigualdad deducimos la
cota

1
(5.35) P(X g malo) < (clogy /A"
Luego, es muy probable que Xy sea igual a un valor bueno de &, i.e., un valor de
T tal que la entropia de la variable Yy condicionada a Xy = & estara cerca del
maximo posible.

Para continuar, querriamos ver que la tnica distribucién que esta cerca de
alcanzar el maximo de entropia es la uniforme. Esto seria cierto si su entropia esta
extremadamente cerca de dicho maximo, pero cuando hay un poco méas de diferencia
dicha unicidad no es cierta (ejercicio . Aun asi, se puede decir que la variable no
concentra mucho su masa, en el siguiente sentido.

Lema 5.8. Sea Y una variable aleatoria tomando valores es un conjunto 2 finito
tal que H(Y) > (1 — 9) log|€?|, con Wl\ﬂl <6 < 1. 8i un subconjunto E C Q tiene
tamano

(5.36) |B| < [Qt M0

para algin M > 0, entonces

2
P(Y eF)<—.
(Ver) <

Demostracion. Por la concavidad de la funcién x — —x log x, el ejercicio nos
da

E| | E]
. H(Y) <P(E)] P(E°)1
(5.37) (¥) < B(E)log g + B(E) log s
donde P(A) = P(Y € A). Escribiendo p = P(E) y usando H(Y) > (1 — §)log |©?],
vemos que
(1—0)log|Q < plog|E|+ (1 —p)log|Q| —plogp — (1 — p)log(1 —p).
Ahora, usando de nuevo la concavidad con los dos tltimos sumandos, asi como la
cota (5.36)) sobre el tamano de F, llegamos a

(1—6)log 2] < p(1 — M6)log |2 + (1 — p) log |2 + log 2,

lo cual da

d(pM —1)log || < log2.
Luego, si se cumpliera p > 2/M, tendriamos § < log 2/ log|{2|, en contradiccion a
una de las hipétesis del lema. O

El lema anterior indica que, para un Z bueno, la variable Yy condicionada a
Xy = & tiene una distribucién que no concentra mucho su masa. Esta es una forma
muy débil de cuasiuniformidad, pero va a ser suficiente para estimar la esperanza

de F(Xp,Yy), debido a (5.16]) y (5.17).
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Teorema 5.9. Fxiste un ¢ > 0 tal que lo siguiente se cumple. Sean x > €€, 1 < w <
/% y 0 <e<1. Sea F como en . Para todo 3 < H_ < exp(exp(cy/logs x)),
hay un H > H_, dependiendo sélo de H_ y cumpliendo logs H < 2logs H_ + O(1),
tal que, para Xy, Y, N y Q definidos como en @, Y con Ko =€H/2
Y Kl = GH;

E(F(Xu,Yu)) = E(F(Xu,Y5) + O ( H/log H )

(elogg H)/4
para Yi; una variable aleatoria con distribucion uniforme en §2 e independiente de
Xy.

Demostracion. Podemos asumir que z y elog; H_ son méas grandes que una cons-
tante, ya que si no el resultado es trivial. Aplicamos el Corolario [5.7] para obtener un
H, conlogs Hy <2logs H_+O(1) y cierto H € [H_, Hy] tal que se cumple,
i.e., tal que la informaciéon mutua entre Xy e Yy es pequena. Por la definicion de
esperanza,

E(F(Xu,Yu)) = Y, F@§HP(Xy=7Yu=19)

ze{—-1,1}H
jen
= Y PXuy=3)) F@E§HPVy=§Xy=1).
Fe{—1,1}H Jeq

Ahora dividimos el rango de & entre buenos y malos, acorde a la definicién previa a
(5-34). Acotamos la suma sobre los & malos facilmente:

Y Py =2 F@§)P(Yu =Xy =17)
Z malo yeQ

H/log H
(elogg H)!/4
por y . Ahora, para cada Z bueno, dividimos el rango de i/ en Ez y ES,
con FEz el conjunto de excepciones en con p? = (elogy H)~'/2. Teniendo en
cuenta (5.34)), aplicamos el Lema [5.8| para obtener

< | F|looP(X g malo) <

1
P(Y €e B3| Xy =27 —_
( | H LU) < (6 10g3 H)1/4
de donde
Y P(Xg=1) Y F@§HPVe=§lXn =)
Z bueno JyeEEz

||| H/log H
K .
(elogg H)Y/4 ™ (elogy H)1/4

Asi, s6lo nos quedan los ¢ no excepcionales y los Z buenos. En este caso usamos la
estimacion (5.16]), y teniendo en cuenta las cotas ya obtenidas vemos que

H/log H >
(elogy H)V/4
+ > P(Xp=%) Y F(& )Py =il Xu = F).

& bueno YZ€Ez

E(F (X, Ya)) = O (
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Ahora usamos de nuevo las cotas para P(Y € Ez Xy = Z), P(Xg malo) y ||F||c
para suplir los (Z, %) que faltan y asi obtener

H/log H
E(F(Xg,Yg)=0| ————+
(P i) =0 (e )
+ Y P(Xu=2)) F@-)P(Yu =§Xu = 7).
ze{—-1,1}H geQ

Y P(Xy =&)Y F@ )Py =Xy = &)

ze{—-1,1}H jgEQ
= ) P(Xp=DF(F-)
ze{—1,1}H
L | *
= ) PXp=3) F(x,y)@ =E(F (X, Yg)).
ze{—1,1}H geEQ

O

Ahora, por (5.12)), tenemos que la esperanza del Teorema se puede escribir
como

E(F(Xm,Yg) = Y EFEXm (Vi)
eH/2<p<eH
donde Y7; = ((Y7)p)er/2<p<err- Como (Y7;), es independiente de Xz y uniforme
en Z/pZ tenemos

E(Fy(Xu, Yi)p) = D l’E(Fp(XH,lt))IP’((YIZ?)p=t)=1 > E(Fp(Xu,t)
teZ/pZ b tEL/pl

:% Y FR@EHPXg =13

teZ/pZ Te{—1,1}H

:1 Z P(Xy =2) Z TiTj+p Z Li=—4(p)-

P Fe{-1,17 J<H-p teZ/pZ
Luego

E(F(Xu,Yy)) = E(G(Xn))
con )

G(f) = Z - Z LjTj+p
eH/2<p§erj§H*P
y por la definicién de X g
1 1 . .
EGXu)= Y, — D>, — D Mn+iAn+i+p)
=<nlz eH/2<p§erj§H7p

Ahora, procediendo como en la prueba del lema[5.3] podemos reescribir esta suma
como

1 1 A(n)A(n +p)

el z AT E) 1

7 E 5 H E p + O (H + plogw)
eH/2<p<eH z/w<n<z
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por lo que finalmente, por el teorema (con H_ = exp(exp(min(logy z, log, w)/3)),
digamos) y el 1ema obtenemos el resultado siguiente, el cual es lo que queriamos.

Corolario 5.10. Sea w < /%, w mds grande que una constante. Sea (logs w)~"' <
e < 1. Entonces existe H con logs H > min(log, x,logs w) y logs H < (3/4) logs w
tal que

(538) 3 3 W_ D W

eH/2<p<eH z/w<n<z eH/2<p<eH p z/w<nlx
pln

1 log w
=0 (e+ : .
(¢ o) T
La cota superior sobre logg H (la cual, por cierto, es de lejos mas fuerte de lo que
necesitamos) nos sera util cuando tengamos que aplicar el Lema y el Corolario

0. 10l
Ejercicios.

Ejercicio 5.9. Sea Q un conjunto finito y E C Q con |E| = [Q]'7° < |Q]/2. Sea YV’
la variable aleatoria en  que satisface P(Y € E) =P(Y € E°) =1/2 y tal que Y
es uniforme en F y también en E°. Observe que Y estd muy lejos de ser uniforme
en ) pero que sin embargo su entropia es grande:

H(Y) = (1—4)log Q| + O(1).
Ejercicio 5.10. Una funcion concava f cumple f((1—t)a+tb) > (1—t)f(a)+tf(b).
1. Demuestre la desigualdad

flar) + fla2) + ...+ f(an) Sf(a1+ag+...+an>

(5.39) - -

para cualquier funcién céncava y n € N.

2. Sea f: I — R una funcién doblemente diferenciable en un intervalo I C R.
Asuma que f”(t) <0 para todo ¢ € I. Muestre que f es concava.

3. Muestre que la funcion z — xlog(1/x) es concava en (0,00), y por lo tanto
en [0,00) (definiendo que el valor de zlog(1/x) para = 0 es 0). Usando la

desigualdad (5.39), pruebe que

1
%P(Y = y)log m

para cualquier variable aleatoria Y sobre € y subconjunto A C Q.
4. Demuestre la desigualdad (5.37]).

Ejercicio 5.11. Sea Y una variable aleatoria en 2 tal que H(Y") = log |Q| —o(1/]9]).
1. Sea y € Y. Muestre usando (5.37) con E = {y} que

A

1
0819~ o () < —plowp+ (1- 1o T
con p=P(Y =vy), y que, por lo tanto,

1—p 1
(5.40) p10g|Q|+W _0(|Q|) < —plogp — (1 —p)log(l — p).
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2. Utilizando que la parte derecha de (5.40) esta acotada por log 2, pruebe que
p =0(1), y ademés, usando también que p = o(1), pruebe que

tlogt+1—o0(1) <t(1+40(1))

con t = p|Q|.
3. Demuestre que para t # 1 tenemos tlogt + 1 —t > 0. Concluya que
1
p =51 +o0(1)),
€2

es decir, Y se comporta asintoticamente como una variable uniforme.

Ejercicio 5.12. Sea w(n) el namero de divisores primos distintos de n. Demuestre
que

S = . Z w(n)A(n+1) = o(loglogx) =0 é Z w(n)

usando el Teorema [2.3]y el ejercicio de Para ponerlo de otra manera,
S=E(wA;)+0O(1)

con w la variable w = 3> _ 1/ In=o(p) ¥ A+ = A(N + 1), donde P(N =n) =1/
para todo n € Q = [1,z].
Ejercicio 5.13. Sean w, Ay las variables aleatorias del problema anterior.

1. A+ toma valores en el conjunto {—1,1}. Use el Teorema para demostrar

que su entropia esta cerca de la maxima posible, en el sentido que
H(Ay) = (14 0(1))log 2.
2. Demuestre usando el teorema de los niimeros primos que w toma valores

. 1 P
enteros en un intervalo = [0, 2), con z ~ ;2= Observe que la méxima

entropia que w podria tener es log || ~ loglog x.
3. Use (5.37) con E = {w < 2loglogz} y el ejercicio de para demostrar
H(w) = o(log |€2|) = o(log log x)

y que por lo tanto su entropia esté lejos de la maxima posible.

5.5. Sumas de A\(n)A\(n+p), en promedio sobre p. Conclusién. Por lo visto
en la seccion anterior, para obtener (5.1)) sélo nos queda controlar sumas del tipo

S Y Am)An+p).
p<h X<n<2X
Estas son méas complicadas que las del Corolario
YD AmAm+ )P
j<h X<n<2X

en el sentido de ahora sélo sumamos sobre primos, pero més sencillas ya que no
tenemos el cuadrado. Vamos a ver que de nuevo es posible comprenderlas en términos
de los coeficiente de Fourier de A\(n) en intervalos cortos. La manera de hacerlo va a
ser usar el método del circulo, el cual, en breve, consiste en usar la identidad

1
(5.41) lp=o = / e(ka) do kel
0



278 HARALD HELFGOTT Y ADRIAN UBIS

para reescribir una ecuacion aditiva (como m = n + p) de forma analitica, usando
los armoénicos e(ka).

Lema 5.11. Si jw;| <1 tenemos que

h2
Z Zwﬁ‘?’wﬂ < € 1ogh logh/ Zwbe (ba)| da

p<h j<h

para cualquier € € (0,1), con M ={a € [0,1]: | > -, e(pa)| > e%}.
Demostracion. Usando la identidad m para k = m — j — p tenemos
S S T = X 5w [ ellm - pado,
p<hj<h m<2h p<h j<h
y sacando fuera la integral y factorizando obtenemos
> S sy = [ Wanl W@ Pila) do
p<hj<h 0

con Wy(a) = > wpe(ba) y Pa(a) = 3, e(pa). Ahora dividimos la integral
entre los «arcos mayores» I y los «arcos menoresy m, = [0, 1) \ M.. Para la parte
de los arcos mayores tenemos

/ Wan ()T (@) Pr(—0) da
N

h/ |[Wh(« |da—lgh/ |Zwbeba|da

b<h
Para la parte de los arcos menores tenemos que

Wgh (Oé)Wh (a)Ph(—oz) dOé

me

eh 1
< W W dao.

Usando la desigualdad |ab| < |a|? + |b|? vemos que
1 1 1
| Wan@lWa@lda < [ Wan(@)Pdat [ Wi(a)P da
0 0 0

y por Parseval (ecuacion ([4.9))

[ Wi o =S <

i<h

y lo mismo para Woy,, luego obtenemos la cota O(eh?/logh) para la parte de los
arcos menores.

]

Ahora vamos a ver que la parte que queda (arcos menores) es muy pequeiia, por
lo que la integral sobre esa parte también va a ser pequena.

Lema 5.12. Sea 0 < e <1, h > 1. Con las definiciones del lema anterior tenemos
que
11

m
M| < 5
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Demostracion. La idea, igual que en la demostracion del Lema |3.12] es controlar
algin promedio de Pp(a) = Zp<h e(pa) para concluir que M, es un conjunto
pequeinio. La media cuadratica no sera suficiente (ver problema , pero si la
potencia cuarta. Tenemos que

/01|Ph(a)|4da:/01 |P2(a \2da_/0 (Y Delja))? do,

|71<h q—p=j
p,q<h

donde p, ¢ se mueven sobre los primos (hemos agrupado las frecuencias e(qa)e(pa) =
e((¢ — p)a)). Ahora aplicamos Parseval (ecuacion |4.9) para obtener

/ Pue)fda =S| 7 1P

ljI<h gq—p=j
p,q<h

Para j = 0 tenemos que la suma interior es O(h/log h) por el teorema de los ntimeros
primos. Para el resto de js podemos usar la cota de criba ([2.31)) y asi obtener

S 1Y < IOWZH(H )

[iI<h q—p=j
p,q<h

Como Z?Zl [1(1+1/p) < h (ejercicio , obtenemos

1 3
/ 1Pa()] da <
0

(logh)*’
de donde se deduce la cota para |M|.

O

Juntando los dos altimos lemas podemos concluir que los promedios de A(n+p)A(n)
estan controlados por los coeficientes de Fourier de A(n) en intervalos cortos.

Proposicion 5.13. Sea 0 <e <1 y1<h<eX. Entonces

Z Z A(n+p)A(n) < hX—i—# méx/ Z A(m)e(ma)| dz.

logh e*logh 0<a<i Jy
p<h X<n<2X z<m<x+h

Demostracion. Comenzamos por la observaciéon de que si desplazamos el intervalo
de sumacién en n un poco la suma total casi no varia:

Yo An+pAm) =0()+ Y Am+pA(n)

X<n<2X X+j<n<2X+j

=00)+ Y. AMn+j+p)An+j).
X<n<2X
Ahora usamos esa ecuacion para todo j < h, obteniendo

Z A(n+p)A(n) = O(h) + % Z Z An+7+pAn+ 7).
X<n<2X j<h X<n<2X

Asi, sumando en p e intercambiando el orden de sumacion, por TNP tenemos
(5.42)

YT )\(n+p))\(n):O(logh) S S S A+ pAG ).

p<h X<n<2X X<n<2X p<hj<h
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Ahora usamos el Lema con wj = A(n+ j) y llegamos a
(5.43)

Z Z A(n+p)A(n) < 16;;)2 + logh /m Z |Z)\(n + b)e(ba)| do.

p<h X<n<2X € X<n<2X b<h

Teniendo en cuenta que

Z A(n + b)e(ba)| = Z A(m)e(ma)

b<h n<m<n+h
y el Lema[5.12] obtenemos el resultado buscado. O

Usando las cotas para los coeficientes de Fourier de A(n) en intervalos cortos de
la seccion 4, vemos ahora que hay cancelacion en las sumas de A(n + p)A(n).

Corolario 5.14. Sea logh < (log X)'/3. Entonces

g 1 hX

> AmA(n+p) < . L
p<h X<n<2X (log h)7s—°()  logh
Demostracion. Por la Proposicion y el Teorema [4.9] tenemos que

hX 1

ehX
A(n)A(n +p) < + .
pszh X<nz<zx logh = elogh (logh)ts—oM)

para cualquier 0 < € < 1y cualquier 1 < h < eX con logh < (log X)/3. Tomando
¢ = (logh)~7 obtenemos el resultado. O

El resultado que necesitamos se deduce facilmente del Corolario [5.14}

Corolario 5.15. Sean 1 < w < x y 1 < h < w tal que logh < (log %)1/3.
FEntonces

Z 1 Z )\(n))\(n+p)<< 1 log w

L o(1) :
h/2<p§hp z/w<n<z n (log h) 7s o) logh
Demostracion. Ejercicio [5.1 ([l
Llegamos a la prueba del resultado principal.

Prueba del teorema[5.1. Podemos suponer que w < z/3 (pues podemos reducir a
este caso subdividiendo el rango z/w < n < z) y también que w es mas grande
que una constante (pues, de lo contrario, la cota que debemos probar es trivial).
Apliquemos el Corolario con € = (logz H)~'/% y el Corolario con h=eH
para obtener que

Z Z A(n)A(n + p) 1 log w

< . .
1/5
eH/2<p<eH z/w<n<z n (logs H) /5 log H
pln
Luego aplicamos el Lema con Ko = eH/2, Ki = eH para concluir que

An)A(n +1) 1 log w log w
— = K logeH - . log eH <« — 28w
Z n < loge (logs H)'/5 log H +logeHd < oz, )15

=<n<z
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FEjercicios.

Ejercicio 5.14. Demuestre que

/0|Z (pa |2da—logh( + o(1)).

p<h

Deduzca que || < 12§hh, con M, definido como en el Lema Observe que esta
cota es peor que la obtenida en el Lema para 1/+y/logh < e < 1.

Ejercicio 5.15. Vamos a demostrar que

ZH<1+ > <c h.

J<h p|j

Para ello, pruebe las siguientes desigualdades e identidades, con w(d) = Zp:p‘ a1

ST+ ) <<CZH(1+)

j<h plj J<h plj
20 > 20
D R
d<h j<h —1
dlj

Ejercicio 5.16. También es factible demostrar el Lema [5.12] estudiando la suma
P(a) =3, e(pa) para todo o y viendo cuando es grande. Es posible ver que el
conjunto M, de los valores para los cuales P(«) es grande consiste en los « cercanos
a racionales con denominador pequefio. En una direccién (mostrar que los o que
no estan cerca a tales racionales no estan en 91.), esto no es nada facil; se trata
de la parte principal de la estrategia de Vinogradov para el problema ternario de
Goldbach. Veamos como demostrar la otra direccién, por lo menos para algunos
racionales de denominador pequeno.

1. Demuestre que si &« = d/h, |6| < 1, entonces |P(a)| = %(1 +or(1) + O(9)).
Observe que esto demuestra que || > h, lo cual coincide con la cota
superior que se obtiene en el Lema[5.12] para € >> 1.

2. Demuestre que, de todos los caracteres xy modulo 5, el tnico cuya funciéon
L(s, x) tiene un polo en s = 1 es el caracter trivial xo que vale 1 para todo
namero no divisible por 5. (Sugerencia: para los otros caracteres x mod5,
utilice sumacion por partes para estimar ) . x(n)n~?, 0 = 1+ ¢, recordando

que , ., X(n) <5 para todo u (;por qué?).)
3. Usando el apartado anterior y el Teorema [4.J] . muestre que

1 h
> 1_ilogh(1+0h(1)) 1+0h N1

p<h,p=b(5) p<h
para b=1,2,3,4.

4. Pruebe usando los apartados anteriores que si o = %—I—% con |d| < 1, entonces

Pla) = = oy (1 O(0) + on(1).
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Ejercicio 5.17. Deseamos mostrar que el Corolario se deduce del Corolario
El procedimiento es sencillo y muy general.

(5.44)

1

[2

3]
(4]
(5]

[6

(7]
(8]
(]
[10]
11]
12]
[13]

[14]

1. Sea f:Z" — C arbitrario. Sea F(t) =3 ., f(p). Muestre que

3 f;p) _ [N E@ Lpm) - %F(h/2)~

2
E<p<h h/2 t h
2 >

2. Sea g : ZT — C tal que |g(n)| < 1 para todo n. Sea G(t) =3, , <o, 9(n).
Muestre que, para 1 < o < x1, -

> @ = /Il %dw()(l).

ro<n<z Zo

3. Usando y el Corolario pruebe que
Z Z A(n)A(n + p) 1 hlogw h

<
o G n (log h)%*O(l) log h log h
paral < w <z ylogh > (log £)!/3. Esta claro que el término h/ log h puede
omitirse para h < w.

4. Use (5.44) y el apartado para deducir el Corolario (Podemos, por

cierto, suponer que h es mas grande que una constante, pues de lo contrario
lo que queremos probar es trivial.)
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