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Prefacio

El presente volumen de las Publicaciones Matemaéticas del Uruguay contiene las
notas de cursos de la escuela AGRA III (Aritmética, Grupos y Analisis), realizada
en la ciudad de Cérdoba, Argentina, del 9 al 20 de julio de 2018.

La meta principal de la serie de escuelas AGRA es la formacion de estudiantes
graduados y jovenes investigadores especializdndose en teorfa de ntumeros, teoria de
grupos, geometria diofantica y areas vecinas. Naturalmente, se ha tornado también
en una oportunidad para que muchos investigadores méas establecidos tengan un
proyecto en comun, y asi ayuda a cohesionar una comunidad informal de personas
activas en dichas areas en Latinoameérica.

El programa del AGRA III consistié de los cursos siguientes.

1.

Curvas sobre cuerpos finitos
Miriam Abdon (Universidade Federal Fluminense), Cicero Carvalho
(Universidade Federal de Uberlandia), Daniel Panario (Carleton University)

. Equidistribucion, teoria del potencial y aplicaciones aritméticas

José Ignacio Burgos Gil (ICMAT, Madrid), Ricardo Menares (Pontificia
Universidad Catolica de Chile)

. Representaciones de Galois

Luis Dieulefait (Universitat de Barcelona), Ariel Pacetti (Universidad
Nacional de Cordoba, Argentina), Fernando Rodriguez Villegas (ICTP
Trieste)

. Introduccién a grupos aritméticos

Emilio Lauret (Universidad Nacional del Sur, Argentina), Roberto Miatello
(Universidad Nacional de Cordoba), Benjamin Linowitz (Oberlin College)

. Primos, paridad y analisis

Harald Helfgott (Universitiat Gottingen/CNRS), Adrian Ubis (Universidad
Auténoma de Madrid)

. Variedades abelianas, una introduccion

Marc Hindry (Université Paris 7), Marusia Rebolledo (Université Clermont
Auvergne), David Roberts (University of Minnesota)

Cada unidad fue acompanada por sesiones guiadas de problemas, a menudo
incluyendo mini-clases sobre técnicas ttiles. También hubo reuniones nocturnas
donde se sigui6 trabajando sobre las hojas de problemas con empanadas a disposicion

libre.

iii



Se agradece el patrocinio de la fundaciéon Humboldt (a través de la catedra
Humboldt de H. Helfgott), ICTP (The Abdus Salam International Center for
Theoretical Physics, Trieste), CIMPA (Centre International de Mathématiques Pures
et Appliquées, Nice), la Academia Nacional de Ciencias, la Fundacion Compositio
Mathematica y el Ministerio de Ciencia y Tecnologia (Gobierno de Cordoba), asi
como el rol logistico de la FAMAF (Facultad de Matematica, Astronomia, Fisica y
Computacion, Universidad Nacional de Cordoba), y el CIEM-CONICET (Centro
de Investigacion y Estudios de Matematica, Consejo Nacional de Investigaciones
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CURVAS SOBRE CUERPOS FINITOS

MIRIAM ABDON, CICERO CARVALHO, Y DANIEL PANARIO

REsuMEN. El objetivo principal de estas notas es presentar resultados de la
teoria de curvas algebraicas definidas sobre cuerpos finitos, con énfasis en el
estudio de curvas maximales. Iniciamos con una exposicién de resultados de
la teoria de cuerpos finitos que seran necesarios en el estudio de curvas. En
seguida pasamos al estudio de cuerpos de funciones algebraicas en una variable,
que corresponde al estudio de la geometria intrinseca de las curvas algebraicas,
y presentamos también una aplicacion de resultados de cuerpos de funciones a
la teoria de cédigos. Finalmente pasamos a algunos de los principales resultados
de la teoria de curvas algebraicas, especialmente a los que se refieren al naimero
de puntos racionales de la curva.
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2 MIRIAM ABDON, CICERO CARVALHO, Y DANIEL PANARIO

1. INTRODUCCION

El origen de los cuerpos finitos se remonta a los siglos XVII y XVIII. Los primeros
en estudiarlos fueron: Fermat (1601-1665), Euler(1707-1783), Lagrange (1736-1813)
y Legendre (1752-1833). Todos ellos trabajaron sobre determinados cuerpos finitos:
F,, donde p es un nimero primo. Mas adelante se vera que existe otro tipo de
cuerpos finitos.

La teoria de cuerpos finitos tal y como se conoce hoy en dia fue construida a
finales del siglo XVIII y principios del XIX. Los principales investigadores en el area
fueron: Carl Friedrich Gauss (1777-1855) y Evariste Galois (1811-1832). El articulo
de Galois Sur la théorie des nombres marco el inicio de los cuerpos finitos.

El siguiente gran paso en la construccion de cuerpos finitos fue dado por Richard
Dedekind en 1857. El caracterizo a los cuerpos finitos de orden p™ como anillos de
clases residuales

Fplz]/(f)

donde f es un polinomio irreducible de grado n sobre F,. También introdujo la
férmula de inversion de Mobius en cuerpos finitos para estudiar el ntimero de
polinomios irreducibles de cierto grado.

Finalmente, Eliakim H. Moore en 1893, demostrd que los cuerpos finitos deben
tener p” elementos si p es un nimero primo.

A finales del siglo XIX, toda la estructura de los cuerpos finitos era conocida. El
libro de Dickson (1901) ya tenia todos los elementos importantes de tal estructura.

1.1. Resultados fundamentales.

1. En cualquier cuerpo finito, el nimero de elementos es potencia de un nimero
primo, este tltimo es la caracteristica del cuerpo.

2. Si p es un primo y m un nimero positivo, entonces existe un cuerpo finito de
orden p™, el cual es tnico salvo isomorfismos.

3. El grupo multiplicativo de elementos no nulos de Iy, IFqX7 es ciclico. Cualquier
elemento generador es un elemento primitivo de FF,.

4. Si ¢ = p™ entonces cada subcuerpo de [, tiene orden p¢, donde d es un
divisor positivo de m. Reciprocamente, si d|m entonces existe exactamente
un subcuerpo de F, de orden p.

5. Cada elemento a € [F; cumple a? = a.

6. Un cuerpo finito I, es isomorfo al cuerpo de descomposicion de 29 — x sobre
F,,, donde p es la caracteristica de F,.

El siglo XX fue la época en la que se desarrollaron aplicaciones de cuerpos finitos,
debido mayormente a la apariciéon de las computadoras.

Las areas de aplicaciéon mas importantes son: criptografia y teorfa de cédigos. Sin
embargo, hoy en dia el uso de los cuerpos finitos se ha expandido.

El principal libro para ahondarse en la teoria de cuerpos finitos es de Lidl y
Niederreiter [40]; para una coleccion actualizada de temas de investigacion en cuerpos
finitos ver el manual de cuerpos finitos de Mullen y Panario [41].

1.2. Anillos y cuerpos.

Definicién 1.1. Un anillo (R, +,-) es un conjunto R junto con dos operaciones “+”
y “”, tal que:

1. (R,+) es un grupo abeliano;

2. - es asociativo, es decir, para todo a,b,c € Rya-(b-c) = (a-b) - ¢;
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3. las leyes distributivas se cumplen: para todo a,b,c € R, a-(b+¢c) =a-b+a-c
y(b+c)-a=b-a+c-a.

Definicion 1.2. Sea R un anillo.

1. Un anillo se denomina anillo con identidad, si el anillo tiene identidad
multiplicativa.

2. Un anillo es conmutativo si bajo es conmutativo.

3. Un anillo se denomina anillo de divisioén si los elementos distintos de cero
forman un grupo bajo “-”.

4. Un anillo se denomina cuerpo si es un anillo de divisién conmutativo con

identidad.

W

Dicho de otra manera, un cuerpo (F,+,-) es un conjunto F junto con operaciones
+ y - tal que:

1. (F,4+) es un grupo abeliano con identidad 0;
2. (F\ {0},-) es un grupo abeliano con identidad 1;
3. las leyes distributivas se cumplen, i.e., para todo a,b,c € F' se cumple

a-(b+c)=a-b+a-c,
(b+c)ra=b-a+c-a.

Si |F| es finito, entonces se dice que F' es un cuerpo finito. El namero de elementos
en F es el orden del cuerpo finito.

La definicién anterior implica que, excepto el 0, todos los elementos de F' tienen
inverso.

Es bien conocido que Z/(p) es un cuerpo si y so6lo si p es un nimero primo. Por
ejemplo, Z/(6) no es un cuerpo finito puesto que 2 -3 = 0 mdéd 6. Dicho de otra
forma, 2 no tiene inverso multiplicativo en Z/(6).

Definicion 1.3. Sea p un namero primo, F,, el conjunto {0,1,...,p— 1} de enteros
y ¢ : Z/(p) — Fp, la aplicacion: ¢([a]) = a para a = 0,1,...,p — 1. Entonces, F,
posee la estructura de cuerpo inducida por Z/(p), por lo tanto es un cuerpo finito
de orden p.

Se denotard a un cuerpo finito con ¢ elementos por F,. Mas adelante se vera que
q debe ser una potencia de un primo y que salvo isomorfismos hay solamente un
cuerpo finito con ¢ elementos.

En Z, para un entero a # 0, an = 0 (donde n € N) implica que n = 0.

Ahora consideremos Z/(p) y nuevamente tomemos a # 0. Entonces se puede
demostrar que ap = 0 y p es el entero positivo més pequeno con esta propiedad.

Definiciéon 1.4. Si R es un anillo arbitrario y existe un entero positivo n tal
que nr = 0 para todo r € R, entonces el entero positivo mas pequeno n es la
caracteristica del anillo y se dice que R tiene caracteristica positiva. De no ser asi,
se dice que R es de caracteristica cero.

Teorema 1.5. Un anillo R # {0} con caracteristica positiva que tiene una identidad
y ningun divisor de cero trivial, debe tener caracteristica prima.

Corolario 1.6. Un cuerpo finito tiene caracteristica prima.
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1.3. Propiedades basicas.

Teorema 1.7. SiF, es un cuerpo de caracteristica prima p y n > 1, entonces

n

(a4+b)P" =a?" +0"" y (a—b)P" =a" — ",

Demostracion. (Esbozo.) Usamos induccion sobre n:

1. Base (cuando n = 1): (a+b)? = aP 4 b”. Se desarrolla el binomio y se verifica
que cada coeficiente 0 < ¢ < p es cero, puesto que

(p ) _pp=1...(p—it1)

i P21 =0 médp.

2. De (a+b)P" =a?" + " se deduce que (a — b)P" = aP" — b*" puesto que
a?" = ((a—b) 4+ b)P" = (a—b)P" +b°".
O

Teorema 1.8. El grupo multiplicativo de elementos distintos de cero en I, denotado

por F, es ciclico.

Demostracion. (Esbozo.) Si g = 2 es facil ver que el resultado es cierto. Suponga
que ¢ > 3. El orden de F es ¢ — 1. Ahora considere la factorizaciéon en primos de
h=q—-1

h=pi'py" v
donde p1,pa, ..., pm son nameros primos distintos y 71,73, ..., T, son enteros posi-
tivos.

Para cada 4,1 < i < m, considere el polinomio 2"/ — 1. Puesto que el grado de
este es h/p;, tiene como méaximo h/p; raices. Ahora bien, h/p; < h = ¢ — 1, por lo
tanto hay elementos en F que no son raices de zh/pi — 1.

Sea a; un elemento de F; que no es una rafz de z"/Pi — 1. Definamos el elemento

by = /P

Dejamos como ejercicio probar que el orden de b; es p;' y que si b= by, ba,... by,
entonces el orden de b es ¢ — 1 y por lo tanto es un generador de F. O

Ejemplo 1.9. Consideremos F7 y su grupo multiplicativo F5 = {1,2,3,4,5,6}. Es
facil verificar que 2 no es un elemento primitivo, pero en el caso de 3 se tiene que:
31=3,32=2,32=6,3"=4,3>=5,30 =1,

de donde se concluye que 3 es un elemento primitivo.

Existen algoritmos para encontrar elementos primitivos, pero ninguno de ellos
se ejecuta en un tiempo polinomial en el tamano de la entrada. Encontrar un tal
algoritmo es un problema abierto dificil.

El siguiente teorema caracteriza los elementos que pertenecen a un cuerpo finito.

Teorema 1.10. Si F,; es un cuerpo finito de q elementos, entonces cada a € F,
satisface a? = a.

Demostracion. Si a = 0, entonces es claro que a? = a. Si a # 0, entonces a7~ =1,
puesto que ¢ — 1 es el orden del grupo multiplicativo in [Fy. O



CURVAS SOBRE CUERPOS FINITOS 5

1.4. Polinomios sobre cuerpos finitos. Un polinomio sobre un anillo R es una
expresion de la forma
_\n i
p(x) =3 g @i’
donde n es un entero no negativo y a; € R, para todo ¢ =0, 1,...n. Un polinomio
es mdnico si el término lider tiene coeficiente 1.

Definicion 1.11. El anillo formado por los polinomios sobre R con operaciones
suma y producto de polinomios, se denomina anillo de polinomios sobre R y se
denota como R[x].

Un polinomio f(z) = anz™ + - - 4 ap tiene grado n si a,, # 0. Por convencion, el
polinomio f(z) = 0 tiene grado —oo.

Teorema 1.12. Si f,g € R[x], entonces

grado(f +¢g) < max(grado(f), grado(g))
grado(fg) < grado(f)+ grado(g).

Sea F' un cuerpo. Un polinomio g € Fx] divide a un polinomio f € F[z], si existe
un polinomio h € F|x] tal que f = gh. Se dice entonces que g es un divisor de f.

Teorema 1.13 (Algoritmo de la division). Si g € Flz],g #0 y F es un cuerpo,
entonces para cualquier f € Flz] existen polinomios unicos q,r € F[z] tales que
f=qg+r ygrado(r) < grado(g).

Algunas clases importantes de polinomios sobre cuerpos finitos incluyen:

» Un polinomio f € Fy[z] es irreducible sobre F, si f tiene grado positivo y
f =gh con g,h € F,[x] implica que g o h es una constante. De otra forma f
es reducible.
s Sea f € F,[z] un polinomio distinto del polinomio idénticamente nulo. Si
£(0) # 0, entonces al entero positivo mas pequeno e para el cual f(z) divide a
2°—1, se le denomina el orden de f y se denota como ord(f). Si f(z) = 2" g(x)
con ¢(0) # 0, entonces ord(f)=ord(g). Un polinomio moénico f € F,[z] de
grado m es primitivo sobre Fy si f(0) # 0 y ord(f)= ¢" — 1.
= Un polinomio f € Fy[x] es una permutacién polinomial sobre F, si la funciéon
polinomial asociada f : ¢+ f(c) de F; en Fy es una permutacion de F,.
En las presentes notas no nos adentraremos en aplicaciones de estos polinomios,
pero existen innumerables aplicaciones de ellos en criptografia, sucesiones sobre
cuerpos finitos, combinatoria y geometria finita, entre otras areas de investigacion.

Cada aplicacién de Fy en si mismo puede expresarse como un polinomio. Es claro
quesi ¢ : F; = [F es una funcién arbitraria de F, en IF;, entonces existe un polinomio
tanico g € F, con grado(g) < ¢ representando a ¢, es decir, g(c) = ¢(c) para toda
¢ € F,. Es posible hallar al polinomio g usando algin método de interpolacién (como
el de Lagrange) para la funcién ¢.

Los polinomios irreducibles son los elementos “primos” de los polinomios. Al igual
que los numeros primos para los ntimeros enteros, los polinomios irreducibles tienen
un papel preponderante para los cuerpos finitos. En el caso de los enteros, se tiene
que

Z/(p) es un cuerpo si y sélo si p es un nimero primo.

Los siguientes teoremas garantizan que lo mismo se cumple para los polinomios
sobre cuerpos finitos.
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Teorema 1.14. Para f € F,[z], el anillo de clases residuales Fy[z]/(f) es un cuerpo
sty sdlo si [ es irreducible.

Por lo tanto, un problema de suma importancia es hallar polinomios irreducibles
en cuerpos finitos. En aplicaciones, como criptografia por ejemplo, la eleccién del
polinomio irreducible para la construccién de una extensiéon de un cuerpo finito
juega un papel muy importante en la eficiencia de los métodos considerados.

El teorema anterior garantiza que se obtendra un cuerpo si y solamente si,
el polinomio que define la estructura es irreducible. Observamos que si f es un
polinomio moénico irreducible sobre F,, y grado (f) = n, entonces el nimero de
elementos de F,/(f) es p™. Asi que F,,/(f) es un cuerpo finito con p™ elementos.

Ejemplos: Consideremos primero 22 + 1 € Fy[x] como el polinomio que define
al “cuerpo” F4. Usandolo se genera la tabla para el producto que se muestra a
continuacion:

. ‘0 1 T z+1
0 0 0 0 0

1 0 1 T rz+1 .
x 0 x 1 z+1

z+1|0 z+1 z+1 0

Como se podra observar no se obtuvo un cuerpo finito, esto se debe a que (z +
1)(z +1) =0 en Faz]/(z®> + 1) y 2 + 1 # 0, es decir, se tienen divisores de cero
diferentes de cero y por tanto no puede ser un cuerpo (finito). Adicionalmente, x + 1
no tiene inverso ya que no existe un elemento que multiplicado por x + 1 dé 1 como
resultado y los elementos en un cuerpo que son distintos de cero, deben tener un
inverso.

Ahora dado 2% + x + 1 € Fa[z], se tiene que

. ‘0 1 T z+1

0 0 0 0 0

1 0 1 x rz+1 .

T 0 T z+1 1
z+1|0 x+1 1 T

En este caso si se obtiene un cuerpo. La diferencia esta en el polinomio que se uso.
En el primer ejemplo, el polinomio usado z? + 1 era reducible sobre Fo, mientras
que en el segundo ejemplo, 2% + x + 1 es irreducible sobre Fy. (Ejercicio: verificar
que 22 + z + 1 es irreducible sobre Fy.)

Terminamos esta seccién con un teorema fundamental para polinomios sobre
cuerpos finitos.

Teorema 1.15 (Factorizacién unica en F,[z].). Cualquier polinomio f € Fy[z| de
grado positivo se puede expresar como

f=afi f5? . . ik
donde a € Fy, fi, f2,..., fr son polinomios mdnicos irreducibles distintos y e1, ez,
..., ex son enteros positivos. Ademds esta factorizacion es inica independientemente
del orden en el que aparezcan los factores.

La demostracién de este teorema no es constructiva. En otras palabras, no
ofrece ningun algoritmo para factorizar polinomios. Sin embargo, hoy en dia existen
métodos muy eficientes para factorizar polinomios sobre cuerpos finitos; ver, por
ejemplo [23].
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1.5. Estructura de los cuerpos finitos. Sea p un numero primo. Es sabido
que:

1. Z/(p) es un cuerpo finito;

2. F,[z]/(f) es un cuerpo finito si f es irreducible sobre F;

3. sigrado (f) =ny f es irreducible entonces F,[z]/(f) tiene p™ elementos.
;Son las anteriores las tnicas posibles opciones para construir cuerpos finitos? Lo
que se desea, es justamente caracterizar a todos los cuerpos finitos posibles.

Definicién 1.16. Sea F un cuerpoy K C F. Si K es en si mismo un cuerpo bajo
las operaciones de F', a K se le denomina subcuerpo de F'y a F se le llama una
extension de K. Si K # F, se dice que K es un subcuerpo propio de F.

Observe que F, no tiene subcuerpos propios. Es claro que si K C F, y K es
un cuerpo, entonces 0 y 1 son elementos de K. Puesto que K es un cuerpo, debe
ser cerrado bajo la suma, asi que cada elemento en [, estda en K. En consecuencia
K =TF,.

Definicién 1.17. Un cuerpo que no tiene subcuerpos propios se llama un cuerpo
primo.

Los cuerpos primos se obtienen considerando la interseccion de todas las colec-
ciones distintas de cero, de subcuerpos de un cuerpo dado. El siguiente teorema
caracteriza a los cuerpos primos.

Teorema 1.18. El subcuerpo primo de un cuerpo F' es isomorfo a F, o bien a Q,
dependiendo de si la caracteristica de F' es prima o cero.

Definicion 1.19. Si K es un subcuerpo de F' y M cualquier subconjunto de F'.
Entonces el cuerpo K (M) esta definido como la interseccion de todos los subcuerpos
de F' que contienen tanto a K como a M y se le denomina extensiéon del cuerpo K,
obtenida adjuntando los elementos de M.

Para un conjunto finito M = {61,0s,...,0,}, se escribe K(M) = K(61,0-,...,
0,). Si M tiene solo un elemento 6 € F, entonces L = K (0) se llama una extension
simple de K y 0 sera el elemento de definicion de L sobre K.

Si L es una extensiéon del cuerpo K, entonces es posible ver a L como un espacio
vectorial sobre K, puesto que los elementos de L forman un grupo abeliano bajo
la suma (L es un cuerpo) y la multiplicacion escalar de un elemento o € L por un
elemento r € K da como resultado ra € L, el cual cumple que:

rla+p) = ra+rp
(r+s)a = ra+sa
(rs)a = r(sa)

1l o = «

para todas r,s € K y o, € L. La dimension de este espacio vectorial es el grado
de la extension, si se tiene un espacio de dimension finita.

Definiciéon 1.20. Sea L una extension de un cuerpo K. Si L, considerado como un
espacio vectorial sobre K, tiene dimension finita, entonces a L se le denomina una
extension finita de K. A la dimension del espacio vectorial se le llama el grado de L
sobre K y se denota por [L : K]

Teorema 1.21. Si L es una extension finita de K y M es una extension finita de
L, entonces M es una extension finita de K y [M : K| =[M : L][L : K].
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Definicién 1.22. Si f € K|[z] de grado positivo y F' es una extension de K, entonces
se dice que f descompone en F', si f puede escribirse como el producto de factores
lineales en Fx]. Es decir, f descompone en F si existen aj,aq,...,a, € F tales
que

f(@) =alz —an)(z—az) - (z — an),
donde a € K es el coeficiente lider de f. Al cuerpo F' se le llama cuerpo de
descomposicion de f sobre K si f se descompone en F'y si F'= K(aq,qg,. .., ).

El siguiente teorema caracteriza a los cuerpos de descomposicion.

Teorema 1.23 (Existencia y unicidad de los cuerpos de descomposicion.). Si K es
un cuerpo y f es cualquier polinomio de grado positivo en K|x], entonces existe un
cuerpo de descomposicion de f sobre K. Cualesquiera dos cuerpos de descomposicion
de f sobre K son isomorfos bajo un isomorfismo que mantiene a los elementos de
K fijos y lleva las raices de f entre si.

Teorema 1.24. Si I’ es un cuerpo finito. Entonces F tiene p™ elementos donde p
es la caracteristica de F' y n es el grado de extension de F' sobre su cuerpo primo.

Demostracion. Puesto que F es finito, la caracteristica de F' es un ntmero primo, y
esto implica que el subcuerpo primo K de F' es isomorfo a IF,,. Por lo tanto contiene
p elementos.

Es posible ver a los elementos en F' como elementos de un espacio vectorial de F’
sobre K. Por lo tanto, existe una base para I’ sobre K formada por 1, 8o, ..., On.
Entonces cualquier elemento en F' se puede escribir como

a1 f1 + asfo + -+ anfp

con ai,as,...a, € K. Puesto que a; € K para todoi =1,...,n, se tienen p posibles
valores, el niimero total de elementos en F' es p™. O

Ahora estamos listos para dar uno de los resultados més importantes de cuerpos
finitos.

Teorema 1.25 (Existencia y unicidad de los cuerpos finitos.). Para cada primo p y
cada entero positivo n, existe un cuerpo finito con p™ elementos. Cualquier cuerpo
finito con p™ elementos es isomorfo al cuerpo de descomposicion de xP" — x sobre
F

-

Por ejemplo, este teorema garantiza que existe un cuerpo finito con 8 elementos,
puesto que 8 = 2% y 2 es primo. Sin embargo, este cuerpo con 8 elementos no es
Z/(8), puesto que Z/(8) no es un cuerpo; por ejemplo, 4 no tiene inverso. Para
encontrar Fas hay que hallar un polinomio irreducible de grado 3 sobre Fy. (Ejercicio:
hallar un polinomio irreducible de grado 3 sobre Fy y construir Fys.)

Teorema 1.26. Si [P, es un cuerpo finito con ¢ = p" elementos. Entonces cada
subcuerpo de F, tiene orden p™, donde m es un divisor positivo de n. Reciprocamente,
st m es un divisor positivo de n, entonces existe exactamente un subcuerpo de F,
con p™ elementos.

Ejemplos:
1. Fa10 tiene subcuerpos Fo2 v Fos, cada uno de los cuales tiene a Fy como
subcuerpo.
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2. F31s tiene subcuerpos Fss v F30; 36 tiene subcuerpos Fs2 y Fss, mientras
que F3o tiene como subcuerpo a Fjs; finalmente, cada uno de ellos, tiene
como subcuerpo a [F3.

3. Fs no es un subcuerpo de Fig, aunque 8/16. Como 3 no divide a 4, por lo
tanto Fg no es un subcuerpo de Fy4.

Los ejemplos anteriores estan ilustrados en la Figura 1.

]F318

FiGURA 1. Subcuerpos de Faio e Fais.

Nuestro préoximo paso es definir los conjugados de un elemento de un cuerpo
finito.

Definicién 1.27. Sean F,» una extension de F; y a un elemento en Fym. Los
2 m—1 .
elementos o, a?,a? ..., af son los conjugados de o con respecto a IFy.

Sea o € Fgn con polinomio minimal sobre IF, de grado d. Consideremos el

. 2 n—1 . .
conjunto a, a9, a9 ..., o de conjugados de a. Los elementos de este conjunto
son distintos si n = d; sino, cada conjugado distinto aparece repetido n/d veces.

Teorema 1.28. Los automorfismos distintos de Fyn sobre Fy son las funciones
00,015, On_1, donde 0;: Fgn — Fyn definida como oj(e) = a? para cada
o€ ]Fqn .

El conjunto de automorfismos de F; forma un grupo con la operacién de com-
posicion funcional llamado grupo de Galois de Fyn sobre IFy. Es un grupo ciclico
con generador o1: Fgn — Fgn que lleva a € Fgn a o llamado automorfismo de
Frobenius. Los conjugados de « son, entonces, los elementos a los cuales « es enviado
aplicando iterativamente el automorfismo de Frobenius.

La suma y el producto de los conjugados de o producen dos funciones especiales
muy usadas en aplicaciones.

Definicién 1.29. Para cada o € Fym, la traza de a sobre F, es definida por
Tr]qu/]Fq (OL) =+ O[q + O[q2 + 4 aqm_l'

La proxima proposicion, que dejamos como ejercicio, contiene algunas propiedades
de la traza.

Proposicion 1.30. Sean Fym una extension deFy, o, 8 € Fgm ya,b € F,. Entonces,

1. ’I‘I'[qu /]Fq (Oé) (S Fq;
2. TI'qum /Fq (GO{ + bﬁ) =a TI'Iqu /Fq ((1) + bTI']qu /Fq (ﬁ),
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3. Trp,.. 7, €s una transformacion linear de Fgm en Fy, donde Fgm y F, son
vistos como espacios vectoriales sobre F;
4. Trg . /v, (a) = ma;
5. Trp,m /r, (@) = Trg . /5, (@).
Observamos que
fl@)=(—a)(z—a?)...(z— aqnfl)
=" — (a +ad+- 4+ aqnil)x”_l + o+ (—l)naaq .. .Oéqnil,

entonces Try_, /p, (@) = —ap—1.
Podemos definir la traza de Fy» sobre un subcuerpo Fgm:
n—1

Trp o jw g () = 2+ 2" (xqm) "

Cuando tenemos una cadena de extensiones de cuerpos, podemos calcular la
composicion de trazas.

Teorema 1.31. Sea K un cuerpo finito, F una extension de K y E una extension
de F. Entonces, para o € F,

Trg/k(a) = Trp/k (Trg p(e)) .

Demostracion. Sea K = Fy, [F: K] =n, [E: F] = m y entonces [E : K] = mn.
Para a € ' tenemos

qi

n—1

Trp i (Trp p(e)) =

- m—1
(Trg (@ Z S ol

i=0 \ j=0

™

@
I
=)

mn—1

nj+i
Oéq Z Oéq ’I‘I'E/K(Oé>

I
3
|
-
3
L

@
I
<
.
I
<

O

La funcion traza Trp, g para una extension F' de K es una transformacion linear
de F en K que describe todas las posibles transformaciones de F' en K (funcionales
lineales de F).

Teorema 1.32. Sea F' un cuerpo, extension finita del cuerpo finito K, donde ambos
son considerados como espacios vectoriales sobre K. Las transformaciones lineales
de F en K son evactamente las funciones Lg, € F', donde Lg(a) = Trp, g (Ba)
para todo o € F'. Ademds, tenemos Lg # L~ cuando B y v son elementos distintos
de F.

Otra funcién interesante de un cuerpo finito a un subcuerpo es la norma.

Definicion 1.33. Para o € Fyn, la norma Ny . /p, (c) sobre Fy es definida como

n—1 =1
— aal TN
Ng,./r, (@) =l ...« =qaT .

n—1

Si flx)=(z—a)...(x—a? ) =" a', entonces Ng_, /r, (o) = (—1)"ao.
Teorema 1.34. La funcidn norma de Fyn sobre F, verifica

(a) Nr,./r,(aB) = Ng,_. /5, (@)NF,. /r,(B) para todo o, 3 € Fyn;
(b) Ng,./r, lleva Fgn en Fy y Fy en Fy;
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(¢) Np,./r, () =™, para todo o € Fy;

(d) Ng,./r,(@?) = Ng, .5, (a), para todo a € Fyn.

(e) Transitividad de la norma: Si K es una extension de un cuerpo finito K y E es
una extension de un cuerpo finito F', entonces Ng, (o) = Np/x (NE/F(oz)),
para todo o € E.

Ejercicio: probar el Teorema 1.34.

2. CUERPOS DE FUNCIONES, SEMIGRUPOS DE WEIERSTRASS Y CODIGOS DE
GoprPA

2.1. Cuerpos de funciones de una variable. Sean K y F cuerpos tales que
K C F. Como se ha visto anteriormente, se dice que F' es una extension de K y
escribimos F' | K. También se ha visto que podemos pensar a F' como un K-espacio
vectorial. Si F' es de dimension finita, con dimyg F' = d, entonces decimos que
la extension F' | K es finita, de grado d. Si y € F es tal que para un polinomio
distinto de cero p(X) € K[X] tenemos p(y) = 0, entonces decimos que y es un
elemento algebraico sobre K, de lo contrario, decimos que y es trascendente sobre K.
Observamos que si F'| K es una extension finita, entonces cada elemento y € F' es
algebraico sobre K: de hecho, digamos que dimg F' = n, tenemos que {1,y,...,y"}
es un conjunto linealmente dependiente, por lo tanto, existen ag,...,a, € K, no
todos iguales a cero, tal que ag + a1y + - - - + a,y” = 0, es decir, y es una raiz de
p(X) =>" ,a; X" € K[X]. Si y € F es trascendente sobre K, entonces es facil
comprobar que la interseccién de todos los subcuerpos de F' que contienen K e y
es el subcuerpo K (y) := {p(y)/q(y) € F|p(X),q¢(X) € K[X],q(X) # 0}, que es
isomorfo al cuerpo de fracciones de polinomios K (X) = {p(X)/q(X) |p(X),q(X) €
K[X],q(X) # 0}. Esto refleja el hecho de que si y es trascendente sobre K, entonces
se comporta como “una variable” sobre K, ya que para cualquier ag,...,a, € K
tenemos Y., a;y’ = 0 siy solo si a; = 0 para todo i = 0,...,n. Decimos que F |K
es una extension algebraica si cada elemento de F' es una raiz de algin polinomio
distinto de cero en K[X], de lo contrario, decimos que F'| K es una extension
trascendente.

En lo que sigue vamos a trabajar con un objeto basico: un cuerpo de funciones
algebraicas F'| K de una variable. Esta es una extension F' | K con la propiedad de
que existe un elemento x € F', trascendente sobre K y tal que la extension F' | K (x)
es finita.

F
‘ ) extension finita
K(x

~

> extension trascendente

K

Siempre asumiremos que K es algebraicamente cerrado en F, lo que significa que
si f € F es un elemento algebraico sobre K, entonces f € K (en otras palabras,
excepto los elementos de K C F', que obviamente son algebraicos sobre K, no hay
otros elementos de F' que sean algebraicos sobre K). Nuestra referencia, en esta
seccion, es el primer capitulo del libro de H. Stichtenoth ([47]). No tenemos tiempo
para demostrar la mayor parte de lo que necesitaremos, por lo que solo indicaremos
los resultados y el lector podra ver las pruebas en ese libro.
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El ejemplo mas basico de un cuerpo de funciones se obtiene al tomar F = K(X):
claramente X es trascendente sobre K y la extension F'| K(X) es finita de grado
uno (que es solo una forma elaborada de decir que F' = K(X)).

Definicién 2.1. Un anillo de valoracion del cuerpo de funciones F' | K es un anillo
O tal que:

(1) K g O ; F

(2) para cualquier f € F tenemos f € O o f~1 € O.

Lema 2.2. Sea O un anillo de valoracion de F' | K. Entonces O es un anillo local,
es decir, O tiene un tunico ideal mazimal, que es el conjunto P := O\ O* (donde
O* denota el conjunto de elementos invertibles de O).

Demostracion. Veamos que P es un ideal, y comenzamos por observar que 0 € P.
Sea 2z € Py f € O,sizf = u € O tenemos (zub)f =1y f € OF, luego
z = uf~! € O* lo cual es absurdo, por lo tanto, zf € P. Dado f,g € P\ {0}
tenemos que f/g € O o g/f € O, digamos f/g € O. Luego 1 + f/g € Oy
f+g9g=g9(l+ f/g) € P por lo que acabamos de probar que P es un ideal de O.
Obviamente es un ideal maximal porque si J C O es un ideal tal que P g JC O,
entonces J debe contener un elemento de O*, de modo que J = O. O

Definicién 2.3. Un subconjunto P C F que es un ideal maximal de algtn anillo
de valoraciéon de F'| K se llama lugar de F | K.

El teorema a continuaciéon enumera las propiedades importantes de los lugares.

Teorema 2.4. Sea O un anillo de valoracion de F|K y sea P C O su ideal
mazimal. Entonces:
(1) P es un ideal principal;
(2) seat € P tal que P =1tO, luego cualquier elemento distinto de cero z € F' se
escribe de manera unica como z =t"u, conn € Z yu € OF;
(3) 2€ O siysolo siz=t"u, conn€Z,n>0yuecO;
(4) el nimero entero n es el mismo para cualquier generador de P.

Demostracion. (1) Véase [47, Teorema 1.1.6].

(2) Véase [47, Teorema 1.1.6]. Aunque no probaremos la existencia, la parte de
unicidad del elemento es facil de verificar. De hecho, suponga que z = t"'u; = t"2uq
para ny,ne € Z'y ui,us € OF. Supongamos que ni; > ng, lo que implica que
1= t"l’”zulugl y como 1 ¢ P debemos tener n; = ng, y luego u; = us.

(3) Si z =1t"u con u € O* y n < 0, entonces no podemos tener z € O porque en
este caso 1 = zt""u~! € P, lo cual es absurdo. La reciproca es obvia.

(4) Supongamos ahora que P = tO = z0O, sabemos que existen n € Zy u € O
dnicos tales que z = t"u, y como z € P C O debemos tener n > 0. No podemos
tener n = 0 ya que esto implicaria z € O* (y luego 1 € O) por lo que n > 0. Como
P =20 = t"O debemos tener n =1 (porque t € O y debido a la unicidad probada
en el item (2)). Asi z =tuy dado f € F, f # 0 tenemos f =t™v conm € Z y
v € O, entonces f = z™(u™v) y asi el entero m es el mismo, independientemente si
usamos t o z. [

En la definiciéon siguiente, oo denota un elemento tal que co + 0o = n + 0o =
00 +n =00y oo >n para cualquier n € Z.
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Definicion 2.5. Una valoracion (discreta) de F'| K es una funcion v : F — ZU{oo}
con las siguientes propiedades:

1) v(f) =00 f=0;

2) v(fh) =v(f)+v(h) para cualquier f,h € I

3) v(f + h) > min{v(f),v(h)} para cualquier f,h € F}

4) existe t € F tal que v(t) = 1;

5) v(a) = 0 para cualquier a € K, a # 0.

Observe quesia € K*y f € F tenemos v(af) = v(a)+v(f) = v(f), en particular
v(—f) = v(f). Una propiedad importante de las valoraciones discretas es la llamada
desigualdad triangular estricta, que enunciamos a continuaciéon.

Lema 2.6. Sea v una valoracion discreta de F'| K y sean f,h € F. Siv(f) # v(h),
entonces v(f + h) = min{v(f),v(h)}.

Demostracion. Supongamos que v(f) < v(h) y supongamos también que v(f +h) #
min{v(f),v(h)} = v(f). De (3) obtenemos v(f+h) > v(f) y v(f) =v((f+h)—h) >
min{v(f + h),v(=h)} > v(f), una contradiccion. O

Definicion 2.7. Sea P un lugar de F'| K y definamos una funcion vp : F — ZU{oo}
de la siguiente manera: v(0) = co; si f # 0 sea t € P tal que P = tQ y escribamos
f =t"u, con u € OF; luego tomamos v(f) := n. Esta funcion se llama la valoracion
asociada a P. Del Teorema 2.4 esta funcion esta bien definida, es decir, no depende
de la eleccion del generador para Py para cualquier generador ¢ tenemos vp(t) = 1.
Un generador para P también se llama pardmetro local en P.

Dejamos al lector, como ejercicio, la prueba de que vp es de hecho una valoraciéon
discreta de F'| K. El resultado a continuacion puede ayudar a probar que vp tiene
la propiedad (3) en la definicion de valoraciones.

Lema 2.8. Sea P un lugar de F'| K, O su anillo de valoracion y sea vp la valoracion
asociada. Entonces:

(1) O ={f € Flvp(f) 2 0};
(2) 0" ={f € Flup(f) =0};
(3) P={f e Flvp(f)>0}.

Demostracion. Sea t € P tal que P = tO.

(1) Claramente, t"u € O siempre que n > 0y u € O*. Por otro lado, del Teorema
2.4 (3) tenemos O C {f € F'|vp(f) > 0}.

(2) Sea f =t"u € O*. Como f~! =t""u~! € O, debemos tener n >0y —n > 0.
Por lo tanto n = 0.

(3) Esto es claro ya que P = O\ O*. O

Por lo tanto, un lugar determina una valoracion de F' | K, y del item (1) del Lema
anterior vemos que hay un tinico anillo de valoracién que contiene un lugar dado. Es
facil probar el siguiente resultado, que es una especie de implicacion inversa a la del
lema: sea v : F' — ZU{oo} una valoracion de F | K ysea O :={f € F| K |v(f) > 0};
entonces O es un anillo de valoracion de F'| K, que tiene como ideal maximal el
conjunto P := {f € F'|v(f) > 0}. Uno incluso puede probar que hay una biyeccion
entre los conjuntos de funciones de valoraciones discretas de F'| K y los lugares de
F| K. Ademas, hay una biyeccion entre el conjunto de anillos de valoraciéon de F'| K
y el conjunto de lugares de F'| K (es decir, el conjunto de subconjuntos de f que
son ideales maximales para anillos de valoracion de F' | K).
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Dado que P es un ideal maximal de O, obtenemos que O/P es un cuerpo.
Ademas, como K C O podemos escribir K C O/P, es decir, tenemos una extension
(O/P)| K. Uno puede mostrar que esta es una extension finita, y su grado se llama
grado de P (notacion: deg P). Sea z € O, es habitual escribir z(P), en lugar de Z,
para denotar la clase de z en el cuerpo O/ P; esta notacion se usara libremente en
las secciones 3 y 4 a continuacion.

Cuando deg P = 1 decimos que P es un lugar racional de F'| K.

Ejemplo 2.9. Veamos dos ejemplos de cuerpos de funciones y examinemos sus
anillos de valoracién, lugares y valoraciones discretas.

1) Sea K un cuerpo (que, en una primera lectura, se puede pensar que sea el
cuerpo de nameros complejos C) y considere el cuerpo de funciones F' | K donde
F=KX)={f(X)/g(X)] f(X),9(X) € K[X],9(X) # 0}. Esto cuerpo se llama
cuerpo de funciones racionales). Sea p(X) € K[X] un polinomio irreducible (entonces,
si K = C debemos tener p(X) = X — «, para determinado a € C). Recordamos
que K[X] es un dominio euclidiano, en particular es un dominio de factorizacion
Gnica. Luego, dado f(X)/g(X) € K(X), podemos encontrar un tinico n € Z tal que
F(X)/9(X) = p(X)" F(X)/3(X), donde f(X),5(X) € K[X] y ni F(X) ni §(X) son
multiplos de p(X). Definiendo vp(f(X)/g(X)) = n y vp(0) = 0o obtenemos una
funcion vp : F — Z U {oo}. No es dificil probar que vp es una valoracion de K (x).
El anillo de valoracién correspondiente es

Opxy = {f(X)/9(X) € K(X)|g(X) no es un miltiplo de p(X)},

v el lugar correspondiente es el conjunto

Pyxy = {f(X)/g(X) € K(X)| f(X) es un mltiplo de p(X) pero
g(X) no es un multiplo de p(X)} = p(X)Op(x):

entonces, por supuesto,

Opxy = {f(X)/9(X) € K(X) | f(X) y g(X) no son miltiplos de p(X)}.

Vamos a demostrar ahora que deg P,(x) = deg p(X). Sea f(X)/g(X) € Opx). En
K[X] tenemos med(p(X),g(X)) = 1 (va que p(X) t g(X)) por lo tanto, existen
t(X),s(X) € K[X] tales que t(X)p(X) + s(X)g(X) = 1, luego s(X)g(X) — 1 €
(p(X)) y en Opxy/Py(x) tenemos s(X)/1 = 1/g(X); esto muestra que f(X)/g(X) =
J(X)s(X)/1 en Oy(x)/Ppx)- Ahora sea r(X) el resto en la division (euclidiana)
de f(X)s(X) por p(X), luego obtenemos f(X)s(X)/1 =r(X)/1 conr(X)=0o0
deg r(X) < deg p(X). De aqui es facil concluir que OP(X)/ »(X) Se genera, cOmo
un K-espacio vectorial, por 1/1, X/1, ..., Xdeg(®(X))—=1/1,

Otra valoracion de K (x), generalmente denotada por v es la funcion definida

POr voo(0) = 00y oo (f(X)/9(X)) = deg g(X) — deg f(X) para todo f(X)/g(X) €
K(X)\ {0}. El anillo de valoracién correspondiente es

O = {f(X)/9(X) € K(X)| deg f(X) < degg(X)},
el lugar correspondiente es
Poo = {f(X)/9(X) € K(X)| deg f(X) < degg(X)} = (1/X)O

y luego O = {f(X)/g(X) € K(X)| deg f(X) = degg(X)}. Vamos a demostrar
ahora que deg Ps, = 1. De hecho, en Ou /Py tenemos f(X)/g(X) # 0 si y solo
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si deg f(X) = deg g(X). Suponga que f(X)/g(X) # 0 y sean a y b, respectiva-
mente, los coeficientes lideres de f(X) y g(X). Tenemos f(X)/g(X) —ab=1/1 =
(f(X) —ab-1g(X))/g(X) =0,y por lo tanto O, /Ps, = K.

Se puede mostrar que estas son todas las valoraciones de K(X)|K (ver [47,
Proposition 1.2.1]).

Supongamos ahora que K = Cy sea p(X) = X —q, para algin o € C (observe que
todos los polinomios irreducibles de C[X] son de esta forma). Entonces deg P, =1
y puede escribir Ox_o/Px_o = C. De lo que hicimos arriba, sabemos que los
elementos de Ox_o/Px_q son de la forma z(X)/1, donde 2(X) € C[X]. Esta claro
que X/1 = «a asi que 2(X)/1 = z(a). Esta es la motivacion para la notaciéon z(P)
presentada justo antes de este ejemplo.

2) Sea f(X,Y)=Y2 - X(X —1)(X —-2)(X —3)(X —4)(X —5)(X —6) € C(X)[Y];
no es dificil ver que f(X,Y) (como un polinomio en la variable Y') es irreducible,
luego C(X)[Y]/(f(X,Y)) es un cuerpo. Escribimos

v:=X,y:=YyC(z,y) = CX)[Y]/(f(X,Y)).

Como 32 = H?:o (z — 1) vemos que cualquier elemento de f puede escribirse como
f(z) + g(z)y. Observe que C(z,y)|C es un cuerpo de funciones.

C(z,y)
) extension finita de grado 2: C(z,y) = C(z) & C(z)y
C(z)
‘ > extension trascendente
C

Damos ahora alguna informacion sobre las valoraciones de C(z,y). Sea vy, la
valoracion de C(z) que describimos antes, entonces la funcion we, : C(z,y) —
Z U {oo} definida en un elemento no nulo por

Woo (f(2) + g(2)y) = min{2ve0 (f (), 200 (9(x)) — T}

(¥ Weo(0) = 00) es una valoracion de C(z,y) | C. Para i € {0,1,2,3,4,5,6} tenemos
que

wi(f(z) + g(2)y) := min{2v,_i(f(x)), 202-i(g(z)) + 1}

(y w;(0) = oo) también es una valoracion (aqui v,_; es la valoracion de C(z)
asociada con el polinomio irreducible x — i, como se vio anteriormente), cuyo
anillo de valoracion (observe que C(z,y) es el cuerpo de fracciones de Clz,y] :=
C[X,Y]/(f(X,Y))) es ahora

a M z x),q(r), m(x),n(x x| y m(i
0= { BOEIN ¢ (o, (o). ata).mlo). n(e) € Clal y i) # 0},

Ademas, para a € C\{0,1,2,3,4,5,6}, sea b € C tal que b* = H?:O(a —1); luego
b # 0 y existen dos valoraciones distintas de C(z,y), digamos wgp y Wq,—p, con
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anillos de valoracién iguales a

_w x xT x), m(x),nx T
Ous = { LI ¢ (o) (o), ). (o). (o) €

y m(a) + n(a)b # O}

Ot = { LTI Ca,y) (o) ate) m(a),n(o) € Cla

y m(a) — n(a)b # o}.

Estos son todos los anillos de valoracion de C(z,y). Ademas, todos los lugares son
racionales. Esto es cierto porque, como se observd justo antes de estos ejemplos,
para un lugar P en un cuerpo de funciones F'| K la extension (Op/P) | K es finita,
por lo tanto es una extension algebraica, pero en nuestro caso K = C, un cuerpo
algebraicamente cerrado, entonces debemos tener Op/P = C para todos los lugares
P de C(z,y)|C.

Definicion 2.10. Sea P el conjunto de lugares de F'| K. Una suma formal de
lugares ) p.p npP, donde np € Z para todo P € Py np # 0 solo para un ntimero
finito de lugares P, se llama divisor de F'| K. El conjunto D de divisores es un grupo
abeliano con la suma ) pcpnpP + > pep SpP = Y pcp(np + sp)P. Definimos
un orden parcial en el conjunto de divisores D como ) pcpnpP < 3 popspP si
y s6lo si np < sp para todo P € P. El grado de un divisor es el namero entero
> pepnp deg P. El soporte de un divisor ) ., npP es el conjunto (finito) de
lugares P tal que np # 0.

Sea f € F con f # 0. Podemos mostrar que vp(f) # 0 solo para un namero finito
de lugares P (ver [47, Corollary 1.3.4]). Si P es tal que vp(f) > 0, entonces se dice
que P es un cerode f;sivp(f) < 0, entonces se dice que P es un polo de f. Definimos
el divisor de f como div(f) := > pcpvp(f)P. Observe que si f,h € F'\ {0}, a
partir de las propiedades de las valoraciones, obtenemos div(fh) = div(f) + div(h);
en particular, ya que div(1) = 0, obtenemos div(f~1) = —div(f). Los divisores del
tipo div(f), con f € F, f # 0, se llaman divisores principales y el siguiente lema
enumera algunas propiedades relacionadas con estos divisores (ver [47, Corollary
1.1.20 y Theorem 1.4.11]).

Lema 2.11. Sea f € F\ K. Entonces f tiene al menos un cero y un polo. Ademds,
deg(div(f)) = 0.

Ejemplo 2.12. Sea R(X) el cuerpo de funciones racionales sobre los nime-
ros reales R, y sea f = (X2 4+ 1)(X? + 2)3(X — 1)2/((X — 3)(X — 5)%). Lue-
go, del Ejemplo 2.9 (1) (utilizamos la notacion de ese ejemplo) y las propieda-
des de las valoraciones vemos que vxz1(f) = 1, vx242(f) = 3, vx—1(f) = 2,
vx—3(f) = =1, vx_5(f) = —4 ¥y veo(f) = —5, ademés vp(f) = 0 para cualquier
P ¢ {sz+1,sz+2,PX 1,Px_3,Px_5, P, ( )} Asi le(f) = sz+1 +3pxz+2 +
2Px_1—Px_3—4Px_5 —5P (f), los ceros de f son {Px2,1, Px242, Px_1}, los po-
los de f son {Px_3, Px—5,P(f)} ¥, recordando que deg Pxz2,1 = deg Px2,9 = 2,
es facil comprobar que deg(div(f)) =
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Definicién 2.13. Sea D un divisor de F'| K. Denotamos como L(D) el conjunto
L(D) = {f € F\{0}|div(f) + D > 0} U {0} (de manera equivalente, si D =
> pep npP entonces L(D) es el conjunto de funciones f tal que vp(f)+mnp >0
para todo P € P). De las propiedades (3) y (5) de las valoraciones vemos que L(D)
es un K-espacio vectorial, generalmente llamado espacio de Riemann-Roch asociado
a D; denotaremos su dimension por (D).

No es trivial, pero uno puede mostrar que ¢(D) es finito para cualquier divisor D
de F| K.

Definicion 2.14. Decimos que los divisores D y F son linealmente equivalentes si
existe una funcion f € F tal que E = D + div(f).

La equivalencia lineal es una relacién de equivalencia en el conjunto de divisores
de F'| K. A continuacion, enumeramos algunos resultados relacionados con el espacio
L(D).

Lema 2.15. Sean D un divisor de F|K y f € F, f #0. Sea E := div(f) + D,
entonces L(D) = L(E).

Demostracion. Mostraremos que 9 : L(D) — L(E) definido por ¢¥(h) = h/f es un
isomorfismo de K-espacios vectoriales. Sea h € L(D), luego div(h) + D > 0, por lo
tanto div(h/f) + div(f) + D > 0, es decir div(h/f) + E > 0; esto muestra que
esta bien definida. Esta claro que v es lineal e inyectiva, veamos que es suryectiva.
Si z € L(E), entonces div(z) + E > 0 por lo tanto div(z) + div(f) + D > 0, por lo
tanto zf € L(D) y por supuesto (zf) = z. O

Lema 2.16. Sea D un divisor de F'| K tal que deg D < 0, entonces £(D) =0 (i.e.,
L(D) ={0}).

Demostracion. Suponga que existe f € L(D), f # 0, luego div(f)+ D > 0. Observe
que deg(div(f) + D) = deg(div(f)) + deg D = deg D y tomando el grado en
ambos lados de esta desigualdad obtenemos deg D > 0, una contradiccién con la
hipotesis. O

Lema 2.17. Si D > 0 tenemos K C L(D) y si D = 0, entonces L(D) = K (y
tenemos (D) = 1).

Demostracion. Suponga que D > 0y sea a € K \ {0}. Como vp(a) = 0 para todos
los lugares P de F'| K obtenemos div(a) = 0, por lo tanto div(a) +D > 0 y tenemos
K C L(D). Ahora suponga D = 0; si f € L(D) N (F \ K) entonces del Lema 2.11
existe un lugar P tal que vp(f) < 0 por lo que no podemos tener div(f)+0>0y
luego L(D) = K. O

Lema 2.18. Si D < E, entonces L(D) C L(E) y dim(L(E)/L(D)) < deg(E — D).

Demostracion. Si h € L(D) entonces div(h) + D > 0, por lo tanto div(h) + E =
div(h)+ D+ (E—D) > FE — D >0y tenemos h € L(E). Supongamos ahora que
E =D+ Py seanp el coeficiente de P en el divisor D; si h € L(D + P) tenemos
vp(h) +np+12>0. Sea t un parametro local en Py sea ¢ : L(D + P) — Op/P la
transformacion K-lineal definida por ¥ (h) = ht"P+1, es facil verificar que el nicleo de
¥ es exactamente L(D) y por lo tanto dim(L(D + P)/L(D)) < dim Op/P = deg P.
Ahora el lema sigue por induccién y del hecho que si U C W C V son espacios
vectoriales K de dimension finita, entonces dim V/U = dim V/W +dim W/U. O
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El principal teorema sobre los espacios L(D) es el llamado Teorema de Riemann-
Roch (ver [47, Section 1.5]) que indicamos a continuacion.

Teorema 2.19. Sea F'| K un cuerpo de funciones y sea D un divisor de F'| K.
Eziste un entero mo negativo g y un divisor C tal que

UD)=deg D+1—-g+4(C—D).

Ademds, C' puede ser reemplazado por cualquier divisor en su clase de equivalencia
lineal.

Este teorema presenta el invariante mas importante de F'| K, el entero g, que se
llama el género de F'| K. La clase de equivalencia de C' se llama clase candnica de
divisores de F'| K y cualquier divisor en ella se llama divisor candnico.

Corolario 2.20. Sea C un diwvisor de F'| K. Entonces C es un divisor candnico si
y solo sideg C =29 —2 yL(C)=g.

Demostracion. Supongamos que C' sea un divisor canénico; aplicando el teorema
de Riemann-Roch a D = 0 y recordando del Lema 2.17 que £(0) = 1 obtenemos
1=04+1-g+4¢(C), luego ¢(C) = g. Ahora aplicamos el teorema de Riemann-Roch
aD=Cyusamos {(C) =gy {(C—C)=¢0)=1, asi g=deg C+1—g+1 para
que deg C' = 2g — 2. Para probar la reciproca, sea C’ un divisor canénico y suponga
que deg C =29 — 2y £(C) = g. Del teorema de Riemann-Roch aplicado a D = C
obtenemos g =2g—2+1—g—+£4(C’' —C) y ¢(C' — C) = 1. Esto significa que existe
z € F\ {0} tal que div(z) + (C' — C) > 0, es decir, div(z)+ C’ > C. Observe que
ambos lados tienen el mismo grado, por lo tanto, debemos tener div(z)+C’ = C, por
lo que C' es linealmente equivalente a C’ y, por lo tanto, es un divisor canénico. [

Corolario 2.21. Sea D un divisor de F|K tal que deg D > 2g — 2. Entonces
{D)=degD+1—g.

Demostracion. Sea C un divisor canonico, luego degC = 2g — 2 y obtenemos
deg(C — D) = deg C — deg D < 0. Asi, del Lema 2.16 obtenemos ¢{(C — D) =0y
del teorema de Riemann-Roch tenemos ¢(D) =deg D + 1 — g. d

Ejemplo 2.22. El corolario anterior proporciona un método para calcular el género
de un cuerpo de funciones, aunque generalmente no sea practico. La idea es calcular
deg(D) + 1 — ¢(D) para divisores cuyos grados crecen hasta el infinito, obteniendo
asi una secuencia de enteros que debe ser constante después de que el grado “sea lo
suficientemente grande”.

1) Usaremos este método para calcular el género de K(x). Sea

Poo ={f(X)/9(X) € K(X)| deg f(X) < degg(X)}
(consulte el Ejemplo 2.9 (1) para recordar las definiciones y la notacion que usaremos
aqui) y sea n un entero positivo. Entonces
L(nPyx)={2€ K(X)|vo(z)+n >0y
Up(x)(2) > 0 para todo irreducible p(X) € K[X]}.

Vamos a escribir z € K(X) como z = [], x,p(X)"»*), donde p(X) recorre el
conjunto de polinomios irreducibles en K[X] y n,x) es un nimero entero (por
supuesto, n,(x) = 0 excepto por un niimero finito de p(X)). Al recordar la definicion
de v vemos que L(nPy) = {f(X) € K[X]| deg f(X) < n}U{0}, luego £(nPx) =
n+1 = deg nPy +1. Esto muestra que K (z) tiene género cero. Uno puede demostrar
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la reciproca: si F' | K tiene género cero y un lugar racional, entonces F' = K(X) (vea
[47, Proposition 1.6.3]).

2) También aplicaremos el método anterior para calcular el género del cuerpo de
funciones C(z,y) descrito en el Ejemplo 2.9 (2) (consulte este ejemplo para las
definiciones y la notacién). Es un poco mas elaborado, pero vamos a delinear el
razonamiento. Para 1 un entero positivo, queremos determinar L(nPx,) para calcular
{(nPs). Tenemos

L(nPx) ={z € C(z,y) |w
Para L' := {z € C(z,y) |w(z)

L' ={p(z) + q(x)y € C(z,y) |p(x), q(z) € C[a]}.

Sabemos que los elementos de C(z,y) pueden escribirse como p(z) + ¢(x)y con
p(x),q(x) € C(z) y sea o : C(z,y) — C(z,y) el automorfismo de C(x,y) definido
por a(p(z) + q(x)y) = p(x) — q(x)y (en otras palabras, o es el automorfismo de
C(x,y) definido por o(z) =z y o(y) = —y). Sea w una valoracion de C(x,y). No es
dificil comprobar que la composicién w o ¢ es también una valoracion de C(x,y);
ademaés, si P # Py, tenemos wp 0 0 # weo. De hecho, (wp o o)(x) = wp(o(x)) =
wp(z) > 0 ya que z € Op, mientras que weo(x) = min{2 - (—1),00} = —2. De
esto podemos concluir que o(L') C L’ porque si z € L’ entonces w(o(z)) = (wo
0)(z) > 0 para todos w # we. Por lo tanto, si p(x) 4+ ¢(x)y € L' entones p(x) —
q(z)y € L' y luego p(x),q(x)y € L'. Ahora L' N C(z) = {a(x) € C(x) |w(a(x)) >
0 siempre que w # weo} = {a(z) € K(x)|a(z) € Op para todos los lugares P #
P} v de la descripcion de los anillos de valoracion en el Ejemplo 2.9 (2) obtenemos
L' N C(z) = C[z]. Por lo tanto, p(z) € C[z] y (q(z)y)? = q(x)? H?:O(a: —1) € Clz];
escribiendo ¢(z) como el cociente de dos polinomios vemos que debemos tener
q(z) € Clz]. Asi L' = {p(z) + q(x)y € C(z,y) | p(z),q(x) € Clx]} y como L(nPy) =
L'N{z € F|wsx(z) +n > 0} obtenemos

L(nPsx) = {p(z) + q(z)y | p(2), ¢(z) € Clz] y wes (p(x) + q(2)y) > —n}
= {p(z) + q(z)y | p(), ¢(z) € C[z], 200 (p(x)) > —n
Y 2Uso(q(x)) = 7 > —n}
= {p(z) + q(z)y | p(2), ¢(z) € C[z], deg(p(z)) < n/2
y deg(q(z)) < (n—7)/2}.

(2) +n >0y w(z) > 0 siempre que W # Weo }-

oo
> 0 siempre que w # Wy }, Vamos a mostrar que

De esto concluimos que

/2] +1 si1<n<6,
L(nPoo){ n+1—-3 sin>7,

y luego el género de C(z,y) es 3.

Necesitaremos, en una demostracién en la préxima seccion, el resultado a con-
tinuacion (ver [47], seccion 4.2, y especialmente el Teorema 4.2.6, para obtener
resultados méas generales). Recordemos que el anillo de la serie formal de Laurent
sobre un cuerpo K, en la variable ¢, es el anillo K((t)) := {>_ .2, a;it'|n € Z,a; €
K para todo i > n} (este conjunto es un anillo con la suma y el producto habituales
de la serie). Recuerde también que un cuerpo perfecto K es un cuerpo de caracte-
ristica cero o, si la caracteristica es p > 0, entonces cada elemento tiene una raiz
p-ésima en K. Por lo tanto, los cuerpos finitos son ejemplos de cuerpos perfectos
(este es el ejemplo que nos interesara, especialmente en las dos tltimas secciones).
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Teorema 2.23. Sea F'| K un cuerpo de funciones donde K es un cuerpo perfecto.
Sea t un pardmetro local en un lugar racional Q. Luego, existe un monomorfismo
de anillos ® : F — K((t)) que asocia a cada elemento z € F \ {0} una serie
P(z) =2, a;t’, donde a, # 0 yn =wvp(z). La serie ®(z) se denomina expansion

local de z en Q.

2.2. Semigrupos de Weierstrass de varios puntos. En lo que sigue, denotare-
mos el conjunto de enteros no negativos como Ny. Sea F'| K un cuerpo de funciones
de una variable y sea f € F, f # 0. Ya vimos que f tiene un ntmero finito de ceros
y polos.

Definicién 2.24. Llamamos al divisor divo(f) := > pep y o, (r)>0 0P (f) P divisor
de ceros de f, mientras que el divisor divee(f) = X pep y o, (1)<o(—vP(f))P se
llamara divisor de polos de f.

Observe que divo(f) > 0, diveo(f) > 0, div(f) = dive(f) — diveo(f) v que
deg(divo(f)) = deg(diveo(f))-

Definiciéon 2.25. El conjunto H(Q) = {n € No|3f € F tal que dive(f) = nQ}
se denomina semigrupo de Weierstrass asociado a @, o el semigrupo de Weierstrass
en Q.

Recordamos que un semigrupo es una estructura algebraica que consiste en un
conjunto no vacio H sobre el cual esté definida una operacién binaria asociativa y
un monoide es un semigrupo que tiene un elemento neutro relativo a la operacion (es
decir, existe 0 € H tal que h+0 = 0+ h = h para todos los h € H). Observe que el
conjunto H(Q) es un subsemigrupo de Ny, ya que si n1,nes € H(Q) entonces existen
fi, f2 € F tales que diveo(f1) = m1Q v diveo(f2) = n2@ y tomando f := f1fs
obtenemos divo(f) = (n1 + n2)Q, es decir ny + ny € H(Q). En realidad, como
0 € H(Q) (porque dive (1) = 0Q) tenemos que H(Q) es un submonoide de Ny, pero
llamar a H(Q) un semigrupo ya es un procedimiento estandar.

Un resultado muy til al estudiar H(Q) es el siguiente.

Lema 2.26. Eziste f € F'\ {0} tal que diveo(f) = nQ si y sélo si L((n —1)Q) &
L(nQ).

Demostracion. Tenemos: divo(f) = nQ para algun f € F < div(f)+nQ > 0 pero
div(f)+ (n—-1)Q ?0 & f € L(nQ)\ L((n —1)Q). O

Sea g el género de F'|K. Si n > 2g, entonces del teorema de Riemann-Roch
obtenemos £(n@Q) =n+1—g,{((n—1)Q) = (n—1)+ 1 — g, por lo tanto £(nQ) —
{((n—1)Q) =1, asi que L((n — 1)Q) & L(nQ). Por lo tanto {n € No|n > 2g} C
H(Q) y en particular, si ¢ = 0, entonces H(Q) = Ny. Supongamos que g = 1.
Luego de Corolario 2.21 obtenemos ¢(Q) = 1 y como ¢(0) = 1 debemos tener
H(Q) ={n € Ng|n =00 n > 2}. Entonces, asumimos que g > 2 y analizamos
el caso donde n € {1,...,2g — 1}. Observe que £(0Q) =1y £((2¢—-1)Q) =g vy
del Lema 2.18 obtenemos 0 < £(nQ) — £((n — 1)Q) < 1, por lo tanto, cuando n va
de 0 a 2¢g — 1 existen 2¢g — 1 “saltos”, mientras que la dimensién ¢(nQ) salta g — 1
veces, de 1 a g. Por lo tanto, podemos concluir que hay exactamente g — 1 elementos
n € {1,...,2g — 1} satisfaciendo L((n —1)Q) & L(nQ) y de lo que se hizo arriba
obtenemos

H(Q)={neNy|3f € K tal que dive(f) =nQ} =
{0,71,...,79-1} U{n € No|n > 2g}
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donde 0 < 71 < ... <7g-1 <29 —1, y luego #(Ny \ H(Q)) = g, para cualquier
g=0.

Definicion 2.27. El conjunto Ny \ H(Q) se llama conjunto de lagunas o secuencia
de lagunas en @ y sus g elementos se llaman lagunas de Weierstrass en Q; los
elementos de H(Q) a menudo se denominan no-lagunas en Q.

El semigrupo H(Q) es un objeto clasico y muy estudiado, de enorme importancia
en el estudio de los cuerpos de funciones y de las curvas algebraicas. En la Seccién 2.4
daremos algunas aplicaciones de estos semigrupos a la teoria de codificacion, pero
su importancia va mucho més alla. Suponiendo que K es un cuerpo algebraicamente
cerrado, se puede probar que para casi todos los lugares de F' | K (es decir, todos
los lugares, excepto un ntmero finito) la secuencia de lagunas es la misma (y si
K = C, entonces esta secuencia de lagunas es {1, ..., g}) y los lugares que tienen una
secuencia de lagunas diferente se llaman lugares de Weierstrass. El lector interesado
puede encontrar mas informacion sobre los semigrupos y lugares de Weierstrass
en [26, Seccion 4.4], [29, Section 7.6] y [49]. Por ahora, demostramos un resultado
simple que usaremos més tarde.

Lema 2.28. Sea Q un lugar racional de un cuerpo de funciones F' | K, sea o una
laguna en Q, y sea C' un divisor candnico de F | K. Entonces existe un elemento
heF tal quedivih) + C=(a—1)Q+E, con E>0yQ ¢ suppE.

Demostracion. Si«a es una laguna en @, entonces £(aQ) = £((a—1)@). Del teorema
de Riemann-Roch obtenemos a+1—g+4(C—aQ) = (a—1)+1—-g+4(C—(a—1)Q)
y, por lo tanto, {(C' — (o — 1)Q) = ¢(C — aQ)) + 1. Entonces existe h € F tal
que div(h) + C — (a — 1)Q > 0 pero div(h) + C — aQ # 0. Asi, tomando E :=
div(h)+C —(a—1)Q tenemos E > 0, div(h)+C = (a—1)Q+Ey Q ¢ suppE. O

Presentamos ahora una generalizacién directa del concepto de semigrupo de
Weierstrass en un punto, a un conjunto de varios puntos. Por lo que sabemos,
apareci6 por primera vez en [7, p. 366], pero su estudio sisteméatico comenzo6 con Kim
([36]) y Homma ([30]). Sea m un entero positivo. Observe que Njj* es un semigrupo
con la adicién coordenada a coordenada de m-tuplas.

Definicién 2.29. Sea m un entero positivo y sea Q1,...,Q,, lugares de F'| K de
grado uno. El subsemigrupo de Ni* dado por

H(Ql,...,Qm) = {(al,...,am) ENSLZ
Af € F con divee(f) = 1Q1+ ... + anQm}

se llama semigrupo de Weierstrass en Q1,...,Qm. A partir de las propiedades de
las valoraciones, es facil comprobar que se trata de un subsemigrupo de Ng*.
El conjunto complementario G(Q1,...,Qm) := NJ*\ H(Q1,...,Qm) se llama el

conjunto de lagunas en Q1,...,Qm, y los elementos de H(Q1,...,Qn) se llaman
no-lagunas.
De nuevo, observamos que H(Q1, . .., Q) es en realidad un monoide conmutativo,

ya que, por ejemplo, dive(1) =0=>"",0Q; y asi (0,...,0) € H(Q1,...,Qm).
En lo que sigue, usaremos la siguiente notacién. Denotamos por 0 la m-tupla
de N{* teniendo todas las entradas igual a cero; cuando escribimos o € N debe
entenderse que las entradas de esta m-tupla son @ := (aq,...,q;,) (de manera
similar para 3,7 € NJ"). Ademas, para i € {1,...,m} denotamos por e; la m-tupla
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que tiene todas las entradas iguales a cero, excepto la i-ésima entrada, que es igual
a 1y por v; nos referimos a la valoracion asociada a @Q);. Si & € Nj* anotamos como
L(a) al espacio vectorial de Riemann-Roch L(a1Q1 + - - + @nQm) v por £(c) nos
referimos a dim L(a). Sumamos m-tuplas de NJ* y las multiplicamos por enteros de

la manera habitual. Denotamos la m-tupla de los puntos (Q1,...,Qm) por Qm y
generalmente escribiremos H(Q,,) en lugar de H(Q1,...,Qm) y G(Qm) en lugar
de G(Q1,...,Qm).

Siempre asumiremos que #K > m, si K es un cuerpo finito.

Lema 2.30. Sea o € NJ'\{0}. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) ac H(Qm);
(2) l(a) =l —e;) + 1, para todo i € {1,...,m} tal que c; > 0.

Demostracion. Tenemos que (1) implica (2) simplemente porque si o € H(Q,)
entonces existe f € F tal que divee (f) = a1Q1 + -+ - + amQm, luego f € L(a) \
L(a — e;) para todo i € {1,...,m} tal que a; > 0. Para ver que (2) implica (1),
suponga que «; > 0 para algtn ¢ € {1,...,m} y sean fi,..., f, € F tales que
vi(fi) = —ay y vj(fi) > —a; para todo j € {1,...,m}. Vamos a mostrar que existen
elementos a1, . .., o, € K tales que el divisor de polos de Y"1 | v; f; es precisamente
Yo, @@ Para cada i =1,...,m, sea t; un pardmetro local en Q;. Sea

fi=aisty " 4 € K (1)

la expansion local de f; en @; (cf. Teorema 2.23). Luego, dive (D iv, aifi) #
S Qg siy solo si existe j € {1,...,m} tal que a; > 0 (es decir, v;(f;) =
—a; <0)yv; (it i fi) > —a; ), es decir, 1" | a;a; ; = 0; por lo tanto, para tener
diveo (X0 i fi) = Y1t ;Q; es suficiente elegir una m-tupla (v, ..., o) € K™
fuera de la unién de (como méaximo) m subespacios lineales de dimension m — 1.
Cada uno de estos subespacios lineales tiene (#K)™~! elementos y el origen es
un elemento comin a todos estos subespacios. Por lo tanto, debemos evitar como
méximo un total de m((#K)™ 1 —1)+1 elementos y esto es posible porque #K > m,
luego #K™ > m(#K)™™ 1 —m + 1; y la prueba esta completa. (Il

Lema 2.31. Sea o € Nj tal que a; > 0 para algun i € {1,...,m}. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(1) o) =l(x—€;) + 1;

(2) {B€ HQu)|Bi =i yB; <aj para todo j =1,...,m} # 0.
Demostracion. Si £(a) = £(a — e;) + 1 entonces existe f € F tal que dive(f) <
>im1 Qi vy vi(f) = —ay. Asi, escribiendo diveo(f) = Y271, B;F; tenemos que
BeHQm), con B =a;y B <aj paratodo j=1,...,m.

La implicacion (2) = (1) es facil. O

En lo que sigue vamos a denotar el conjunto

{BeHQn)|Bi=a;y Bj <ajparatodo j=1,...,m} #0
por Vi(a), i€ {1,...,m}.
Nos gustarfa llamar la atencién del lector sobre dos observaciones importantes:
1) El namero de lagunas es siempre finito. De hecho, dado o € Ni*, si Z;n:l a; > 2g
entonces, del teorema de Riemann-Roch tenemos que £(a) = Z;;l aj+1—gy para
todo ¢ € {1,...,m} tales que a; > 0 obtenemos £(a —e;) = (Z?zl a;j—1)+1—-g=
() — 1y por lo tanto e € H(Q,,,).
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2) Sea i € {1,...,m}, existe una biyeccion entre el semigrupo de Weierstrass
(habitual) H(Q;) y el conjunto {8 € H(Q.,) | B = ae; para algin a € Ny}, definida
por a — ae; para todos los a € H(Q;).

Como consecuencia de los lemas anteriores, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.32. Sea o € N[' y supongamos que #K > m. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) (oS G(Qm)7

(2) existei € {1,...,m} tal que a; >0 y £(cx) = l(ax — €;);

(3) existei € {1,...,m} tal que a; > 0 y V;(cx) = 0.

En [36], Kim comenzo el estudio de H(Q,,) tratando el caso m = 2 (aunque
él trabajo bajo las hipotesis de que K es algebraicamente cerrado y charK =
0, sus resultados son validos para cuerpos perfectos de cualquier caracteristica).
Presentamos a continuaciéon dos ejemplos de semigrupos de Weierstrass, basados en
ejemplos de su trabajo.

Ejemplo 2.33. Sea F' = C[z,y], donde y? = H?ZO(J? - 7).

(i) Sean Q1 y Q2 los lugares tales que £(Q1 + Q2) = 1 (y luego no existe una funcion
feF\K tal que Q1 + Q2 > divo(f)). Tome, por ejemplo, los lugares asociados a
los puntos (7!,v/7!) y (8!,+/8!). Se puede mostrar que en este caso H(Q1,Q3) es el
subsemigrupo de N3 cuyas lagunas se indican abajo como circulos vacios:

Por otro lado, si consideramos que (1 y Q2 son puntos de Weierstrass (por
ejemplo, (0,0) y (1,0)), entonces H(Q1,Q2) es el subsemigrupo de N3 que tiene las
siguientes lagunas:

123456

Como podemos observar a partir de estos ejemplos, el nimero de lagunas puede
variar con la elecciéon de Q1,...,Q,,. Uno puede mostrar que

NG
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(ver [36] para el caso m = 2, [33] para el caso m > 2 y [9] para una prueba de este
hecho en una situacién mas general).

Como sefialan Homma y Kim (véase [31]), para las aplicaciones de la teoria de la
codificacion, el siguiente concepto es importante.

Definicion 2.34. Una laguna de Weierstrass pura de H(Q,,) es una laguna o tal
que, para todo i € {1,...,m}, tenemos o; > 0y £(ax) = {(ax — €;) (0, de manera
equivalente, V;(a) = (). El conjunto de lagunas puras se denotara por Go(Q)-

De la equivalencia de (2) y (3) en el Corolario 2.32 obtenemos que (1,1), (1,2) y
(2,1) son lagunas puras del semigrupo de Weierstrass del Ejemplo 2.33 (i), mientras
que en el Ejemplo 2.33 (ii) las lagunas puras son los puntos (a, b) con a,b € {1, 3,5}.

Lema 2.35. Si a € Go(Qun), entonces «; es una laguna de Weierstrass en Q;, para
todo i € {1,...,m}.

Demostracion. Sea i € {1,...,m}. De V;(a) = 0 tenemos a;e; ¢ H(Q;,), luego
o; & H(Q:). 0

Lema 2.36. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) [0S GO(Qm);
(i) £(r) = l(ax — 1).

Demostracion. Para demostrar que (i) implica (ii) supongamos que existe f €
L(a) \ L(a — 1), entonces debemos tener v;(f) = —a; para i € {1,...,m}, luego
Vila) # 0y a ¢ Go(Qy). Para demostrar la reciproca, observamos que para
cualquier ¢ € {1,...,m} tenemos {(a) > l(a — e;) > {(ax — 1), luego las hipotesis
implican ¢(a) = {(a — e;) para todo i € {1,...,m}. O

2.3. Cobdigos de Goppa. Un cddigo es un conjunto formado por combinaciones
de un conjunto de simbolos que se llama el alfabeto del cdédigo. Una combinacién del
alfabeto que pertenece al codigo se llama palabra del codigo. Los codigos se utilizan
para transmitir informacion, generalmente a través de un medio que puede manipular
las palabras del codigo, transformandolas en otras palabras o en combinaciones
que no estan en el codigo. Los llamados cddigos correctores de errores tienen la
propiedad de que, si el medio no cambia “demasiado” una palabra, la palabra original
puede recuperarse de la palabra recibida. Esta propiedad se deriva del hecho de que
cada palabra, en dichos codigos, transporta no solo informacion, sino también cierta
“redundancia de informacién” que se utiliza para recuperar palabras que han sido
cambiadas.

Uno de los tipos mas comunes de codigos correctores de errores es el cddigo lineal.

Definicion 2.37. Un cddigo lineal de longitud n sobre un cuerpo finito K es
simplemente un subespacio vectorial de K™. Sea C C K" un c6digo lineal y sean
v,w € C. La distancia de Hamming entre v = (v1,...,0,) y w = (wy,...,wy,) se
define como d(v, w) := #{i | v; # w; }. La distancia minima de un cdédigo es el ntumero
min{d(v,w) |v,w € C,v # w}, o equivalentemente, min{d(v,0) |v € C,v # 0}.

Siempre trabajaremos con cddigos lineales y por eso omitiremos la palabra lineal.
Un cdédigo [n,k,d] es un codigo de longitud n, dimension k y distancia minima
d. Para aplicaciones, generalmente queremos cédigos con una distancia minima d
grande, ya que no es dificil mostrar que si un medio de transmisién cambia como
maximo (d — 1)/2 entradas en una palabra w, convirtiéndola en una n-tupla w’,
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entonces w serd la tnica palabra del codigo cuya distancia para w’ es como maximo
(d —1)/2 y decodificaremos la n-tupla w’ recibida como w. También es deseable
tener una gran dimensiéon k, ya que esto significa que el cédigo puede transmitir
grandes cantidades de informacién. Sin embargo, para un n de longitud fija, no
podemos tener grandes d y k, debido a la cota de Singleton.

Lema 2.38 (Cota de Singleton). Sea C' un cddigo [n, k,d]. Entonces
k+d<n+1.

Demostracion. Sea w el subespacio de K™ definido por W = {(a1,...,an) €
K"™|a; = 0 para todo ¢ > d}. Como d(w,0) < d — 1 para todo w € W, tene-
mos WNC ={0}. De dimW = d — 1 obtenemos k + (d — 1) < n, que prueba el
lema. |

Definicion 2.39. Si C C K" es un codigo, entonces
Ct = {we K" |{w,v) = 0 para todo v € C}
se llama cddigo dual de C (aqui ( , ) denota el producto interno habitual en K™).

Presentamos ahora la construccion, debido a V.D. Goppa, que usa material de
las secciones anteriores, para obtener los llamados cddigos (geométricos) de Goppa.

Sea F'| K un cuerpo de funciones de una variable. Sean G y D divisores de F' | K
con soporte disjunto, con D de la forma D = P, + --- + P,, donde P,..., P,
son lugares racionales de F'| K. Sea ¢ : L(G) — K" la funcion definida por
o(f) = (f(P1),..., f(Py)) (recuerde que f(P) es la clase de f € Op en O,/P, cf.
péag. 14); luego, ¢ es una transformacion lineal de K-espacios vectoriales y o(L(G))
es un codigo de longitud n; denotaremos este codigo como C(D,G). Una ventaja de
esta construccion es que de inmediato podemos calcular o encontrar una estimacion
de los principales parametros del codigo.

Teorema 2.40. C(D, G) es un cddigo [n, k,d], donde k = dim L(G) — dim L(G — D)
yd>n—degG.
Demostracion. Observe que ¢ es una transformacion lineal suryectiva sobre C(D, G)
y
Ker(¢) ={f € L(G) | f(P;) =0 para todo i = 1,...,n}

={f e L(G)|vp,(f) >0paratodoi=1,...,n}

—{f € L(G) | divo(f) > D}

—{f € F|divo(f) > D y divo(f) — dive(f) + G > 0}

={feF|div(f)+ G- D >0} = L(D - Q).
La definicién de distancia minima tiene sentido solo si el codigo tiene un elemento
distinto de cero, lo que asumimos ahora. Sea x € L(G) tal que p(x) # 0 (en particular
x # 0) y tal que d = d(¢(x),0). Luego, existe un subconjunto A C {1,...,n} de

cardinalidad n —d tal que si i € A entonces vp,(x) > 0 (y vp,(z) # 0sij ¢ A). Porlo
tanto x € L(G—) ;. Ps), luego deg(G—> ;. Pi) > 0y tenemos d > n—degG. [

En lo que sigue, denotamos por g el género de F' | K.

Corolario 2.41. Supongamos que deg G < degD = n. Entonces ¢ : L(G) —
C(D,G) es inyectiva y:
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(1) C(D,G) es un codigo [n,k,d] cond >n—degG y k=dimG >degG+1—g
(luego k+d>n+1-g);
(2) suponiendo ademds que 2g — 2 < deg G < n, tenemos k = degG +1 — g.

Demostracion. Sideg(G— D) < 0 entonces dim L(G — D) = 0y del teorema anterior
tenemos k = dim L(G), por lo tanto, ¢ es inyectiva. Del teorema de Riemann-Roch
obtenemos dim L(G) =degG+1—g+dim L(C — G) > deg G+ 1 — g, donde C es
un divisor canonico; si deg G < deg C = 2g — 2 entonces dim L(C' — G) = 0, luego
k=degG+1—g. O

En estas notas llamamos al ntimero n — deg G la cota de Goppa para la distancia
minima de C(D, G).

Se puede probar [47, Proposition 2.2.10] que el codigo que es el dual de C(D, G)
es el codigo C(D, D — G + C), donde C es un divisor canonico tal que D — G + C' es
un divisor cuyo soporte es disjunto del soporte de D (en el curso de la determinacion
de C(D,G)* uno ve que de hecho existe tal divisor canénico). No lo probaremos,
pero demostramos al menos que C(D, D — G + C) tiene la dimension correcta. Pero
primero, presentamos algunos hechos sobre los pardmetros de C(D, G)*.

Corolario 2.42. C(D,G)* es un cidigo [n, k', d'], con k' = {(C—(G—D))—£(C-G)
yd > degG — (29 — 2). Si degG > 29 — 2 entonces k' = {(C — (G — D)) >
n+g—1—degG y si 29 —2 < degG < n, entonces k' =n+g—1—degG.

Demostracion. La primera afirmacion es una consecuencia del Teorema 2.40 y del
hecho de que C(D,G)* = C(D, D — G + C). Las otras afirmaciones se obtienen de
la primera y del teorema de Riemann-Roch. O

Observe que dimC(D, G) +dimC(D,D -G+ C) =4(G) —4(G—D)+4(D -G +
C)—U(C—-G)=4G)—L(C-G)—G—-D)—¢C—-(G-D)))=degG+1—
g — (degG —deg D + 1 — g) = deg D = n, que es el resultado esperado.

En estas notas llamaremos al nimero deg G — (2g — 2) la cota de Goppa para la
distancia minima de C(D,G)> .

2.4. Semigrupos de Weierstrass y cédigos de Goppa. En esta seccién
pretendemos mostrar como utilizar la informacion de los semigrupos de Weierstrass
en varios puntos para construir cédigos de Goppa que tengan cotas para la distancia
minima mejor que la cota de Goppa.

Sea F'| K un cuerpo de funciones de una variable; en esta seccion, K es siempre
un cuerpo finito. Comenzamos con una aplicacion del semigrupo de Weierstrass
habitual para construir cédigos con una distancia minima “grande” y que aparecio
en un trabajo de Garcia, Kim y Lax (ver [18]).

Teorema 2.43. Sean Q, Py, ..., P, lugares racionales distintos de F'| K. Supon-
gamos que hay un conjunto de t + 1 lagunas consecutivas en H(Q), digamos v —
t,...,y—1,7v (donde t es un entero no negativo). Para G := ~Q, si el cédigo C(D, Q)
tiene una dimension positiva, entonces n — deg G +t+ 1 es una cota inferior para
su distancia minima.

Demostracion. Supongamos que existe f € L(G) tal que w := d(o(f),0) < n —
deg G + t (recuerde que ¢ es la funcion que aparece en la construccion de C(D, G)
—vea la pagina 25); esto significa que existe un subconjunto A C {1,...,n} tal
que #A = n —w y vp,(f) > 0 para todo i € A (y por supuesto, vp,(f) = 0
para j € {1,...,n} \ A). Luego div(f) + G > > ;. Pi por lo tanto E := div(f) +
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G — > iea Pi > 0, ademés deg E = deg G — n + w < t, entonces escribimos E =
AQ + E’, donde E/ > 0y Q ¢ supp E’; observe que 0 < A < ¢. Por lo tanto,
div(f) =AQ+E -G+ > "P,=—-(v—ANQ+ E' + > ,., P, de modo que
y—Xe H(Q). O

El teorema anterior muestra que la existencia de ¢ + 1 lagunas de Weierstrass
consecutivas en el semigrupo H(Q) de un lugar racional @) permite la construccion
de un c6digo de Goppa cuya cota para la distancia minima puede mejorarse mediante
t + 1 en comparacion con la cota de Goppa. El caso t = 0 de este teorema fue
probado por Janwa (ver [34]).

Presentamos ahora un teorema de Garcia y Lax que muestra como construir un
codigo dual con una cota inferior mejor que la cota de Goppa para la distancia
minima (ver [19]).

Teorema 2.44. Sean Q, Py, ..., P, lugares racionales distintos de F' | K y sean «
y B lagunas de Weierstrass en Q. Sean D :== Py +---+ P, y G := (a+ 8- 1)Q.
Si dim C(D,G)t > 0, entonces deg G — (29 — 2) + 1 es una cota inferior para la
distancia minima de C(D,G)*.

Demostracion. Recordemos que C(D,G)* = C(D, D—G+C), donde C es un divisor
canénico tal que supp(D — G + C)Nsupp(D) = 0. Sea ¢ : L(G) — C(D,D -G+ C)
como en la seccion anterior. Suponga que hay un elemento f € L(G) tal que
w = d(e(f),0) < degG — (29 — 2). Como deg G — (2g — 2) es una cota inferior
para la distancia minima, debemos tener w = deg G — (2¢g — 2). Entonces existe
I'c {1,...,n} tal que #I' = w y vp,(f) = 0 para todo i € " (y vp,(f) > 0 para
todo j € {1,...,n}\T). Por lo tanto, div(f) + C+ D =G = 3 ey nr by v asi
div(f) +C > G =3 ;. Pj. Observe que ambos lados de esta desigualdad tienen el
mismo grado, luego div(f) +C=G—- ZjeF P;. Dado que « es una laguna en @
tenemos, del Lema 2.28, que existe h € F' tal que div(h) + C = (o — 1)Q + E, con
E >0y Q ¢ supp E. Por lo tanto, div(h/f) = div(h) —div(f) = >_;cr Pj+ E - BQ
y tenemos 8 € H(Q), contradiciendo una hipotesis. |

En [18] los autores presentan la siguiente generalizacion del resultado anterior
(que no demostraremos aqui).

Teorema 2.45. Sean Q, Py, ..., P, lugares racionales distintos de F'| K. Supon-
gamos que a,...,a+t,80—(t—1),...,8— 1,8 son lagunas de Weierstrass en @,
cona+t<fyt>1 SeanD :=P—-1+---+P, yG:=(a+p—-1)Q; si
dimC(D,G)* > 0, entonces deg G — (2g — 2) +t + 1 es una cota inferior para la
distancia minima de C(D,G)*.

Corolario 2.46. Sean Q, P1,..., P, lugares racionales distintos de F|K. Su-
pongamos que «,...,a +t son t + 1 lagunas de Weierstrass consecutivas en Q.
Sean D := Py +---+ P, y G := (2a+t —1)Q; si dimC(D,G)* > 0, entonces
deg G — (29 — 2) +t + 1 es una cota inferior para la distancia minima de C(D,G)* .

En 2001, en su tesis doctoral, escrita bajo la supervision de R.F. Lax, Gretchen
Matthews dio la primera aplicacion de los semigrupos de Weierstrass en mas de un
punto a la teoria de codificacion (ver [27]). Uno de sus principales resultados en ese
trabajo es el siguiente.

Teorema 2.47. Sean Q1,Q2, Py,..., P, lugares racionales distintos de F|K.
Suponga que (a1,a2) € G(Q1,Q2) con aq > 1 y L (a1Q1 + a2Q2) = (g —
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1)Q1 + a2Q2). Suponga ademds que (y1,72 —t — 1) € G(Q1,Q2) para todo t,
0<t<min{y—1,29—1— (a1 +as)}. Sean G = (a1 +71 —1)Q1+ (a2 +72—1)Q2,
y D= Py+ -+ P,. Sila dimension de C(D,G)* es positiva, entonces la distancia
minima de este codigo es al menos degG — (2g — 2) + 1.

Poco después de la publicaciéon del trabajo de Matthews, un trabajo de Homma
vy Kim introdujo el concepto de “lagunas puras”, que vimos en la Seccion 2.2 y lo
usaron para obtener codigos con cotas inferiores mejores para la distancia minima.
Homma y Kim trabajaron con el semigrupo de Weierstrass en dos puntos, y sus
resultados han sido generalizados al caso de los semigrupos de Weierstrass en m
puntos, m cualquier entero positivo, por C. Carvalho y F. Torres (ver [10]). Para
presentar los principales resultados de [10], comenzamos con un resultado de Homma
y Kim (ver [31]), ligeramente modificado para estas notas.

Lema 2.48. Sean B, E, N y M divisores de F'|K, con B > 0. Si
(1) N+ M+ E es un divisor candnico;
(2) £(M — B) = {(M);
(3) {(N) <UN+E);
(4) ¢{(N)=L(N + B);
entonces deg B < deg F.

Demostracion. Por supuesto, tenemos que N + M + E = (N+ B+ E)+ (M — B)
es un divisor canoénico, por lo tanto, del teorema de Riemann-Roch obtenemos
N+ B+ FE) = degN +degB+degE+1—g+ M —-B)y {(N+E) =
deg N +deg E+1—g+£(M), donde g es el género de F'| K. Usando (2) obtenemos
N+ B+ E)—{(N + E) = deg B. Ahora, de (3), (4) y el teorema de Riemann-
Roch, obtenemos degB = (N + B+ E) —{(N+ E) <{(N+ B+ FE)—{(N) =
(N +B+E)— (N + B) < deg E. O

Lema 2.49. [31, Lema 3.1] Sean M y B divisores de F | K con B> 0 y (M) =
{(M — B). Si R > 0 es un divisor que satisface supp R Nsupp B = (), entonces
(M —R)=4M —-R-B).

Demostracion. Observe que L(M — B) C L(M) y L(M — R) C L(M); de supp RN
supp B = ) obtenemos L(M — B)NL(M — R) = L(M — R — B), por lo tanto

debemos tener L(M — R) = L(M — R — B) ya que L(M) = L(M — B). O
Uno de los principales resultados de [10] es el siguiente.

Teorema 2.50. [10, Teorema 3.3] Sean Q1,...,Qm, P1,..., P, lugares racionales

distintos de F'| K. Supongamos que (aq,...,am) y (B1,...,Bm) son lagunas puras

enQi,...,Qm. Sea G=3" (a;+B;—1)Q; y D= Py +---+ P,. Si la dimension
de C(D,G)* es positiva, entonces a distancia minima de este cédigo es al menos
deg G — (29 — 2) + m.

Demostracion. Recuerde que C(D,G)* = C(D,D — G + C), donde C es un divisor
canonico tal que supp(D —G+C)Nsupp(D) =Py sea ¢ : L(D—-G+C) — C(D,D—
G + C) la funcion definida en la pagina 25 (es decir, @(h) = (h(P1),...,h(Py))
para todo h € L(D — G + C)). Sea f € L(G) y sea w = d(¢(f),0), luego existe un
subconjunto A C {1,...,n} tal que #A = w, vp,(f) =0sii € A y vp,(f) > 0si
i € {1,...,n}\A. Porlo tanto, div(f)+ D—G+C = 3,c ;4 Fi (aqui estamos
usando que supp(D — G + C) Nsupp(D) = 0 y que supp(G) N supp(D) = () por lo
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tanto div(f) +C — G+ Y ;e P > 0. Sean B:=3"", Q;, E:=C -G+ .., P,
N:=>"(a; —1)Q; y M =37, 3iQi — >, Pi. Entonces E+ N + M es el
divisor canonico C, £(N) = ¢(N + B) por Lema 2.36 y {(M — B) = ¢(M) por
Lema 2.36 y el lema anterior. También tenemos ¢(N) < ¢(N + div(f) + E), porque
div(f)+ E > 0; de N > 0 tenemos div(f)+ E+ N > 0, por lo tanto, f € L(E+ N)
y Udiv(f)+ E+ N)=£4(FE + N), luego {(N) < {(N + E). Por lo tanto, del Lema
2.48 obtenemos deg B < deg E, es decir, m < 2g — 2 — deg G + w, de modo que
w > deg G — (2g — 2) + m. O

Otro resultado principal de [10] es el siguiente.

Teorema 2.51. [10, Teorema 3.4] Sean Q1,...,Qm, P1,..., P, lugares racionales
distintos de F' | K. Sean (aq, ..., am), (B1, ..., Bm) € NI tales que a; < B; para todo
i€{l,...,m} y asuma que cada m-tupla (y1,...,%m) € NJ* con a; <; < f; para

todoi € {1,...,m} es una laguna pura en Q1,...,Qm. Sea G => 1" (a;+3;—1)Q;
y D =P, +---+P,. Sila dimension de C(D,G)* es positiva, entonces la distancia
minima de este codigo es al menos deg G — (29 —2) + m~+ Y v (Bi — ;).

Demostracion. Sean @, f, wy A como en el comienzo de la prueba anterior. Entonces,
como arriba, tenemos div(f) + C — G+ Y_,., P > 0. Ahora sea B := > " | (8; —
@; +1)Q; y como arriba, tome E := C — G+ >, P, N := > (a; — 1)Q;
y M =" 50 — > ica Pi- Entonces E + N + M es un divisor canénico y
N+ B=>3"",3Q;. Asi, a partir de la definicién de lagunas puras y del Lema 2.36,
obtenemos ¢(N + B) = ¢(N). Ademas, como £(>_,_; 5iQ:) = L(D>_,_1(a; —1)Q;) =
0(3>°,—1 BiQi — B) y supp B Nsupp(d_;cp Pi) = 0 obtenemos del Lema 2.49 que
U5, BiQi=Yren P) = (Y, BiQi— B—Y,cy P, es decir, £(M) = (M — B).
Como en la prueba anterior, tenemos ¢(N) < ¢(N + E), asi que del Lema 2.48
obtenemos deg B < deg E, es decir, Y ..* (8 —a; +1) <29 —2—degG +w, luego
w>degG— (29 —2)+m+ > i (Bi — ). O

Observe que, de alguna manera, este resultado extiende los resultados 2.43 y 2.44,
si pensamos que todos las lagunas puras en la hipodtesis son “jlagunas consecutivas!”.

3. CURVAS MAXIMALES

Al escribir el material de esta seccién, intentamos presentar algunos de los
problemas que se estudian hoy en esta area. La seleccion de los temas es algo
personal y solo muestra una pequena parte del panorama completo. Esperamos que
sea un buen punto de partida para aquellos estudiantes interesados en este tema.

El proposito de esta seccion es estudiar curvas definidas sobre cuerpos finitos,
interesados particularmente en curvas con “muchos” puntos racionales. Tales curvas
resultan muy ttiles en Teoria de Codigos ya que para codigos fabricados a partir de
tales curvas, la distancia minima es grande.

Algunas veces, para probar los resultados es més facil usar el lenguaje de cuerpos
de funciones y a veces, para trabajar con ejemplos concretos es més facil usar el
lenguaje de curvas, asi que comenzaremos mostrando que existe un diccionario que
nos permite pasar de un lenguaje al otro sin problemas.

3.1. Definiciones basicas. Los detalles y pruebas de la parte de curvas pueden
ser encontrados en [28], [15], [45] y [46], mientras que los detalles sobre cuerpos de
funciones en [47].
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Sea F, un cuerpo finito con ¢ elementos, denotamos por F, el cierre galoisiano.
Podemos pensar que el espacio proyectivo puede ser obtenido a partir del espacio
afin, agregando puntos en el infinito.

Definicién 3.1. El conjunto A"(F,) = {(a1,...,a,) : a; € F, Vi} es llamado de
n-espacio afin.

El espacio proyectivo, que denotaremos por P"(F,) es el conjunto formado por

las clases de equivalencia cuando consideramos la siguiente relaciéon definida sobre
AntlL:
(agy ... an) ~ (by,...,bp) = 3INE I_F; tal que a; = \b; Vi.
Asf, un punto P € P"(F,) sera denotado por P = (ag : - : an).
Note que si 0 € G = Gal(F,,F,) entonces o actia sobre P"(F,) como sigue:
o((ag : -+ :an)) = (o(ag) : -+ : o(an)).

En particular, el automorfismo de Frobenius nos permite caracterizar el conjunto
P"(F,) de puntos Fy-racionales (o sea, puntos cuyas coordenadas pertenecen a F,)
ya que estos puntos son dejados fijos por este automorfismo. -

Otra consecuencia de este hecho es que el nimero de puntos racionales de P"(F,)

es /(g — 1),

Definicién 3.2. Considere P € P"(F,), entonces
1. El conjunto P = {o(P) : 0 € G} es un punto cerrado sobre F.
2. La cardinalidad del conjunto {o(P) : o € G} es el grado de P.

Si P=(ap:---:ay)es un elemento de P con a; # 0 entonces
P={o(P):0e€G}={o(P):0¢€Gal(Fy(ap/as,...,an/a;);Fy)}

y el grado de P es igual al grado de la extension Fy(ao/ai, . . ., an/a;)|Fy).
~ Vamos a definir qué es una variedad afin. Sea S un subconjunto de F, [X1,..., 2] =
F,[X]. Definimos el conjunto V(S) de ceros de S por

V(S):={P e A"(F,): f(P)=0Vf €S}
Definicion 3.3. Un conjunto algebraico afin es cualquier conjunto de la forma V(S)
para algan S C F [X].

Diremos que el conjunto V' (S) esta definido sobre Fy, si S C F,[X] y sera denotado
en este caso por V|F,,.
El conjunto de puntos racionales de V|F, es

V(F,) =V NA"(F,).
Definiciéon 3.4. Un conjunto algebraico afin V' es reducible si existen dos conjuntos

algebraicos afines V1 y Vs tales que V; #V parai=1,2y V=V, UV,5. Si V es no
vacio y no reducible, diremos en este caso que V es irreducible.

Un conjunto afin V|, tiene asociado los ideales
(V) = {f € B,[X]: f(P) = 0VP eV},
I(V|F,) = I(V)NTF,[X].

Observacion 3.5. Un conjunto algebraico afin es irreducible si y solamente si [ (V)
es un ideal primo de F,[X].
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Definicién 3.6. Un conjunto algebraico afin V|F, es una variedad afin si I(V|F,)
es un ideal primo de F,[X].

Para una variedad afin V|F, definimos:

1. El anillo de coordenadas de V|Fy como F,[V] = F,[X]/I(V|F,);

2. El anillo de coordenadas absoluto de V como F,[V] =F,[X]/I(V);

3. El cuerpo de funciones Fy(V) de V|F, como el cuerpo de fracciones de Fy[V];
4. El cuerpo de funciones absoluto F,(V') como el cuerpo de fracciones de F,[V].

Definicion 3.7. Sean V|F, una variedad afin y P € V. El anillo local de V en P es
F,(V)p ={h € Fy(V) : h esté bien definida en P}.
El tnico ideal maximal de este anillo estd dado por
Mp={heF,(V):h(P)=0}
Observacion 3.8. Si P es un punto F,-racional, entonces
F,(V)p = Fq(V)P NF(V) y Mp= Mp N Fq (V).

Definicion 3.9. La dimensidn de una variedad afin V'|IF, es el grado de trascendencia
de la extension Fy (V') sobre F,.

Definicién 3.10. Sea V|F, una variedad afin y sea {f1,...,fm} C Fy[X] un
conjunto que genera I(V), entonces V' serd una variedad suave en P € V si la matriz

mxn
ofi
P
1<i<m,1<j<n

tiene rango igual a n — dim(V').

En el caso proyectivo los conceptos son definidos de manera analoga.

Definicion 3.11. V C IF‘q es un conjunto algebraico proyectivo si existe un conjunto
de polinomios homogéneos S C F,[Xo, X1, ..., X,] = Fy[X] tales que V = V(S5) =
{PeP"(F,): f(P)=0VfeS}
Como antes, diremos que V esta definido sobre Fy si S C F [X].

Definiciéon 3.12. Un conjunto algebraico proyectivo V' es reducible se existen
dos conjuntos algebraicos proyectivos Vi y Vo tales que V; # V parai = 1,2 y
V = V3 UVs. Si V es no vacio y no reducible, diremos en este caso que V es
1rreducible.

También podemos asociarle los ideales
I(V) = ({f € F,[X] : f es homogéneo y f(P)=0VYP € V}),
I(V[Fq) = I(V) N Fq[X].
Observacion 3.13. Un conjunto algebraico proyectivo es irreducible si y solamente si
I(V) es un ideal primo de F,[X].

Definicion 3.14. Un conjunto algebraico proyectivo es una variedad proyectiva
cuando I(V') es un ideal primo homogéneo de F4[X].
Para cada i = 1,...,n considere las aplicaciones

p; A", — P*(Fy)

(a1...,an) = (ar:---:ai—1:1:a;:--:ap)
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Definicién 3.15. Sea V|F, una variedad proyectiva y sea i tal que ; '(VNU;) # 0

donde U; = ¢,;(A™(F,)). Entonces definimos:

1. La dimensién de V como la dimensiéon de o; '(V N T;).

2. El cuerpo de funciones Fy (V) de V como el cuerpo de funciones Fy(p; (VN
U;)).

3. El cuerpo de funciones absoluto F,(V) de V como el cuerpo de funciones
absoluto F,(p; 1 (V N TL)).

Definicion 3.16. Sea P = (ag: ---: a,) € V tal que a; # 0, entonces diremos que
V es suave en P si cpjl(VﬂUl-) es suave en (ag/a;, ..., a;—1/a;, Giv1/ai, ..., an/a;).

Definicién 3.17. Una variedad proyectiva de dimensién uno, definida sobre F,
serd una curva proyectiva sobre Fy.

Sea f(X,Y) € F,[X ,}/] un polinomio absolutamente irreducible de grado d, o
sea, es irreducible sobre Fy y sea F'(X,Y, Z ) su homogeneizacion. Considere la curva
proyectiva asociada C = {(z : y : 2) € P*(F,) : F(z,y, z) = 0}; entonces el género de
C satisface
< (d—l)(d—Z)’

2

donde la igualdad vale si C es suave.

Proposicion 3.18. Sea f(X,Y) € F [ X, Y] un polinomio del siguiente tipo:
FXY) = agY" + ar (X)Y" 1+ + an (X)

donde ag € F, y a1(X),...,an(X) € Fy[X]. Suponga que deg(a,) = m con
med(n,m) =1 y que
m _ deg(a;)

— > ——— para cada i tal que a;(X) # 0.
n i

Entonces f(X,Y) es absolutamente irreducible sobre Fy.

Dada una curva proyectiva, no singular e irreducible C, podemos asociarle su
cuerpo de funciones F,(C) definido anteriormente.

Ahora, si comenzamos con un cuerpo de funciones F' = Fy(z, y)|Fq(x) sabemos
que existe un polinomio irreducible g(X,Y) € F,[X,Y] tal que g(z,y) = 0. Asi,
podemos asociar a F' la curva proyectiva no singular cuyo modelo plano esta dado
por g(X,Y) =0.

Teorema 3.19. Sea C sobre F, una curva proyectiva, no singular y sea F' su cuerpo
de funciones, entonces existe una correspondencia biunivoca entre los puntos P € C
y los lugares de F|F, dada por

P~ Mp,
donde Mp es el ideal maximal del anillo local de C en P.
3.1.1.  Extensiones de cuerpos de funciones. Antes de adentrarnos en el problema

de contar puntos racionales, vamos a echarle una mirada rapida a algunas extensiones
de cuerpos de funciones que seran utiles en lo que sigue.

Definicion 3.20. Un cuerpo de funciones F'|K’ es una extension algebraica finita
del cuerpo de funciones F|K si F' D F, K' D Ky [F': F] < 0.
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Definicion 3.21. Un lugar P’ € Pps esta sobre un lugar P € Pr si P C P’ o,
equivalentemente, si existe un namero entero e > 1 tal que vp/ (z) = e - vp(z) para
todo z € F.

En este caso denotaremos por P’|P y diremos que el lugar P’ es una extension
del lugar P.

e El namero entero e, que pasaremos a denotar por e(P’|P), es llamado indice
de ramificacion de P’ sobre P.

e La extension P’|P es ramificada si e > 1.

e Para P'|P, el nimero entero f(P’|P) := [Fp, : Fp] es llamado de grado relativo
de P’ sobre P.

Proposicion 3.22. Sea F'|F una extension algebraica finita de cuerpos de funciones,
entonces:

1. Para todo lugar P’ € Pgs, existe un tnico lugar P € Pr tal que P'|P.
2. Para todo lugar P € Pp, existe por lo menos una extension P’ € Pr,. Mds
aun, el nimero de tales extensiones es finito.
3. Si PePp yPy,..., P, son todas las extensiones de P en Pp/, entonces
m
S e(PIP)f(PIP) = [F': F] = n.
i=1
Definiciéon 3.23. Sea F'|F una extension algebraica de cuerpos de funciones y
sean P € Pr y P’ € Pp/. Entonces
1. P es ramificada si existe P’ € Pps tal que P'|P y e(P'|P) > 1.
2. P'|P es de ramificacion moderada si e(P'|P) > 1y e(P'|P) no es divisible
por la caracteristica del cuerpo de constantes.
3. P'|P es de ramificacion salvaje si e(P'|P) > 1y e(P’|P) es divisible por la
caracteristica del cuerpo de constantes.
4. P es de ramificacion moderada si para todo lugar P’ € Pps con P'|P, la
extension P’|P es de ramificacion moderada.
5. P es de ramificacion salvaje si existe un lugar P’ € Prs con P’|P tal que la
extension P’|P es de ramificacion salvaje.
6. P se descompone totalmente si para todo lugar P’ € Pg con P'|P, vale que
e(P'|P) = f(P'|P) = 1.
7. P es totalmente ramificado si existe un tnico lugar P’ € Pp: con P'|P y
e(P'|P) = [F': F].
A partir de ahora, vamos a suponer que el cuerpo de constantes K es un cuerpo
perfecto, el cual es el caso de un cuerpo finito por ejemplo.
Consideremos F”|F' una extension separable de cuerpos de funciones. Para P € Pp
definimos O} el cierre integral en F’ del anillo de valoracion Op. El moédulo
complementar Cp sobre Op es dado por

Cp = {Z €F: TF/‘F(Z . 033) - Op},
donde Tp/|p es la funcion traza asociada a la extension separable F'|F.

Observacion 3.24. Existe un elemento ¢ € F’ que depende de P tal que Cp =t - O).
Mas atn, vp(t) < 0 para todo P’|P.
Definicién 3.25. Considere un lugar P € Pp y sea Cp = t - O% el mddulo

complementar. Para P’|P definimos el exponente de la diferente por d(P'|P) =
—vp/ (t)
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Definiciéon 3.26. La diferente de F'|F es el divisor dado por

Diff (F/|F):= »_ > d(P'|P)- P

PEPR P'|P

Proposicion 3.27. (Formula del género de Hurwitz) Sea F|K un cuerpo de fun-
ciones de género g y sea F'|F una extension separable finita. Denotamos por K' el
cuerpo de constantes de F' y por g’ el género de F'|K’. Entonces
F': F)
2 '—2:[7 2g — 2) — deg(Diff (F'|F)).
' —2 = (2 —2) — deg(DI(F|F)
Proposicion 3.28. (Teorema de la Diferente de Dedekind) Con las notaciones
anteriores, para P'|P vale que
1. d(P'|P) > e(P'|P) — 1.
2. d(P'|P) = e(P'|P) — 1 si y solamente si la caracteristica de K no divide
e(P'|P).

En general, es dificil calcular el género de un cuerpo de funciones. Vamos a
enunciar dos resultados que suelen ser ttiles a la hora de calcularlo.

Teorema 3.29. Suponga que F' = F(y) es una extension de grado n, separable del
cuerpo de funciones F. Sea P € Pg tal que el polinomio minimo o(T) de y sobre

F tiene sus coeficientes en Op y sean Py, ..., P, todos los lugares de F' sobre P.
Entonces

L. d(P;|P) <vp,(¢'(y));

2. {1,y,...,y" "} es una base entera de F'|F en el lugar P si y solamente si

d(P;|P) = vp, (¢’ (y)) para todoi =1,...,r,
donde (¢'(T)) denota la derivada usual del polinomio o(T).

Proposicion 3.30. Sean F'|F una extension separable de cuerpos de funciones,
P € Pr y P € Pp: con P'|P. Suponga que P'|P sea totalmente ramificada y
sea t € F' un elemento P'-primo (o sea, P' = tOp/). Considere o(T) € F[T] el
polinomio minimo de t sobre F. Entonces d(P'|P) = vp/(¢'(t)) y {1,t,...,t" 1} es
una base entera de F'|F en el lugar P.

3.1.2. Extensiones de Kummer y Artin-Schreier.

Definicion 3.31. F'|F es una extension de Galois de cuerpos de funciones si F'|F
es una extension de Galois de cuerpos.

Tenemos dos clases importantes de extensiones galoisianas: extensiones de Kum-
mer y de Artin-Schreier. Estas extensiones tienen dos ventajas importantes: podemos
explicitar las ecuaciones que las definen y el género puede ser calculado facilmente.

Definicion 3.32. Sea F'|K un cuerpo de funciones en donde K contiene una raiz
primitiva de orden n > 1 de la unidad y tal que mecd(n, char K) = 1. Suponga que
existe un elemento u € F tal que u # w? para todo w € F' y para todo d > 1 con
d|n. Entonces el cuerpo de funciones dado por

F':=F(y), cony" =u,
es una extension de Kummer de F.

Observacion 3.33. Una extension de Kummer F'|F satisface las siguientes propieda-
des:
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1. F'|F es una extension ciclica y su grupo de Galois esta generado por o(y) = Cy
donde ¢ € K es una raiz primitiva de la unidad de orden n.
2. Sea P € Pp y sea P’ € Pr una extension de P, entonces
e(P'|P)= =y d(P'|P)=e(P'|P)-1,
Tp
donde 7p := med(n, vp(u)) > 0.
3. Si K’ es el cuerpo de constantes de F’ y ¢’ es el género de F’, entonces

g'1+[K,/TfK,]<gl+; > (17:)deg(P)>-

PcPp

Observacion 3.34. Sea F|K un cuerpo de funciones de género g y sea F dado por
F':=F(y) con y" =u € F, donde n # 0 méd char(K). Suponga que K contiene
una raiz primitiva de orden n de la unidad y que existe un lugar ) € Pr tal que
mecd(vg(u),n) = 1. Entonces K es el cuerpo de constantes de F’ y la extension
F'|F es ciclica de grado n. El género ¢’ esta dado por

gd=1+n(g—1)+ % Z (n frp>deg(P).
PePr

Ejemplo 3.35. Considere un cuerpo K de caracteristica diferente de 2. Sea
Fi=K(z,y) cony’=f(zx)=]]piz) € Klal,
i=1

donde p;(z) son polinomios monicos, irreducibles distintos y s > 1.
Denotando por m el grado del polinomio f(z) tenemos que K es el cuerpo de
constantes de F' y que el género esta dado por

_J(m—=1)/2sim=1 mdd 2,
I=Ym—-2)/2sim=0 mod 2.

De hecho, considere F = Fy(y) donde Fy := K(z) es el cuerpo de funciones
racionales. Denotando por P; € Pk, el cero de p;(x) y Px el polo de x en K (x)
, entonces vp, (f(x)) =1y vp_(f(z)) = —m. Asi F|Fy es una extension ciclica de
grado 2. Vale también que

1.rp,=1paraj=1,...,s;
2. rp.=1sim=1 méd 2;
3. rp,=2sim=0 mod 2.
Definicién 3.36. Sea F|K un cuerpo de funciones de caracteristica p > 0. Suponga
que u € F es tal que u # w? — w para todo w € F. El cuerpo de funciones F’ dado
por
F':=F(y), cony’—y=u

es una extension de Artin-Schreier de F.

Observacion 3.37. Una extension de Artin-Schreier satisface las siguientes propieda-
des:

1. F'|F es una extension ciclica de grado p y los automorfismos de F’|F estan
dados por o(y) =y + v donde v =0,1,...,p— 1.
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2. Para P € Pr y P’ una extension de P, el niimero a continuacion esta bien
definido

m  siexiste z € F tal que vp(u— (2 —2))=—mym#0 mbd p,
me —
r —1 sivp(u— (2P — z)) > 0 para algin z € F.

3. P es no ramificado si y solamente si mp = —1.
4. P es totalmente ramificado si y solamente si mp > 0. En este caso tenemos
que

d(P'|P)=(p—1)(mp+1), donde P’ es el tinico lugar sobre P.

5. Si por lo menos un lugar @ € Pr es totalmente ramificado, entonces K es el
cuerpo de constantes de F” y el género ¢’ de F’ esta dado por

g’zp-g+p;1<—2+ Z (mp+1)-deg(P)>.

PcPgp

Definicién 3.38. Un polinomio a(z) € K[z] del tipo a(z) = apna?" + an_12?"  +
-+ a12? + apx donde p es la caracteristica del cuerpo K, es llamado polinomio
aditivo sobre K.

Proposicion 3.39. Sean F|K un cuerpo de funciones de caracteristica p > 0, a(x)
un polinomio aditivo de grado p™ que tiene todas sus raices en K yu € F. Suponga
que para todo lugar P € P existe un elemento z € F (z depende de P) tal que

vp(u—a(z)) >0 0
vp(u—a(z))=—m conm>0ym#Z0 méd p.

Definimos mp = —1 en el primer caso y my, = —m en el seqgundo caso.
Consideremos ahora la extension

F':=F(y) cona(y) =u.
Si existe un lugar Q € Pr con mg > 0, entonces

1. F'|F es una extension de Galois de grado p™, cuyo grupo de Galois es
isomorfo a (Z/pZ)".

2. K es algebraicamente cerrado en F'.

Si P € Pr es tal que mp = —1, entonces P es no ramificado en F'|F.

4. Si P € Pg es tal que mp > 0, entonces P es totalmente ramificado en F'|F.
En este caso

d(P'|P) = (p" — 1)(mp + 1), donde P’ es el uinico lugar sobre P.

e

5. El género g’ de F' estd dado por

g/:p7l_g+p"2—1<_2+ Z (mp+1>'deg(P)>-

PePr

3.2. ;Cuantos puntos podemos esperar? Nuestro objetivo es establecer un
limite superior para el nimero de puntos racionales de una curva definida sobre un
cuerpo finito F,, o lo que es equivalente, para el ntimero de lugares racionales de un
cuerpo de funciones F|F,. Vamos a hacer una serie de afirmaciones, la mayor parte
sin demostraciones. Las pruebas se encuentran en [47] o [42]
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Afirmacion 3.40. Para todo n > 0 existe uinicamente un numero finito de divisores
positivos de grado n

Consideremos los conjuntos
DY := {A € Dp;deg(A) = 0},
Cr = {[A] € Cr;deg([A]) = 0},
donde Pr es el grupo de divisores principales (vea pag. 16) y Cr := Dp/Pr es
llamado de grupo de clases de divisores de F|F,.

Afirmacioén 3.41. C% es un grupo finito de orden h.

Definimos 0 > 0 por
0 = min{deg(A) : A € Dp y deg(A) > 0}.

Observacion 3.42. No es verdad en general que para un cuerpo de constantes
arbitrario exista un divisor positivo de grado 0.

Vamos ahora a estimar los nameros A,, ;== #{A € Dp: A> 0y deg(A) = n}.
Por ejemplo Ag = 1y Ay es precisamente el nimero de lugares de grado uno que
queremos limitar.

Proposiciéon 3.43. Con las notaciones anteriores vale que:

1. A, =0sidtn.

2. Para una clase de divisores fija [C] € Cp tenemos

h .
#{Ae€[C]:A>0} = ﬁ(qdlm[c] - 1).
q-—
3. Para cualquier entero n > 2g — 2 con O|n, tenemos
A, = L(q”“’g - 1).
qg—1

Definicion 3.44. La serie de potencias definida por

Zi(t) = i Ant™ € C[[t]]

es llamada la Funcion Zeta de F|F,.
Proposicién 3.45. La serie de potencias Z(t) = Zp(t) es convergente para |t| < ¢=!
Yy en este caso tenemos que

1. Si F|F, tiene género cero, entonces

1 q 1
2(t) = —( - ).
®) qg—1\1—(qt)? 1-—19
2. Sig>1, entonces Z(t) puede ser escrita como Z(t) = F(t) + G(t) donde

1 .
F(t) =— Z qdlm[C] .tdeg[C]’
q 0<deg[C]<2g—2
_ h 1—g 2g—2+40 1 1
G =17 (q (at) 1— (qt)? 1-— ta)'

Corolario 3.46. La funcion Z(t) puede ser extendida a una funcion racional
definida sobre C con polo simple en t = 1.
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1

La funcién Zeta también puede ser escrita para [t| < ¢~' como un producto

(conocido como producto de Euler) de la forma

2= ] (1-t=")

PePr
En particular, Z(t) # 0 para |[t| < ¢~ y Z(t) satisface la ecuacién funcional
1
Z(t) = ¢ 12971 Z( )
qt
Vamos a estudiar ahora el comportamiento de la funcién Zeta cuando hacemos
extensiones del cuerpo F' por constantes.

Consideremos la siguiente extension por constantes F,. := F - F» del cuerpo F|F,
y denotemos por Z,(t) la funcién Zeta asociada. Vale que

t)=J[ Z(¢t) vteC, y(eCtalque( =
¢r=1
Observacion 3.47. Usando la igualdad anterior, F.K. Schmidt mostré que 9 = 1.

Podemos asociar a Z(t) un polinomio que va a jugar un papel importante para
determinar un limite superior para el nimero de lugares racionales.
Definicion 3.48. El polinomio L(t) := (1—1t)(1—qt)Z(t) es llamado el L-polinomio
de F|F, y tiene grado como maximo 2g.

Como L(t) = (1—t)(1—qt) >~ , Ant™, este polinomio guarda toda la informacion
sobre los A% para todo n > 0. Este hecho nos motiva a estudiarlo un poco mas.
Algunas de sus propiedades estan resumidas en el siguiente teorema.

Teorema 3.49. Sea L(t) como antes. Entonces:

1. L(t) € Z[t] y tiene grado 2g;
2. L(t) = qg tz"L(l/qt)

3. L(1) =

4. si L(t) = o a;t', entonces:

s
a) ao—lyag =q%9;
b) agq Z—qg a; para 0 < i < g;
¢) a — (¢ —1) donde N es el nimero de lugares de grado uno;
5. L(t) se factoriza en C[t] como:

29

L(t) =[] - ait)

i=1
Yy o, .., 004 pueden ser ordenados tal que a; g4y =q parati=1,...,g.

Definicién 3.50. Los nimeros aj,. .., as, son llamados las raices reciprocas de
L(t).

Corolario 3.51. Para cada r > 1 tenemos
N,:=N(F.)=q"+1-> aj,

donde ay, ..., a4 son las raices reciprocas de L(t).

Asi, para estimar N basta estimar |a;].



CURVAS SOBRE CUERPOS FINITOS 39

Teorema 3.52. (Hasse-Weil) Los niimeros «; satisfacen
lail =+/q, Yi=1,...,2¢.

Teorema 3.53. (Cota de Hasse-Weil) El nimero N de lugares de grado uno puede
ser estimado por

IN = (¢+ D] <29V

Esta desigualdad es equivalente a la validez de la hipotesis de Riemann para la
funcion Zeta asociada al cuerpo de funciones F'|F,. De hecho, si definimos la norma
absoluta de un divisor A como N (A) = ¢?°84 y consideramos la funcién dada por

Cr(s) = Zr(q"),

entonces esta funciéon puede ser escrita como

G =3 g = 3 N@A)
n=0 A€Dp,A>0

que es analoga a la funcién Zeta de Riemann clasica ((s) = > .o n™*.

La hipoétesis de Riemann para la funcién clésica afirma que, ademés de los ceros
triviales, todos los ceros se encuentran localizados en la recta Re(s) = 1/2. En el
caso de cuerpo de funciones, el teorema de Hasse-Weil muestra que

Cr(s) =0=Zp(qg~*) =0=|g~°| = ¢"/?,

ya que |¢~°| = ¢¢(®) | lo que implica trivialmente que Re(s) = 1/2.
Historicamente, los primeros estudios sobre ecuaciones sobre cuerpos finitos se
centraban en las congruencias del tipo

Y2=f(X) médp ()

donde p es un namero primo y f(X) un polinomio (o una funcién racional) definido
sobre Z.

Artin introdujo la funcién Zeta para extensiones cuadraticas del cuerpo racional
F,(z) obtenido por la adjuncién de las raices de la congruencia anterior, basado en
la funcién Zeta de Dedekind para extensiones cuadraticas de Q.

Asumiendo como verdadera la hipdtesis de Riemann para la funcion clasica, Artin
llegd a conjeturar una cota superior para el nimero de soluciones de la congruencia
(*). Esta conjetura fue probada por Hasse para polinomios de grado 3 o 4 definidos
sobre un cuerpo finito arbitrario y después generalizada por Weil como vimos en el
teorema anterior.

Observacion 3.54. Thara mostr6 en [32] que si F|F, es un cuerpo de funciones de
género g, entonces el namero de lugares racionales N satisface

VBa+1)2+4(¢> —q)g—g
2 9

N<q+1+

donde |z] denota la parte entera de z.
Note que si g > (¢ — /q)/2, esta cota es mejor que la de Hasse-Weil.

Ejemplo 3.55. (Hermitiana) Considere la curva H definida sobre F» asociada
al polinomio f(X,Y)=Y?+Y — X9"1 Esta curva es no singular y tiene género
g=aqlg—1)/2.



40 MIRIAM ABDON, CICERO CARVALHO, Y DANIEL PANARIO

Vamos a calcular el nimero de puntos racionales, o sea
#{(x:y:2)|x,y,z € Fpe tales que F(z,y,z) =0},

donde F(X,Y,Z) = ZY? + Z1Y — X497 es la homogeneizacion de f(X,Y).

Vamos a comenzar por la parte afin, o sea, cuando z = 1, en este caso tenemos
que calcular las soluciones de f(z,y) en Fp2 x F,2. Podemos pensar en calcular el
nimero N, de elementos del conjunto

Ny =#{(z,y) € Fpo x Fe : Trr 5 F, (y) = N 2|7, (z)}
donde ngq2 F, ¥ N]Fq2 F, son las funciones Traza y Norma de la extension galoisiana
Fo2|Fy.
Como T es suryectiva, tenemos que #7 ~1(y) = q para todo y € Fg2, obtenemos

asi

Na = Z #{y € IFq2 : TTquﬂFq (y) = xq+1}

IEqu

SEDIECI

:Jcequ2
= > a
xe]qu

= q3.

Falta calcular el nimero de puntos racionales en el infinito (en este caso z = 0).
Asi se (z : y : 0) es una solucion de F(X,Y,Z) = 0, entonces x = 0 lo que
implica que y = 1. Tenemos, por lo tanto, un tnico punto racional en el infinito.

Finalmente tenemos que la curva  tiene ¢ + 1 puntos racionales alcanzando la
cota de Hasse-Weil.

Definicién 3.56. Un cuerpo de funciones F|F, es llamada mazimal sobre Fy si el
ntmero de lugares racionales de grado uno alcanza la cota de Hasse-Weil.

Observacion 3.57. Si F|F, es maximal, como N(F|F,) = ¢+ 14 2g,/q es un ntimero
entero, tenemos necesariamente que ¢ debe ser un cuadrado.

3.3. Mejoras de la cota de Hasse-Weil. Como vimos en la subsecciéon anterior,
la cota de Hasse-Weil solo es alcanzada si la cardinalidad del cuerpo finito es un
cuadrado, asi una mejora trivial para la cota es

[N = (g+1)] < [29v/4].
Serre dio en [44] la siguiente mejora.

Teorema 3.58. (Cota de Serre) Sea F|F, un cuerpo de funciones de género g,
entonces el numero N de lugares de grado uno estd limitado por

IN = (q+1)| <gl2v4].
La idea de la prueba es bastante simple, asi que vamos hacer un esbozo.

Demostracion. Sabemos que el L-polinomio puede ser escrito como

2g

L(t) = [ - est) € Z[t]

i=1
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y que los a;; pueden ser ordenados de tal forma que &; = og4; parai =1,..., g, donde
@; denota el complejo conjugado de ;. De hecho, como |o;| = \/q ¥ a;0g1; = q,
debemos tener que &; = agq; parai =1,...,g.

Vamos a comenzar mostrando que

N—(q+1) <g[2Vq].
Para cada i = 1,..., g, definimos f; := a; + &; + |2,/q]. Los ntimeros asi definidos
son nimeros reales positivos y son enteros algebraicos.
Sea E = Q(aq,...,qsy) una extension E|Q galoisiana. Todo ¢ € Gal(E|Q)
induce una permutacion del conjunto {31, ..., Sy}, lo que implica que

es dejado fijo por todos los automorfismos y como [ es un entero algebraico debemos
tener que € Zy > 1.
Tenemos entonces que

(i + @) +9(2va] +9

&M‘a

b

Como N =q+1-— 21 1 o; y usando la desigualdad entre la media aritmética y la

geométrica, tenemos que
1< g 1/g
9= i=1

lo que concluye la prueba de la desigualdad.
La prueba de que N — (¢ + 1) > —(g[|2,/q]) es analoga y serd dejada como
ejercicio para el lector. (|

)+9L2f

HM“

Ejemplo 3.59. (La cuartica de Klein) Considere la curva C definida sobre Fg por
el polinomio
X, ) =Y+ XY + X

ysea F(X,Y,2) = ZY3+ X3Y + Z3X € Fs[X,Y, Z] la homogeneizacion de f. La
curva C es no singular y tiene género 3 = (d — 1)(d — 2)/2, donde d = 4 es el grado
de f.

Vamos a calcular los puntos racionales afines, o sea, cuando z = 1 y para los
cuales z # 0y y # 0.

Multiplicando f(X,Y’) por X6 obtenemos la ecuaciéon

W3+ X"W + X7,
donde W = X?Y.
Olvidandonos del origen, tenemos que

3
N, —1= Frx Fg: a2l = —
# #{(m,w)e g X g 1w w—l—l}

:#{(Jc,w) e Fg ><]F8;w3+w—|—1:0}.
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El polinomio W3 + W + 1 es irreducible sobre F5[W], asi tiene todas sus raices en
Fs. Por lo tanto N, — 1 =7-3 =21 y la cuartica de Klein tiene N =21 +4+3 =24
puntos racionales alcanzando asi la cota de Serre. Los 3 puntos que faltan son puntos
en el infinito y la caracterizacion de los mismos es dejada para el lector.

Es logico esperar que si tenemos un cuerpo de funciones F' definido sobre F, y
extendemos el cuerpo de constantes para algtin F,-, el nimero de lugares de grado
uno de F|F, solo puede aumentar. Usando esta idea, Serre mostré el siguiente
teorema.

Teorema 3.60. Sea ¥(t) =", ¢, t" € R[t]\ {0} un polinomio con coeficientes no
negativos. Considere la funcion racional dada por f(t) = 1+ U (t)+ ¥ (t~1). Suponga
que f(v) > 0 para todo v € C con |y| = 1. Entonces para F un cuerpo de funciones
de género g definido sobre F, vale que

._ g ‘I’(q%>
Ny =N < 1.

() u(ib)

Demostracion. Claramente tenemos que \I/(q_%) >0y \I/(q%> > 0.
Reordenando aq, ..., a4 tal que &; = agy; para todo i =1,..., g tenemos que

g
N, =q +1=)Y (o] +aj),
i=1
donde N, denota el ntmero de lugares de grado uno de F|F,~. Multiplicando la

—r/2

igualdad anterior por ¢ obtenemos

g
q—r/2NT — qr/2 + q—r/2 _ Z[(aiq_l/Q) + (diq—1/2)r].
i=1
Por Hasse-Weil, sabemos que los nimeros v; := a;q~ /2
uno para ¢ =1,...,g. Asi,

son complejos de norma

g

N = = Y 4,
i=1
Multiplicando esta igualdad por ¢, para cada r = 1,...,m y sumando, tenemos

g m
0="0(qg"?)+ (g ) +g=> f(r:) =D Necrg /2.
i=1 r=1

Por lo tanto
N1 (g %) = W(¢"?) + W(¢/?) + g — R,

donde R=377_ f(vi) + 2L (N — Nl)crq_rm-
Como f(vy;) > 0 para todo i y ¢, > 0 para todo r, tenemos que R > 0 y el
teorema sigue a partir de ahi. O

Ejemplo 3.61. Considere la curva no singular definida sobre [, cuyo modelo plano
estd dado por

fX)Y)=Y9-Y — X®(X7-X)
donde g = 22¢*! y gy = 22°. Esta curva es llamada la Curva de Suzuki y tiene género
9=a(q—1).
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Tomando ¥(t) = %t + %t2 y aplicando el teorema anterior, vemos que el niimero
de puntos racionales es 1 4 ¢2, y por lo tanto esta curva alcanza la cota de Serre.

Otra herramienta que podemos usar para mejorar la cota de Hasse-Weil es
conocido como Método de Stéhr-Voloch [49]. Este método consiste en construir una
funcién auxiliar que tenga ceros de orden alto en los puntos racionales de la curva y
es una herramienta fundamental en el estudio de curvas maximales.

Vamos a ilustrar su funcionamiento en el caso de curvas no singulares planas. En
este caso alto va a significar mayor o igual a dos.

Sea C la curva afin dada por el polinomio

FX,Y) =) ;XY € Fg[X, Y],
,J
Para un punto de la curva (z,y) € F, x F, podemos definir la recta tangente como
(X - Sﬁ')fx(l', y) + (Y - y)fY(aj?y) = Oa

donde fx, fy son las derivadas parciales usuales.
Vamos ahora a definir un polinomio auxiliar h(X,Y") dado por

BX,Y) = (X = X9)fx (X, V) + (YT = V) f (X, ),
el grado del polinomio satisface deg(h) < deg(f) + ¢ — 1.
Proposicion 3.62. Si h(X,Y) =0 mdd f, entonces
Ixxfy —2fxvIxfy + fyyfx =0 mdd f.
Demostracion. Si h(X,Y) =0 mdéd f, implica que
(X -XNfx(X,Y)=—(Y"-Y)Fy(X,Y) mdd f.
Multiplicando fxx f& — 2fxv fxfy + fyv [% por (X — X?)? tenemos que

(X = XD (fxx [y = 2fxv[x [y + [yv [%)
= [(X = XD2(fxx +2(X = XD — Y fxy + (Y = Y9 fyy]f2 méd f.
Sabemos también que existe un polinomio g = g(X,Y) tal que h = f - g, o sea
B(X,Y) = (X = X fx(X,Y) + (Y7 = V) fr(X.Y) = F(X,Y)g(X.Y).

Derivando con respecto a X la igualdad anterior y multiplicando el resultado por
X — X1 obtenemos que

(X = X7)2fxx + (X = XY —y") fyx = (X — XV fx(g—1) méd f.
Haciendo lo mismo con Y tenemos
(Y =Y fyy + (X = XY — ") fxy = (Y = Y9 fy(g—1) méd f.
Sumando estas dos congruencias se obtiene que
(X = X2 fxx +2(X — XY —y%) fxy + (Y = Y2 fyy = h(g —1)0 mod f.
El resultado sigue a partir de aqui ya que (X — X9)2 #0 mdd f. O
Observacion 3.63.

1. Si la caracteristica del cuerpo es dos, entonces fxx f2 —2fxy fxfy + fyv f+
es idénticamente cero.

2. Si h =0 mdd f, entonces para cualquier punto (z,y) que pertenezca a la
parte afin de C tenemos que (x%,y?) pertenece a la recta tangente en (x,y).
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Teorema 3.64. Sea F, un cuerpo finito de caracteristica impar y sea f(X,Y) €
F,[X,Y] un polinomio absolutamente irreducible de grado d. Suponga que f no
divide al polinomio fXXff/ —2fxyvfxfy + fyyf)Q(, entonces

d(d -1
#C(IFQ) S %7

donde C es la curva proyectiva asociada a f(X,Y).

Demostracion. Para simplificar, vamos a hacer la prueba para el caso afin.
Como f no divide a fxxfZ — 2fxvy fxfy + fyvy f%, eso implica que tampoco
divide a A(X,Y’) y por lo tanto no tiene ningan factor de grado positivo en comun.
Si P = (z,y) € F, x F, pertenece a C, entonces (z,y) es un cero de h(X,Y") por
definicion. Mas atin, como C y la curva asociada a h(X,Y’) comparten la misma
recta tangente por P, concluimos que el indice de interseccion I(P; f, h) entre las
dos curvas en P es de por lo menos 2. Asi,

HC(F,) = #{(r,y) € Fy x By fla,y) = 0} < 5 SOI(P; ),
P

donde P se mueve sobre todos los puntos de F, x IF,. Por el Teorema de Bezout,
tenemos que
dld+q¢—1)

%ZI(Pa fh) < %deg(f) +deg(h) < =——5—
5

O

Ejemplo 3.65. Considere la curva de Fermat sobre Fi3 cuyo modelo plano esta
dado por

FXY) =w? Xt + Y4+ w,

donde w € Fy3\ {1} es una raiz tercera de la unidad. La curva asociada a este
polinomio tiene género g = 3. Esta curva no tiene ningtin punto racional en el
infinito y tampoco tiene puntos racionales afines donde una de las coordenadas sea
cero.

Vamos a calcular los puntos racionales afines. Sea H = {1,w,w?} el tnico
subgrupo de 5 de orden 3. Considere el homomorfismo suryectivo

¢:Fiy — H
x =zt

El niicleo es el tinico subgrupo de F%; de orden 4, asi ¢~ !(z) = 4 para todo z € H

Sea (7,y) € Cy(F13) un punto racional afin. Como z € Fj5, entonces x* € H.

1. Si z* = w?, entonces
fz,Y)=w'+Y*+w=Y"+2uw.

Como y € H y 1+ w + w? = 0, tenemos que no existen puntos racionales
afines con primera coordenada satisfaciendo z* = w?.
2. Si 2* = 1 entonces y* = 1.

3. Si z* = w entonces y* = w?.
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Resumiendo, tenemos que
C(F1a) = {(a,y) s o' = y* =1} U{(wp) s ¢ = w,y" = w?}.
G Cu

Por lo tanto
#C(F13) = #C1 + #Cu-
Ahora, por (x), tenemos que #C; = #C,, = 16.
Falta mostrar que las hipotesis del teorema son satisfechas y dejamos esto para
el lector.

3.4. Algunas construcciones de curvas con muchos puntos racionales.
Curvas con muchos puntos racionales son importantes desde el punto de vista de las
aplicaciones. Los tres métodos descritos aqui tienen como objetivo construir curvas
de manera que el niimero de puntos racionales se aproxime a los mejores registros
existentes.

3.4.1.  Primer método. Este método apareci6 en [35]. Sea H un subgrupo de orden
v del grupo multiplicativo F;. y considere un polinomio separable fi(t) € F,-[t] tal
que {a € Fy: fi(a) =0} C H.
Dado un par (k,l) € N x N, definimos el polinomio
fX,Y)=Xx" fi(X'.Y).

Podemos reducir el grado de la variable X haciendo XV = 1 y vamos a denotar
por f (X,Y) el polinomio reducido. El grado de X del nuevo polinomio es como
maximo v — 1.

Las principales ventajas de la reducciéon son:

1. El género de la curva C asociada a f es menor que el género de la curva C
asociada a f.
2. La probabilidad de f de ser absolutamente irreducible es mayor.

Dado un punto (a,b) € I_Fq X Fq con a € H, por construcciéon de f, tenemos que
f (a,b) = f(a,b). Asi, los puntos racionales de C sobre Fy~ cuya primera coordenada
pertenece a H, son puntos racionales de la curva C.

Entonces, tenemos claramente que

#C(Fqr) > v+ deg(f1).
De hecho, sea d = deg(f1) y sean a1, ...,aq € H todas las raices de fi. Dado
a € H considere b; = «a;/a' para j = 1,...,d. Entonces f(a,b;) = f(a,b;) =
akfl(albj) = akfl(aj) =0.
Ejemplo 3.66. Tome fi(t) = t° + 1> + 1 € F3;[t]. Este polinomio tiene 5 raices en
IF%,, asi podemos tomar v = 31. Considerando
f(va) _ X7f1(X12Y) _ X67Y5 4 X31Y2 + X7,
tenemos que ~
X, Y)=XY° + Y2+ X7

es absolutamente irreducible y asi

#C(F33) > 5- 31 = 155.

En realidad faltan solo 3 puntos racionales: el origen y dos puntos en el infinito,
asi g = 15 y #C(F32) = 158.
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3.4.2. Segundo método. Este método creado por van der Geer-van der Vlugt esta
descrito en [24].

Sea R(X) € F,[X] un polinomio separable que tiene todas sus raices en F,.
Consideremos ahora dos polinomios R;(X), R2(X) € F,[X] tales que

R(X) = Ri(X) + Ra(X).
La curva C asociada al polinomio
R (X)

fY)=y" "+ o (X)

tiene muchos puntos racionales ya que
{(a,b) : R(a) = 0,Ri(a) #0y beF,} CC(Fy),
lo que nos da

#C(Fy) 2 (¢ = 1)##{a € Fy : R(a) = 0, Ry(a) # 0}.
Para mantener el género bajo, es deseable que el producto R;(X) - Ry(X) sea
altamente inseparable. Vamos a ver un ejemplo.

Ejemplo 3.67. Sea R(X) = X6 + X € Fi4[X] y tomemos Ry(X) = X6+ X2y
Ry(X) = X? + X. Con esta eleccion tenemos que
(X +X)°

X,Y)=Y"
f( b ) + X2+X

#C(F16) = 213.

De hecho

#{a € Fi5: R(a) =0,Ry(a) # 0} = 14,
luego #C(F6) > 15 - 14 = 210. Los tres puntos que faltan son (0,0),(0,1) y un
punto en el infinito. La parte dificil aqui es mostrar que el género es 49.

Para calcular el género necesitamos introducir algunas propiedades de las exten-
siones de Kummer. Vamos a comenzar concentrandonos en extensiones del tipo

Y™ = f(X)eFy(X), dondem divide ¢ — 1.

Suponga que la funcién racional f(X) pueda ser escrita como f(X) = % donde
g y h son polinomios primos entre si y definidos sobre IF,. Digamos, para fijar la
notacién, que

T S

gX) =X —ay™ vy h(x)=][[(x-8)"

i=1 j=1

donde «, B; € F, son distintos.
La féormula de Riemann-Hurwitz afirma que

29(6) —-2= m(_2) + Deeros + Dpolos + D

donde Deeross Ppolos ¥ Poo son ciertos divisores y Deeros, Dpolos; Doc son los grados
respectivos. Hasse mostré que, si denotamos

Moo = | deg(g) — deg(h)],
doo = med(mee, m),

entonces
Dy =doo(eo — 1) =m — deo, donde oo = —
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El conjunto {a;,i =1,...,7} contribuird con Dgeros con

Deeros Zd a;)(e(a;) — 1) =rm — Zd a;),
ya que
6(041-) = d(’gi).

Analogamente, el conjunto {3; : j =1,..., s} contribuira con Dpgies con

pOlOb_Zdﬂ] B] _1 —sm Zdﬂj
j=1

Asi, en el ejemplo anterior reescribiendo las ecuaciones como

2
X8+ X
Y= <+> (X? + X),

{d(ai) = mced(m;, m),

X2+ X

8 . . ’ . . ,
donde % es un polinomio moénico de grado 6 cuyas seis raices son exactamente
los elementos de Fg \ Fo. Tenemos que f tiene seis raices duplas y dos raices simples
(las raices de X2 + X). Con las notaciones anteriores

Moo = 15,
Do, = 14,
Deeros = 112.

Lo que nos da que el género es igual a 49 como fue afirmado.

3.4.8. Tercer método. Este método fue inspirado por el método anterior, asi que
continuaremos trabajando con extensiones de Kummer. Fue propuesto por [17] como
una generalizacién de la idea de [16].

Considere dos polinomios f(X),4(X) € F,[X] tales que

L. deg(f) > deg(¢)

0(X) 1 f(X).
Asi, existe un polinomio r(X) € F,[X] tal que f(X) = h(X)U(X)+7(X) y deg(r) <
deg(?).
Sea C la curva proyectiva no singular asociada a
f(X) -
Ym=-—= —1.
(X)’ donde m divide ¢

La idea es nuevamente que f(X)r(X) sea altamente inseparable para garantizar
un género bajo y que £(X) tenga todas sus raices en Fy para que tengamos muchos
puntos racionales. De hecho, considere el conjunto

S={aelF;:ha)l(e) =0y f(a)#0}.

Asi, para todo « € S tenemos que f(a)/r(a) = 1. Esto nos da la siguiente cota para
el namero de puntos racionales:

#C(Fq) > m - #8S.

Ahora, el género puede ser calculado sabiendo que la extension es de Kummer.
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Ejemplo 3.68. Sean f(X) = (X3 + X2+ 1)* y £(X) = XX definidos sobre Fig.

X4+ X
En este caso r(X) = X3(X +1)3(X3 + X + 1). La curva proyectiva asociada a
r(X)

tiene género 4 y 45 puntos racionales sobre Fyg.

3.5. Curvas maximales. Como definimos antes, una curva C proyectiva, geo-
métricamente irreducible, no singular de género g definida sobre F 2 es maximal
cuando el nimero de puntos racionales alcanza la cota de Hasse-Weil, o sea

#C(Fp2) = @+ 1+ 2gq.

Asi, tenemos un namero finito de posibilidades para el género de una curva maximal
va que Thara mostro6 en [32] que

alg—1)
9= "5
De hecho, si C es maximal sobre F2, entonces o; = —q para todo ¢ = 1,...,2g.
Como Ny > Np, tenemos que
29 29
Ny :=q2+1—za?§N1:q+1—Zai,
i=1 i=1

lo que es equivalente a
¢* —294* > q + 294,
y a partir de esta desigualdad podemos mostrar la cota de Thara.

La curva Hermitiana del Ejemplo 3.55 definida sobre Fg 2 es una curva de género
maximo y es la unica curva, a menos de isomorfismo, con esta propiedad. Este
resultado fue probado por [43].

Vamos a considerar dos problemas sobre curvas F,2-maximales:

1. Determinar todos los géneros posibles para una curva maximal.
2. Clasificar las curvas maximales de un dado género.

3.5.1.  Géneros posibles. Stichtenoth y Xing conjeturaron en [48] que el género de
una curva maximal sobre F > debe satisfacer

(g —1) (¢—1)°
5 o g< 1 .

Esta conjetura fue mostrada por Fuhrmann y Torres en [14] usando un caso
particular de la Teoria de ordenes de Frobenius asociada a un sistema linear. Tal
herramienta fue creada por Stéhr-Voloch en [49].

El punto clave de la prueba de Fuhrmann-Torres es el hecho que existe un punto
F2-racional Py € C tal que ¢ y ¢ + 1 son no lagunas en P, o sea, existen funciones
x,y tales que divee (7)) = qPy y divee (y) = (¢ + 1) Py.

La conjetura fue probada aplicando las técnicas de Stéhr-Voloch al sistema linear
definido por D := |(Q + 1) Py| Asi, existe un segundo mayor género go dado por

g=91 =

2
_ @ si ¢ es impar,
92 a(g—2) si
- q es par.

Nuevamente existe una tnica curva maximal, a menos de isomorfismo, de género gs.
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En el caso de caracteristica impar, fue mostrado en [13] que la curva maximal de
go es isomorfa a la curva cuyo modelo plano estéd dado por

Yi4Yy = x(at1)/2,

Esta curva es maximal ya que esta cubierta por la curva Hermitiana y todo cubri-
miento de una curva maximal es maximal también [39].

En el caso de caracteristica par, en [5] fue mostrado que la curva cuyo modelo
plano esta dado por

Y2 L yd/d Ly = x9t!
es maximal y tiene género gs, y es Gnica si ¢/2 es una no laguna en algtn punto.
Finalmente la unicidad fue mostrada en [38], ya que ¢/2 es siempre una no laguna
en algin punto. Més atn, ellos mostraron que existe un tercer mayor género gz dado
por
93 = (> —q+4)/6].

Resumiendo, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.69. SiC es una curva mazimal definida sobre Fg2 de género g, entonces
g9=91, g=92 0 g=gs3.

Observacion 3.70. El resultado es el mejor posible ya que existe una curva maximal
de género gs.

Observacion 3.71. Si g =2 mdd 3, entonces g4 = g3 — 1.

Existen solamente 12 ejemplos de curvas maximales salvo isomorfismos, cuyo
género satisface

L(a—1)(¢~3)/8] <g < l(a—1)*/4],

g=1(¢> —q+4)/6] parag=0,1,2 méd 3 [38];

9=1(¢*—q—2)/6] para ¢ =2 méd 3 [22], [12];
3. g=1(¢g—1)(g—2)/6] para ¢ = 0,2 mdéd 3 [38];

g=1(¢* —2q+5)/8) para ¢ =0,1,3 méd 4 [38];

5. 9=|(¢g—1)(g—3)/8] para g =0,1,3 méd 4 [38].

El objetivo de todas las investigaciones realizadas inicialmente (vea [22], [11], [4],
[2]) para encontrar nuevos valores para el género de un cuerpo de funciones maximal
F|F,2 se concentraba en estudiar subcuerpos del cuerpo de funciones Hermitiano
H =TF,(z,y) donde y? + y = z?*!. Giulietti y Korchmaros construyeron el primer
ejemplo de un cuerpo de funciones maximal que no puede ser obtenido como
subcuerpo del Hermitiano [25]. Otros ejemplos pueden ser vistos en [50].

En general, en [22] y [4], los autores consideran H|F,2 como una extension galo-
isiana de F2 (2) y para algunos subgrupos no moderados del grupo de automorfismos
de la Hermitiana computan el género del cuerpo fijo por ese subgrupo.

A menos de conjugacion por PGU (3,F,2) los grupos no moderados estan conte-
nidos en el grupo de descomposicion A(Px,) del tnico lugar P, sobre el polo de la
funcion z.

En nuestro caso, el grupo de descomposicion A(P,) consiste en todos los auto-
morfismos que satisfacen

o(y) = a?ty + ablz + ¢,

{a(w) =azx+b,
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donde a € F», b€ Fpo y ¢ +c= patt,
El grupo A(P.,) tiene orden ¢3(q? —1) y contiene un niimero grande de subgrupos.

Observacion 3.72. Suponga que la caracteristica es impar. Sean G un subgrupo de
A(Ps),
V ={beF,: existe c € Fpe tal que [1,b,67""/2] € G}
un subgrupo de F,> de orden p* y
W ={ceF,: tal que [1,0,c] € G}

w
un subgrupo de F,> de orden p®.
Con estas notaciones tenemos que

ord(G) =mp't™  conm | ¢* — 1.
Ahora, el género del cuerpo fijo por G esta dado por ([22])
g(H9) = (p"™* = 1)(p" " +1—d)/2m, donde d = mecd(m,q+ 1).
Ahora, para m un divisor de ¢ — 1, definimos
s = orden de p en el grupo multiplicativo (Z/mZ)*,

. {orden depen (Z/FZ)*sim=0 méd 2,

s caso contrario.

Teorema 3.73. [4] Con las notaciones anteriores, para cada divisor m de ¢ — 1,
para todos los multiplos v de s satisfaciendo 0 < n < s y para todos los mailtiplos w
de r satisfaciendo 0 < w < n — 1, existe un subgrupo G de A(Ps) de orden mp’+¥
tal que el género del cuerpo fijo por HY es

e =-D)Er -1)/2m, m=0 mdd 2,
o (P —1)p"Y/2m, m=1 mdd 2.

Corolario 3.74. [4] Para m =1 y para todo 0 <v <n y0 <w <n-—1, existe un
p-subgrupo de A(P) tal que el género del cuerpo fijo por ese subgrupo es

g — pnfv(p’nf’w _ 1)/2
Sea m un divisor de ¢? — 1 tal que m no divide g — 1. Definimos

d = med(m,q + 1),
s =el orden de p en (Z/mZ)*,

r = el orden de p (Z/%Z)*

Teorema 3.75. [4] Para cada m divisor de ¢*> — 1 tal que m no divide a ¢ — 1 y
para cada v y w satisfaciendo
1. 0<v<mv|2n,vtn yov es divisible por s,
2. v/2<w<n, yw es divisible por r,
existe un subgrupo G de A(Ps) de orden mp**™v tal que el género del cuerpo fijo
por HY es
P -DE" " -d+1)

9= 2m '
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Identificamos o € A(Px) con el par [b, ] si

o(x) =z +b,
{J(y) =y+blx +c,
donde b € Fo y ¢? + ¢ = bItL.
Definimos ¢ : G — F ;2 por

¢(c) =b sio esta identificado con el par [b, ¢].

Esta aplicacién es un morfismo suryectivo en un subgrupo aditivo de Fg2. Definimos
Vi=Im(p) y W={ceFp:[0,cecg}

Tenemos que V' y W son subgrupos aditivos de F;2 de ordenes

ord(V)=2", ord(W)=2" y ordG)=2""".

Teorema 3.76. [22] Sea ¢ = 2" y g > 1 un entero. Entonces son equivalentes:
1. Exziste un 2-subgrupo G C A tal que g = g(HY);
2. g= 2”_“_1(2”_“’ —1) con 0 <wv,w <n—1y existen Fy-espacios vectoriales
V CFp yW CF, de ordenes 2° y 2% respectivamente, tales que Vatl =
{631 . b € V} estd contenido en W.

Teorema 3.77. Para cada 1 <v <n-—1 tal quev =s+k con sln, 0 < k < s y para
cada w satisfaciendo s < w < n — 1, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Egziste un 2-subgrupo G C A tal que g = g(HY);
2. g=2n"vTl(gnmw 1),

Observacion 3.78. En [11] los autores consideraron subgrupos de orden p y dieron
ecuaciones explicitas para los subcuerpos que obtuvieron.

3.5.2.  Problema de clasificacion. Para el problema de clasificacion vamos a estudiar
dos tipos:

1. Existe un punto racional Py € C tal que m es una no laguna en Py con
m-n=q+1y29=(q—1)(m—1).
2. Existe un punto racional Py € C tal que m es una no laguna en P, con
m-n=qy 29 =qg(m—1) con una hipotesis extra.
Estos dos tipos aparecen naturalmente ya que si C es una curva maximal, entonces
q v g+ 1 son no lagunas en cualquier punto racional.
El primer caso, fue estudiado en [13] donde mostraron que existe una tnica curva
maximal, a menos de isomorfismo y que esta dada por
Yi+Y =X"™.
Ahora, no podemos esperar tener unicidad en el segundo caso, como muestra el
siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.79. Sea q = 25 y considere las curvas C; y Co definidas sobre F,2 como
Ci=(X%472%4+ 2+ 7=0),
Co=(X®+ W+ W+ W24+ W =0).
Son curvas maximales, ya que son cubiertas por la Hermitiana (basta hacer Z =
Y*4+Y yW=Y*4+Y2+Y). Ambas tienen el mismo género y no son isomorfas

(vea [1], [3]).
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Observacion 3.80. En [1] fue mostrado que en caracteristica 2, para todo n € N
existen 2"~ ! curvas maximales no isomorfas con el mismo género. En el segundo
caso, Fuhrmann conjetur6 que las curvas deberian ser isomorfas a

F(Y)= X9 donde F(Y) es un polinomio aditivo de grado m.
De hecho, los ejemplos mencionados antes, son todos de este tipo.

Teorema 3.81. [3| Sea C una curva mazimal definida sobre Fp2 de género g =
(m —1)q/2 donde m es una no laguna en Py € C tal que nm = q. Suponga que la
extension F 2 (C)|F 2 (x) es una extension de Galois donde x € F2(C) es una funcion
tal que diveo () = mPy. Entonces la curva C es isomorfa a la curva dada por

P(z) = A(x),

donde P(z) € F2[z] es un polinomio aditivo separable de grado m y A(x) € F2[x]
es un polinomio de grado q + 1.

Para el caso m = p (donde p es la caracteristica del cuerpo), sin ninguna otra
hipétesis, fue mostrado que la curva C es [F 2-isomorfa a la curva dada por

t
t—1 t

E 2P =caP L,

i=1

donde CEFZQ estal que c?+c=07y q=p'.
Este resultado generaliza algunos resultados de [5] y [6].

3.6. Comportamiento asintotico. El objetivo de esta seccion es el de presentar
la cota de Drinfeld-Vladut y dar algunos ejemplos de cuando la cota es alcanzada.
Definimos

Ny(g) := méx{N(F') : F|F, es un cuerpo de funciones de género g}
N,
A(q) := limsup ﬁ.

g—ro0 g

La cantidad A(q) fue introducida por Ihara y satisface

1 1
<4/ e
A(g) < 2q+4 2

Esta cota fue mejorada por Drinfeld-Vladut [51].
Teorema 3.82. (Cota de Drinfeld-Viadut)
Alg) < Vg -1

La prueba del teorema usa el método de Serre de férmulas explicitas.

Demostracion. Para todo m € N, considere el polinomio ¥,,(t) dado por

m

\Ijm(t) = icrtr = Z (1 - %)tr7
r=1

r=1

asf el grado es m — 1. Para |t| # 1, podemos escribir ¥,,(t) como

U, (t) = (t—t1)2 ~ (tmn; L —t).
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Definiendo f,,(t) := 1 + W, (t) + ¥, (¢~ 1), tenemos que
2= (4t
Jm(8) = mt—1)t1—-1)

Siv € C es tal que |y| = 1, entonces (y — 1) - (v~ — 1) es un nimero real positivo y
|y™ 4+~ ™| < 2. Esto implica que

2 — (4™ 4y
fm(t) = M

> 0,

para todo v € C con |y| = 1. Asi, tenemos

No(g) _ 1 1 ( U, (q'/?)

- 1).
g T UnlgV?) g \I’m(q‘l/Q)Jr )

Si m — oo entonces L

1/2 _1°
q
Entonces para todo € > 0 existe gy tal que para todo g > gy vale

\Pm(qil/z) -

N
— < ql/ 2 _1+e
g
El teorema sigue de la desigualdad anterior. O

El valor exacto de A(q) es desconocido para casi todos los valores de ¢. Serre
mostré que A(q) > 0 para todo ¢q. Cuando ¢ es un cuadrado, Thara mostroé que
A(q) > /q — 1 usando técnicas profundas de curvas modulares de Shimura y su
argumento no es constructivo.

En particular, Thara nos dice que

A(q) =+/gq—1 cuando g es un cuadrado.

El primer ejemplo de una construccion explicita sobre F,> que alcanza la cota
de Drinfeld-Vladut se debe a Garcia y Stichtenoth en [20]. Desde entonces otras
construcciones explicitas fueron apareciendo.

Vamos introducir algunos conceptos nuevos (vea [21]).

Definicién 3.83. Una torre F sobre F, es una familia infinita de cuerpos
FCHChRC --CF,CF41C- -
donde

1. F,|F, es un cuerpo de funciones para todo n;
2. Fp41|F, es una extension finita y separable para todo n;
3. gn := g(F,) va para infinito cuando n va para infinito.

El limite de la torre F esta definido por

= lim N(Fw)
Ag(F) = nlﬁoo o(Fn)

Observacion 3.84. El namero A\, (F) existe. De hecho, si E|F es una extension
separable de cuerpos de funciones definidos sobre F,, entonces

N(E) _ N(F)
g(E) =17 g(F) -1
Asi, la sucesion {N(F,)/g(F,)} es no creciente y por lo tanto es convergente.
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Definicion 3.85. Sea F = (Fo CF4 CF, C---CF, C F,y; C---) una torre
sobre F, y suponga que existan un polinomio ®(X,Y) € F,[X,Y] y elementos
x, € F,. para todo r > 0 tales que

1. Fy =Fy(z0);
2. F,=F,_1(x,) y ®(xp—1,2,) = 0 para todo n > 1;
3. O(xy,—1,Y) € F,,_1]Y] es absolutamente irreducible sobre F,_1,

entonces decimos que la torre F esta definida recursivamente por ®(X,Y).

Observacion 3.86. Si F esta definida recursivamente por ®(X,Y) y A\, (F) > 0,
entonces deg y (®) = degy ().

Definicion 3.87. Una torre F es moderada si y solamente si existe F' € F tal que
la extension E|F es moderada para toda extension E|F y E € F.

Para cada F' € F, definimos el conjunto de ramificacién sobre F' como
Vi ={P € Ppy, : P es ramificado en alguna extension finita E|F' y E € F}.

Definicion 3.88. La torre F es del tipo de ramificacidn finita si existe F' € F tal
que #Vp < 0.

Definicion 3.89. Una torre F es de descomposicion completa si existe F' € F y un
lugar racional P € Pr tal que P se descompone totalmente en toda extension E|F
con F € F.

Para F' € F definimos
Tr(F) ={P € Pp : P es racional y se descompone totalmente VE|F con E € F}.
Asi, F se descompone totalmente si y solamente si existe F' € F tal que Tg(F) # 0.
Observacion 3.90. Para todo F' € F tenemos
0 < #Tp(F) < N(F).

Proposicion 3.91. Sea F una torre moderada con ramificacion de tipo finito y que
se descomponga completamente, definida sobre Fy. Sea F' € F tal que #Vr < 00;
#Tr(F) > 1, y tal que E|F es moderada para todo E € F. Entonces

2#Tr(F)
M) 2 5o e v

Ahora, volviendo a la cota de Drinfeld-Vladut, la torre de Garcia-Stichtenoth [20]
fue la primera construccion explicita que alcanzé la cota. La torre fue definida como
1. .F() = qu (.%'0);
2. Fy = Fy(z) donde z{ + z; = scg+17 definiendo x1 = 21 /x0;
3. Fy = Fi(22) donde 2z 4 z; = 291", y asi sucesivamente.

Cada extension es de Artin-Schreier y usando las propiedades de este tipo de
extension, se puede controlar la ramificacién en cada paso de la torre, calcular los
géneros y estimar el ntiimero de puntos racionales.
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3.7. Ejercicios.

(1]
2]
(3]
(4]
(5]
(6]

[7

(8]
(9]
(10]
(11]
12]

[13]

1. Complete la prueba del Teorema 3.58: Muestre que N — (¢ +1) > —(g[2./q])
usando v; := —(a; + &;) + [2,/q] + 1 en lugar de 3; parai=1,...,g.
2. Considere la cuartica de Klein del Ejemplo 3.59.
a) Muestre que tiene exactamente dos puntos en el infinito.
b) Analice los puntos racionales de la forma (z,0,1), (0,y,1) € F3 y deduzca
que pertenecen a la curva si y solamente si z =y = 0.
3. Muestre que la curva de Suzuki del Ejemplo 3.61 tiene ¢?>+1 puntos racionales.
4. Considere la curva de Fermat del Ejemplo 3.65.
a) Muestre que la curva no tiene puntos racionales en el infinito.
b) Muestre que la curva no tiene puntos racionales afines donde una de las
coordenadas sea cero.
5. Muestre que o es un automorfismo del cuerpo de funciones Hermitiano, donde

o(x) =ax +b,
oly) = a+1y + ablz + c,

a€FpbeFpycite= patt,
6. Considere la curva proyectiva asociada al polinomio

fX,Y)=X3Y + Y  + X + X2Y? + Y2+ X2 + XY + XY2.

a) Muestre que la curva es no singular y tiene género 3.
b) Muestre que tiene 3 puntos en el infinito.

¢) Muestre que f(x,y) = 0 para todo x,y € Fs.

d) Deduzca que #C(F3) = T7.
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1. INTRODUCCION

En muchas situaciones en el estudio de ecuaciones diofantinas, es posible establecer
la distribucién asintética de familias distinguidas de puntos algebraicos, en cuyo
caso decimos que hay equidistribucion de la familia.

Un ejemplo bésico de este fendmeno es el caso de las raices de la unidad. Denotamos
por D = {z € C: |z| < 1} al disco unitario. Las soluciones complejas de la ecuacion
x™ =1 se sittian sobre el borde de D formando los vértices de un poligono regular
de n lados. Cuando n crece el poligono aproxima cada vez mejor al circulo, de donde
se deduce que en el limite, las raices de la unidad se distribuyen siguiendo la medida
uniforme del circulo.

En este curso presentaremos el Teorema de Fekete-Szego y el Teorema de Bilu,
que constituyen generalizaciones diferentes de este fenomeno. En el primer caso, bus-
caremos reemplazar D por otro conjunto, en el segundo caso buscaremos reemplazar
la familia de ecuaciones z" = 1.

En el contexto del Teorema de Fekete-Szegd, reemplazamos D por un conjunto
compacto K C C, invariante por conjugacion compleja. ;Bajo qué condiciones
podemos afirmar que hay una familia infinita de enteros algebraicos, cuyos conjugados
estan en K y que se equidistribuye con respecto a alguna medida natural? No es
dificil ver que un disco centrado en el origen y de radio menor que 1 contiene solo un
conjunto de conjugados de un entero algebraico, el punto cero. Esto sugiere que el
conjunto K debiese tener “suficiente tamano aritmético”, en algin sentido a precisar.
La nocién adecuada de tamano resulta ser la capacidad de K, concepto proveniente
de la teoria del potencial.

En el contexto del Teorema de Bilu, es instructivo considerar la familia de
ecuaciones (z — 1)™ = 0, que tiene una tnica soluciéon. Lo que hace diferente esta
familia de ™ = 1 es el tamano de los coeficientes del polinomio que determina la
ecuacion. La nocién adecuada de tamano es la altura de un ntmero algebraico. Se
demuestra que una sucesion de nimeros algebraicos de altura que tiende a cero,
tiene la propiedad que sus conjugados se equidistribuyen con respecto a la medida
uniforme en el circulo unitario.

En la Seccién 2 presentamos un resumen de algunas propiedades basicas de
los numeros algebraicos que seran usadas en este curso. Luego en la Secci6on 3
presentamos las nociones de la teoria del potencial necesarias para formular y
demostrar el Teorema de Fekete-Szegd. Por ultimo, en la Seccion 4 explicamos la
nociéon de altura y la demostraciéon del Teorema de Bilu.

2. GENERALIDADES SOBE NUMEROS ALGEBRAICOS
2.1. Numeros algebraicos.

Definicién 2.1. Un elemento o € C se dice nimero algebraico si existe un polinomio
no constante, con coeficientes racionales, f(z) € Q[z], tal que f(«) = 0. Un namero
algebraico se denomina entero algebraico si el polinomio f se puede elegir monico
(es decir, el coeficiente del término dominante es 1) y con coeficientes enteros

f(z) € Zx].
Notar que todo niimero racional es algebraico. En efecto, si « = ¢, con a,b € Z 'y

b # 0, entonces podemos tomar f(z) = x — §. Sin embargo, sélo los ntimeros enteros
son, a la vez, racionales y enteros algebraicos. Més ejemplos:

Ejemplo 2.2.
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L.a=i, flx)=22>+1

2. a=v2, f(z)=2%-2

3. a=+2, f(z)=2%-2

4. a == f(r)=a" —1, n€ Zso.
5 a:#, flx)=22—z—-1

- (
6. a=+72/2, f(x)=2x>—-1.

Todos los ejemplos anteriores, salvo el ltimo, son enteros algebraicos.

Denotamos Q al conjunto de los nimeros algebraicos. Notar que Q es un conjunto
numerable. En efecto, Q[x] es numerable y cada elemento no constante de Q[z] tiene
a lo mas un numero finito de raices. Dado que C no es numerable, se desprende que
existen nimeros que no son algebraicos (y de hecho son mayoria). Sin embargo, no
es facil identificar un ntumero no algebraico. Por ejemplo, se sabe que e (Hermite
1873) y 7 (Lindemann 1882) no son algebraicos, pero a la redaccion de estas lineas
no se sabe decidir si e + 7 es algebraico o no.

El polinomio f(x) que figura en la Definicion 2.1 no es tnico. Cualquier polinomio
de la forma h(z) = f(x)g(x), con g(z) € Q[z], sirve también. Sin embargo, nos sera
atil contar con un polinomio asociado de manera canénica a un nimero algebraico.

Proposicion 2.3. Sea oo € Q. Entonces eziste un dnico polinomio no constante
fa(x) que cumple

1. fao(x) tiene coeficientes racionales,

2. fa(a) =0,

3. fa(x) es monico,

4. el grado de fo(x) es minimo entre los polinomios que satisfacen (1), (2) y

(3)-

Demostracion. el principio del buen orden nos asegura que existe un polinomio
f(z) € Q[z] que satisface las cuatro propiedades del enunciado. Si g(z) es otro
polinomio que cumple las mismas propiedades, entonces podemos aplicar division
de polinomios

f(@) = q(@)g(x) +r(z), q(z),r(z) € Qla], degr(z) < degg().

Como r(a) = f(a) — ¢(a)g(a) = 0, de la minimalidad del grado de f(x) concluimos
que 7(x) es el polinomio nulo, es decir f(x) = ¢(z)g(z). Como f y g tienen el mismo
grado y son monicos, entonces f = g. O

Definicion 2.4.

= Decimos que el polinomio f,(x) dado por la Proposicion 2.3 es el polinomio
minimo de a.
= Definimos el grado de o por dega := deg f,.

Definiciéon 2.5. Un polinomio f(z) € Q[z] se dice Q-reductible si se puede escribir
como producto de polinomios, con coeficientes racionales, de grado estrictamente
menor. Un polinomio en Q[z] que no es Q-reductible se dice Q-irreductible.

Observacion: la minimalidad del grado de f,(x) asegura que éste es un polinomio
Q-irreductible. Reciprocamente, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.6. Sea a € Q y sea f(x) € Q[x] un polinomio Q-irreductible y
monico tal que f(a) = 0. Entonces f = f,.
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Demostracion. aplicar el algoritmo de la divisién para polinomios. (]
Definicién 2.7. Dado un polinomio

f(@) = apa™ +ap_12" '+ ...+ a12 + ap € Clz],
definimos el polinomio reverso

f*(z) = apz™ + a12™ ' + ... + ay_17 + a, € Cla].
Lema 2.8. Si f(x) € Q[x] es Q-irreductible, entonces f*(x) también lo es.
Demostracion. basta notar que f*(z) = z9°¢/ f(1/x) y usar la Definicién 2.5. O

De la Proposicién 2.6 y el Lema 2.8, se deduce

Corolario 2.9. Sia € Q y a # 0, entonces 1/a € Q. Mds azin, fija = fa

No siempre es facil determinar el polinomio minimo de un ntmero algebraico. En
los ejemplos 2.2, los polinomios indicados son todos irreductibles (luego coinciden
con el polinomio minimo) excepto en el Ejemplo 2.2, (4). En efecto,

" —1=(x—1)(a" " +2" 2+ F a4 1).
Dos herramientas basicas para decidir la irreductibilidad de un polinomio con co-

eficientes racionales son el Lema de Gauss y el Criterio de Eisenstein, que procedemos
a explicar.

Definicién 2.10. Un polinomio con coeficientes enteros p(x) € Z[x] se dice Z-
reductible si existen polinomios f(x), g(x) € Z[z] tales que

= fz),9(x) & {£1},
= p(x) = fx)g(x).

Diremos que p(z) € Z[z] es Z-irreductible si no es Z-reductible.

Teorema 2.11. (Lema de Gauss) Un polinomio p(x) € Z[z] que es Z-irreductible
es también Q-irreductible.

Teorema 2.12. (Criterio de Eisenstein) Sea f(z) = anx™+an_12" 1+ +a1x+ag
un polinomio con coeficientes enteros. Suponga que existe un numero primo p tal
que

= pla;, i=0,1,....,n—1,

=p T Qn,

= p*fao.
Entonces f(x) es Q-irreductible.

La demostracion de estos teoremas esta esbozada en los Ejercicios 2.15, (4) y (5).

Denotamos por ®,,(z) al polinomio minimo de ¢, = e?™/™.

Observacion 2.13. Se tiene que @, (x) es un divisor (en Q[z]) del polinomio z™ — 1
(cf. Ejercicio 2.15 (1)). Del lema de Gauss, deducimos que ®,,(x) € Z[z].

Como aplicaciéon de los teoremas anteriores, demostraremos el siguiente

Lema 2.14. Sea p un nimero primo. Entonces ®,(x) = 2P~ + 2P~ 2 + ..+ + 1.
En particular,
P —1=(z—1)P,(x).
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Demostracion. Sea w(x) = xP~1 + 2P~2 + ... + 2 + 1. Veamos que w(z) es un
polinomio Q-irreductible. Esto dltimo equivale a demostrar que h(x) := w(z + 1) es
Q-irreductible. Usando la identidad 2P — 1 = (z — 1)w(z), se tiene

hz)=w(z+1) = % =aP 4 (7’2_:1 <z>zk1) +p.

Dado que p| (Z)v para todo 0 < k < p, el criterio de Eisenstein permite concluir
que h(zx) es Q-irreductible. Tenemos entonces que w(z) es Q-irreductible y ménico,
luego w(z) = ®,(x) por la Proposicion 2.6. O

Ejercicios 2.15.

1. Sea f(z) € Q[z] un polinomio Q-irreductible y sea o € C tal que f(«) = 0.
Sea g(z) € Q[x] un polinomio no constante tal que g(«) = 0. Demuestre que
existe un polinomio h(z) € Q[z] tal que g(x) = f(z)h(x).

2. Un polinomio p(z) se dice que tiene raices repetidas si se puede factorizar
sobre C de la forma

p(z) = (x — 2)*h(z), z€C, h(z)cClz]

(de manera equivalente, p(z) = p/(z) = 0). Demuestre que un polinomio
Q-irreductible p(x) € Q[z] no puede tener raices repetidas.
3. Sea p un primo. Denotamos F,, := Z/pZ, el cuerpo finito de p elementos. Sea

v:7— Z/pZ

el morfismo canoénico. Para un polinomio con coeficientes enteros f(x) =
ant™ + ap_12" "t 4+ ... 4+ a1z + ag, definimos
f(2) = v(an)z™ + v(an_1)z" '+ ...+ v(a))z + v(ag) € Fplz].
Muestre que la operaciéon f — f define un morfismo de anillos Z[x] — F[z]
(es decir, verifique f+g=f+gy fg=fg).
4. Lema de Gauss. Decimos que un polinomio f(x) € Z[x] es reducido si el
maximo comun divisor de sus coeficientes es 1.

a) Sean f(x),g(x) € Z[z] dos polinomios y sea h(z) = f(z)g(x). Sea N el
maximo comin divisor de los coeficientes de h(x). Suponga N # 1y
tome un primo p tal que p|N. Usando el morfismo de anillos del ejercicio
anterior, demuestre que p o bien divide a todos los coeficientes de f(z) o
bien divide a todos los coeficientes de g(z)

b) Deduzca que el producto de dos polinomios reducidos es reducido

¢) Demuestre el Teorema 2.11.

5. Criterio de Eisenstein. Sean f(x) € Z[z] un polinomio y p un primo que
satisfacen las hipétesis del Teorema 2.12.

a) Suponga que se puede factorizar f(z) = g(z)h(z) con g(x), h(z) € Z[x].

Muestre que entonces se tiene

v(a,)z™ = g(z)h(x), en Fplz].

b) Justifique que g(x) = ux?®, h = va®

¢) Demuestre el Teorema 2.12.
6. Pruebe que Q es un cuerpo. Es decir,

a,BEQa#0= 1,a6,a+6€@.

o

,conu,v €EF)ya+b=n.
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2.2. Orbita galoisiana.

Definicién 2.16.

» Sean a € Qy f,(x) su polinomio minimo. Decimos que 3 € C es un conjugado

de asi fo(B) = 0.
= Definimos la dérbita galoisiana de o por

Gal(a) : = {8 € C: B es un conjugado de a}
={peC: f.(B) =0}
Observacion 2.17. El ntimero de conjugados de « es exactamente el grado de f,, ()
(ver Ejercicio 2.15, (2)).
Ejemplo 2.18. w Gal(i) = {i, —i}.
- Gal(v2) = {v2,—V2}.

» Gal(Vv/2) = {V2,(V2,(3V2}.
. Gal(1+2\/5) _ {1+2\/57 172\/5}.

Es de interés para nosotros calcular la 6rbita galoisiana de (,. Definimos

pn i ={z € C: 2" =1} = {raices de la unidad de orden n},

fin :={2€py: 2" #1, VI<k<n}

= {raices primitivas de la unidad de orden n}.
Notar que (pin, _-) es un grupo ciclico de orden n. Mas precisamente, si ¢, = €27/,
entonces p, = {¢ : 0 < j <n—1}. Mas atn, se tiene
(2.1) fin = {¢, : med(j,n) = 1}.
En particular, el nimero de elementos de fi,, es
o(n) :=[(Z/nZ)"| = #{1 <j <n—1:mcd(j,n) = 1}
(funcion de Euler).
Proposicién 2.19. Sea ¢, = ¢>™". Entonces
Gal(Ga) = fin-
La demostraciéon de este hecho esta esbozada en los ejercicios 2.21.

Corolario 2.20. Se tiene deg ®,, = p(n), para todo entero positivo n.

Ejercicios 2.21.

1. Demuestre (2.1).
2. a) Demuestre que para todo a € Q y todo entero positivo k, se tiene
Gal(a*) = {B" : B € Gal(a)}.
Deduzca deg(a*) < deg(a).
b) Muestre que para a € Q , se tiene Gal(1/a) = {1/8 : 8 € Gal(a)}.
Deduzca deg(a) = deg(1/a).
3. Sean n un entero y p un numero primo que no divide n. Sea a € C tal que
®,,(«) = 0. El objetivo de este problema es demostrar que ®,,(a?) = 0.
a) Muestre que o € Q y que su polinomio minimo tiene coeficientes enteros.
b) Suponga que ®,(a?) # 0. Sea g(x) € Z[z] el polinomio minimo de a?.
Sea h(z) = g(zP). Muestre que @, (x)|h(x) en Z[z].
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¢) Sea j(z) € Fp[z] un factor irreductible de ®,,(z) € Fp[x] (cf. la operacion
feZla] - f € Fpla]

definida en el Ejercicio 2.15 (3)). Muestre que j(z)|g(x).
d) Use lo anterior para mostrar que j(z)?|2™ — 1. Concluya.
4. Use el ejercicio anterior para demostrar la Proposiciéon 2.19.

2.3. Discriminante y Resultante. Sea f(z) € Clz] un polinomio y lo expresa-
mos en términos de sus raices como

f@)y=alz—a1)(x —a) - (x —an), a,a1,...,a, €C.

Notar que las raices ag, a9, ...,q, no son necesariamente distintas. Se define el
discriminante de f por
_ 2n—2
— o o

i<J

Es inmediato de la definicion que D(f) = 0 si y sélo si f tiene raices repetidas.

Definicion 2.22. Sean

(2.2) fx) =an2™ +an_12" + ...+ a1z +ag € Clz],
(2.3) 9(x) = bpx™ + by 1™ 4+ bz + by € Cla].
Formamos la siguiente matriz de tamano (n +m) x (n + m):

ap  Ap—1 - ao 0 ... 0
0 an Ap_1 .- ag ... 0
. 0 0 a, Qp—1 ... Qg
MED=1 b by o b
0 bm bmo1 ... b
0 0 coi bm b1 o0 o

Definimos la resultante R(f,g) por

R(f,g) :=det M(f,g).

Teorema 2.23. (|11], Proposition 8.3, p. 202) Escribimos g(x) = by, (x—p51) -+ (x—
Bm). Entonces se tiene

(2.4) R(f,g) = a™b", H H
i=17=1

Observacion 2.24. De este teorema vemos que R(f,g) = 0 siy solo si f y g tienen
una raiz en comun.

Central en lo que sigue es la siguiente

Proposicion 2.25. Si f(x) tiene coeficientes enteros y a, es el coeficiente del
término dominante, entonces a, D(f) € Z.

Demostracion. Tomemos g = f’ en (2.4). Entonces m = n — 1y by, = nay. Si
escribimos

f'(@) = nap(z — 1) (& — Br-1),
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entonces
n

R(f,f :nna2n H

—1 H f/(ai)-

Pero f'(a;) = an []; (i — @), luego obtenemos

(f7 _ 2n 1HH _a] ( )n(n 1)/2 2n 1H _04]

i=1j=1 1<J
J#i

= (-1 20, ().

Como f y f' tienen coeficientes enteros, de la definicion de resultante tenemos

R(f,fHYeZ O

3. TEORIA DEL POTENCIAL Y EL TEOREMA DE FEKETE-SZEGO

En esta seccién vamos a ver los rudimentos de la teoria del potencial en el
plano complejo y una primera aplicaciéon aritmética. En concreto, estudiaremos las
propiedades de la capacidad logaritmica y de sus otras presentaciones, el didmetro
transfinito y la constante de Chebyshev. Como aplicacion de este estudio daremos una
demostracion del teorema de Fekete-Szegé que afirma que la capacidad logaritmica
discrimina cudando un conjunto puede contener infinitas 6rbitas de Galois de enteros
algebraicos.

La presentacion esta centrada en la comparacion entre el didmetro transfinito, la
capacidad logaritmica y la constante de Chebyshev. La mayor parte de esta seccién
estd basada en las excelentes notas [16]. Para méas detalles y demostraciones que se
han omitido, el lector puede consultar [13]. Una presentacién moderna del teorema
de Fekete-Szegd utilizando teoria de Arakelov se puede encontrar en las notas [1].

3.1. Puntos de Fekete. Empezamos con un subconjunto £ C C compacto, es
decir E es un subconjunto de C cerrado y acotado, por ejemplo el disco unidad.
Dado un entero n > 2, queremos buscar un conjunto de n puntos de FE que estén
lo méas alejados posible entre si. Para dar una idea precisa de qué entendemos por
estar lo mas alejado posible, definimos la cantidad
2/n(n—1)
6n(E) = méx || REEE

21y..,2n €EE
1y:s”n 1§’L<]§1’L

y buscamos colecciones de puntos donde se alcance esta cantidad. Cualquier coleccion
de puntos F;, = {z%n), e 27(1”)} con
2/n(n—1)

|| R — 6,(E)

1<i<j<n

se llama un conjunto de Fekete (de n puntos) y sus elementos puntos de Fekete. Por
definicién, estos puntos estan lo mas alejados entre si dentro de F.

La primera observacion que podemos hacer es que los puntos de Fekete se sittian
siempre en la frontera exterior del subconjunto E (la frontera exterior es la frontera
de la componente conexa no acotada del complementario de E). Por ejemplo, si E
es el anillo

A={zeC:r<z<R},



EQUIDISTRIBUCION, TEORIA DEL POTENCIAL Y APLICACIONES ARITMETICAS 69

los puntos de Fekete de A se concentran en la circunferencia de radio R. Este
resultado se puede demostrar usando el principio del maximo de las funciones
analiticas.

Ejemplo 3.1. Como veremos en el Ejercicio 3.7 (2), si E es el disco unidad, el
conjunto de las raices de la unidad n-ésimas es un conjunto de Fekete.

Ejemplo 3.2. En el conjunto E = [—1, 1], para cada n, hay un tnico conjunto de
Fekete de n puntos. Y estd dado por los ceros del polinomio (22 —1)P._,(x), donde
P, es el polinomio de Legendre de grado n — 1y P/_; su derivada.

F1GURA 1. Conjunto de Fekete de 11 puntos en el intervalo [—1, 1].

Pero, ;para qué sirven los puntos de Fekete?

Los puntos de Fekete son muy ttiles en la interpolaciéon de Lagrange. Sea f una
funcién continua definida en un intervalo compacto £ C R y sean zg,...,2, un
conjunto de n + 1 puntos en E. El método de aproximaciéon de Lagrange consiste en
buscar un polinomio de grado n que coincida con f en los puntos elegidos. Siendo f
continua, es de esperar que el polinomio obtenido se parezca a la funcion f.

Para construir el polinomio de interpolacién se definen los polinomios fundamen-

tales de Lagrange
[Lipe(® — 2)

Hi#k(zk —z)
Estos polinomios cumplen Li(zx) = 1y Li(z;) = 0 si ¢ # k. En otras palabras
Lk (Zz) = 6116

Una vez construidos los polinomios fundamentales de Lagrange, el polinomio de
interpolacion se escribe facilmente

P() =Y f(z)Li(2).
k=0

Lk(x) =

Claramente, en los puntos de interpolaciéon tenemos P(z;) = f(zx), k = 1,...,n.
Veamos como funciona este método en la practica. Vamos a interpolar funciones
continuas en el intervalo [—1, 1] usando puntos equiespaciados (este método se usa
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mucho por ser mas céomodo de calculo) y usando puntos de Fekete. En ambos casos
usaremos 11 puntos.

A o |

o ~ 08

N

o

&

&

1/ \/ 0.5 \/ os 1
02

(A) Puntos equiespaciados (B) Puntos de Fekete

FiGurA 2. Polinomios de Lagrange

En la Figura 2 podemos ver un polinomio fundamental de Lagrange para el caso
de puntos equiespaciados y para el caso de puntos de Fekete. Obsérvese la diferencia
de escala en ambos graficos. En ambos casos hay un punto donde el polinomio toma
el valor 1 y otros puntos donde el polinomio toma el valor 0. Sin embargo el polinomio
de Lagrange obtenido con puntos equiespaciados oscila mucho al acercarnos al borde
del intervalo, alcanzando un valor cercano a —6. Por el contrario, en el polinomio
obtenido usando los puntos de Fekete, las oscilaciones estan mucho més controladas
y en ningtn momento el valor absoluto del polinomio es mayor a 1. Parece claro
que la mayor oscilacion en el caso de puntos equiespaciados puede ser un problema.
Vamos a verlo en accion. En primer lugar aproximaremos una funcion suave: exp(x).
Esta funcion en el intervalo [—1, 1] se aproxima muy bien, as{ que representamos en
la Figura 3 el error cometido aproximando la funciéon exponencial por un polinomio.

2e-10 3e-11

2e-11

le-10
le-11
E 05 05 1
05 05 1
le-11,

le-10 2e-1]

2e-10

(A) Puntos equiespaciados (B) Puntos de Fekete

FiGurA 3. Error en la aproximaciéon de la funcién exponencial.

Atencion, la escala es diferente en ambos graficos. Si bien el método de puntos
equiespaciados proporciona mejores resultados en la zona central, el error maximo es
casi 10 veces mayor en el caso de puntos equiespaciados respecto al caso de puntos
de Fekete.
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Podemos ponerle las cosas més dificiles al método de aproximacion e intentar
aproximar una funcién continua f que no es diferenciable en el punto 0. Por ejemplo:

f(z) = min(0, z).

En este caso el error se observa a simple vista y los resultados estan en la Figura
4. De nuevo vemos que la presencia de oscilaciones incontroladas es un problema al

1 05 05 1
02
02

0.4

0.6

0.8

1 1

(A) Puntos equiespaciados (B) Puntos de Fekete
FIGURA 4. Aproximacion de la funcion f.

usar puntos equiespaciados en el método de interpolacion.

El Ejercicio 3.7 (3) explica por qué los puntos de Fekete son utiles en el método
de aproximacion. Para una funcién continua concreta puede que no dé el resulta-
do 6ptimo. Pero da un resultado suficientemente bueno para todas las funciones
continuas.

En muchos casos, calcular los puntos de Fekete de forma exacta es muy dificil y
nos tenemos que conformar con unos puntos de Fekete aprozrimados, que hagan un
trabajo razonable. Para saber si un conjunto de puntos se parece a un conjunto de
Fekete es importante responder a las siguiente preguntas:

Pregunta 3.3. ;Cual es el comportamiento asintético de d,,(F) cuando n tiende a
infinito?

Pregunta 3.4. ;Cual es la distribuciéon de los puntos de Fekete cuando n tiende a
infinito?

Lema 3.5. La sucesion §,(E), n > 2, es decreciente.

Demostracion. Veamos que la sucesion log d,(E), n > 2 es decreciente. Sea F,, =

{z1,...,2n} C E un conjunto de Fekete. Para cada k entre 1 y n,
n(n—1
%bgén(E) = Z log |z; — 2]
1<i<j<n
= Zlog\zi — zi| + Z log |z; — z;]
i#k 1<i<j<n
i#k j#£k
—1)(n—2
< Zlog |z; — x| + w log 6,,—1(E).
i£k
Sumando las n desigualdades obtenidas variando k& deducimos
2(p —1 -1 -2
% log 6, (E) < n(n—1)logd,(E) + % log 6,1 (E).
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Por tanto log §,,(E) < logd,_1(F). O

Como consecuencia del Lema 3.5 la sucesion 6, (E), n > 2 converge a un nimero
real > 0.

Definicion 3.6. El didmetro transfinito del conjunto E es
T(E) = nh_)rrgo on(E).

Una primera respuesta a la Pregunta 3.3 es el calculo del diAmetro transfinito.
Para responder a la Pregunta 3.4 usaremos el lenguaje de medidas e investigaremos
el analogo continuo del problema de buscar puntos de Fekete.

Ejercicios 3.7.

1. La matriz de Vandermonde de tamano n x n estd dada por (zf 71), para
1<i<nyl<j<n.Demostrar que el determinante de la matriz de
Vandermonde es [],; ;<,(z; — z). Por tanto, un conjunto de puntos de
Fekete maximiza el valor absoluto del determinante de la correspondiente
matriz de Vandermonde.

2. Utilizando el ejercicio anterior y la desigualdad de Hadamard para determi-
nantes, demostrar que las raices de la unidad forman un conjunto de Fekete
en el circulo unidad.

3. Sea F un subconjunto compacto de C y F,+1 = {21,..., 2,41} un conjunto
de Fekete de n + 1 puntos para E.

a) Demostrar que, si Ly es el polinomio fundamental de Lagrange k-ésimo
asociado a F, 41, entonces

|Li(z)] <1, para todo z € E.

b) Si, para un subconjunto S C C y una funcion f denotamos
1flls = sup{|f(2)[},
z€S

demostrar que todo polinomio P de grado menor o igual que n satisface
[Ple < (n+1)|Pln41-

¢) Sea f: E — C una funcion continua, sea P, ; el polinomio de grado
menor o igual a n que aproxima mejor a f en la norma || - ||g. Sea P,
el polinomio obtenido mediante interpolaciéon de Lagrange en los puntos
Fn+1. Demostrar que

If = Prolls < (04 2)1f — Paslls

3.2. Medidas y convergencia débil. Para describir de forma cuantitativa la
forma a la que tienden los conjuntos de Fekete o las 6rbitas de Galois de enteros
algebraicos, es necesario introducir el lenguaje de medidas. En estas notas no podemos
dar un curso completo de teoria de la medida y usaremos muchos resultados como
una caja negra. El lector interesado puede consultar, por ejemplo [18] o [4].

Sea D C R™ un subconjunto con la topologia inducida y sea C%(D,R) el espacio
de las funciones continuas con soporte compacto en D. El espacio C?(D,R) tiene
una norma, la norma del supremo, definida, para f € C?(D,R), por

Ifllp = sup [f(z)]-
zeD
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Una medida de Radon en D es un funcional lineal continuo en C?(D,R). Las
medidas de Radon son compatibles con la topologia de D y la mayor parte de
las medidas que aparecen en anélisis son de este tipo. Si p es una medida en D
y f € C%D,R) es una funcién continua con soporte compacto, usamos tanto la
notacion funcional u(f) como la notacién integral

Mﬂzéf@zéﬂ@w@-

Una medida se denomina positiva si, para toda f € C°(D,R) con f(z) > 0,
Vz € D, se tiene u(f) > 0.
Si D es compacto y p es una medida, se denomina la masa de p a la cantidad

u(D) = [ 1dutz).

Si D no es compacto, escribimos D = |JE,, con E; C Es C ... compactos, y la
medida de D se define como el limite
u(D) = lim p(E,)

en caso de que este exista. Si la medida es positiva, el limite siempre existe aunque
puede ser infinito. Una medida positiva se llama finita si la masa total es finita.

Una medida de probabilidad es una medida de Radon positiva de masa total 1.
El espacio de medidas de probabilidad de D se denota M(D).

Ejemplo 3.8. Si z € D la asignacion f — f(z) es una medida de probabilidad en
D que se denomina delta de Dirac en z y se denota §,:

ﬂ@=Aﬂ@®M&

Maés generalmente, si F' = {z1,...,2,} es un conjunto finito, la medida de contaje
de F es la medida de probabilidad

(3.1) (F) = % PO
En otras palabras
1 n
AR () = [ ) =305

es la media de los valores de f en el conjunto F.

La teoria de medidas proporciona un lenguaje conveniente para estudiar la
distribuciéon asintética de conjuntos de puntos mediante el concepto de convergencia
débil-*.

Decimos que una sucesion de medidas (pp,)n>1 converge en la topologia débil-* a
una medida y si para toda funcion f € C?(D,R) se cumple

/fd,u: h'm/fdun.
D n—oo D

El hecho de que la sucesion (pn,),>1 converja en la topologia débil-* a p se denota

[ = .
El siguiente resultado es consecuencia del Teorema de Banach-Alaoglu (ver [14]
3.15 y 3.16)
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Teorema 3.9. Sea E C C un subconjunto compacto. Entonces el espacio M(E)
con la topologia de la convergencia débil-x es un espacio metrizable compacto. En
particular es secuencialmente compacto.

2wik

Ejemplo 3.10. Sea F,, = {e"» |0 <k <n— 1} el conjunto de raices n-ésimas de
1. Para toda funcion f € C?(C, R) se tiene

1 2 )
li dv(F,) = — %) ap.
A | FdviFa) =52 J(e)
Por tanto la sucesion v(F,), n > 1 converge en la topologia débil-+ a la medida de
Haar normalizada en el circulo unidad %.

Dada una medida g en D y U C D un subconjunto, decimos que el soporte de
p esté contenido en U si para toda funcién f € C%(D,R), la condicién f|y = 0

implica p(f) = 0.

Lema 3.11. Sea E C C un subconjunto compacto y B,, n > 0 subconjuntos
compactos con By, D Bpy1 y E =) Bpn. Si (in)n>0 s una sucesion de medidas de

probabilidad con p, = p y soporte(u,) C By, entonces soporte(u) C E.

Necesitaremos un resultado técnico para extender determinadas medidas a fun-
ciones no necesariamente continuas.

Definicion 3.12. Sea D C R™ un subconjunto con la topologia inducida. Una
funcion f: D — RU {oo} se denomina semi-continua inferior si para todo zg € D se
cumple

f(z0) <liminf f(z2).

zZ—r 20

Lema 3.13. Una funcion es semi-continua inferior si y solo si, para todo com-
pacto K C D existe una sucesion creciente de funciones continuas que converge
puntualmente a f.

Si f es una funciéon semi-continua inferior y p es una medida positiva con soporte
compacto K, se define

[ $@ (o) = i fo(a)dua),
D

para cualquier sucesiéon creciente de funciones continuas que converge puntualmente
a fen K.

. . . . . * .
Lema 3.14. Sea f una funcion semi-continua inferior y p, — [ una sucesion de
medidas positivas, con soporte contenido en un compacto K, que converge, en la
topologia débil-+ a una medida . Entonces

/ fdp < liminf/ fdpn.
K n—oo K

Ejercicios 3.15.

1. Demostrar la afirmacion del Ejemplo 3.10.
2. Demostrar el Lema 3.11.
3. Buscar una demostracion del Lema 3.13.
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3.3. La capacidad logaritmica. Discutimos ahora el analogo continuo del
problema de encontrar los puntos de Fekete. Para ello imaginamos que los n-puntos
representan cargas eléctricas del mismo signo que se repelen entre si. De esta forma
la configuracion de puntos de Fekete es una posicién de equilibrio para el problema
electrostéatico.

Sea E C C de nuevo un subconjunto compacto. Podemos imaginar que E es una
lamina metalica a la que anadimos una carga eléctrica. Al ser una ldmina metalica
la carga se puede mover libremente y, dado que cargas de igual signo se repelen,
tendera a extenderse lo mas posible.

Hay que tener cuidado con el simil electromagnético pues estamos acostumbrados
al caso tridimensional, donde la fuerza de atracciéon/repulsion entre dos cargas
eléctricas es proporcional al inverso de la distancia al cuadrado, mientras que la
energia de dichas cargas es proporcional al inverso de la distancia. Si estamos
confinados en un espacio bidimensional (como es el caso que nos ocupa) la fuerza
eléctrica debe ser proporcional al inverso de la distancia, mientras que la energia
debe ser proporcional al logaritmo de la distancia.

La densidad de carga se puede representar mediante una medida de probabilidad pu
en C cuyo soporte esta contenido en E. Por ejemplo, si toda la carga esté concentrada
en un punto z, la representamos mediante la medida delta de Dirac 4.

Definicion 3.16. Sea p una densidad de carga en F, el potencial electrostdtico
asociado a i es

Ut (z) = /Elog B i t|du(t)7

mientras que la energia electrostdtica de esta carga en E es

(32) 1) = [V Ednt) = [ [ 1on —auz)dute.

|z

Hay que tener cuidado con esta definicion pues, en caso de haber cargas puntuales,
la energia es infinita. Para tener una cantidad finita con la que trabajar, introducimos
la siguiente variante de la energia. Si pp = v(F') es la medida de contaje de un conjunto
finito F' = {z1,..., 2z}, ponemos

1), 2 P
(3.3) 2/n(n—1)
= —log H‘Zl 2]
i<j

El problema de encontrar un conjunto de Fekete de n puntos consiste en hallar
inf I'(F).
#F=n
Definicién 3.17. La constante de Robin de un conjunto compacto £ C C es

Vg= inf {I .
E HGM(E){ (1)}
Por tanto, el analogo continuo de buscar las cantidades d,,(E) y los puntos de
Fekete es determinar el valor de la constante de Robin y encontrar una medida cuya
energia coincida con este minimo.
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Teorema 3.18. FEl valor Vg se alcanza en una medida pg. Es mas, si Vg < oo
entonces esta medida es unica.

La demostracion de este resultado se basa en el andlogo continuo del Lema 3.5.

Lema 3.19. Sea p1,, una sucesion de medidas en M(E) que converge en la topologia
débil-+ a una medida . Entonces, para todo z € C

(3.4) Ul(z) < h'rr_1>inf Uk (2).
Ademds
(3.5) I(p) < lfrginff(un).

Demostracion. Este resultado es consecuencia de que log(1/|z —t|) es semi-continua
inferior respecto de t. O

Argumento de la demostracion del Teorema 3.18. Sean pi,, una sucesion de medidas
en M(FE) tales que lim,,_,oc I(ttr,) = V. Por el Teorema 3.9 el espacio M(FE) con
la topologia débil-* es secuencialmente compacto. Asi existe una subsucesion de .,
que converge en la topologia débil-+ a una medida p. Por el Lema 3.19 esta medida
cumple Vg = I(p).

Si Vg = o0, cualquier medida p con soporte en E cumple I(p¢) = Vg y minimiza
la energia, por lo que no hay unicidad. Por el contrario si Vg < co, usando que la
funcion I en M(FE) es estrictamente convexa (un punto técnico que hay que precisar
pues estamos en un espacio de dimension infinita) , se deduce la unicidad. O

Definicion 3.20. La cantidad
Cap(E) =e™ V7

se denomina la capacidad logaritmica de E. Una medida pp que cumpla V(E) =
I(ug) se denomina una medida de equilibrio para E y el potencial U*# asociado a
la medida de equilibrio se denomina el potencial de equilibrio de E.

Enunciamos en el siguiente resultado unas propiedades béasicas de la capacidad
logaritmica.

Teorema 3.21.

. Si Ey C Ey entonces Cap(F;) < Cap(Es).

2. Si ECCya,peC, entonces Cap(aE + ) = |a| Cap(E).
3. Si K C C es compacto, entonces Cap(K) = Cap(0K).

4. Si K1 D Ko D ... son compactos y K = () K;, entonces

~

Cap(K) = lim Cap(kKj;).
71— 00

v

. St Cap(K) = 0 entonces K tiene medida de Lebesgue cero. Mds ain, si v es
una medida que satisface I(v) < oo, entonces v(K) = 0.

El problema discreto de encontrar los puntos de Fekete y el problema continuo de
encontrar la medida de equilibrio estan muy relacionados y la teoria electrostatica
del plano complejo nos permite dar respuesta a las preguntas 3.3 y 3.4.

Teorema 3.22. Sea E C C un conjunto compacto. Entonces

(3.6) Cap(E) = 7(E).
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Ademds, si Cap(E) > 0 y Fn, n > 2 son colecciones de puntos de Fekete para E
entonces

(3.7) V(Fn) = pe.

Esta dltima propiedad se expresa diciendo que los punto de Fekete se equidistribuyen
segun la medida de equilibrio de E.

Demostracion. En el argumento de esta demostracién vamos a necesitar la medida
producto de dos medidas. Mas concretamente, si p y v son medidas en F entonces, la
medida producto es una medida p X v en E X E. Para la definicién y las propiedades
basicas de la medida producto el lector puede consultar la Seccion 1.7 de [18]. La
propiedad fundamental de la medida producto es el Teorema de Fubini-Tonelli 18,
Corollary 1.7.23].

Empezamos demostrando la desigualdad Vg > log(1/7(F)). Escribimos

F(z1,...,20) =T'({z1,-..,2n}) % Z log%

n(n -1 1<i<j<n i~ 4l

El minimo de la funcion F es log(1/6,(E)). El valor esperado de F respecto a
cualquier medida de probabilidad en el producto C™ debe ser mayor o igual a este
minimo. En particular, si consideramos la medida producto dug(z1)...dug(zn),
donde pp es la medida de equilibrio de F, deducimos

Vp = / F(ot,eos ) dpp(21) - dais(z) > log ——.

Consideramos la sucesion de medidas v, = v(F,), n > 2. Por el Teorema 3.9
existe una medida i que es el limite en la topologia débil-* de una subsucesiéon
(Vn, )ken- Una consecuencia del Teorema de Fubini-Tonelli para medidas es que
(Vnk, X Vnk)kGN = /l X /[1'

Para poder aplicar la convergencia débil de medidas necesitamos aplicarlas a
funciones continuas. La funcion log|z| no es continua cuando x tiende a cero.

Para cada M € R, M > 0, escribimos log,,(|z|) = min(log(|z|), M). Las fun-
ciones log,;(1/|z|) son continuas para todo z € R. Y cuando M tiende a infinito,
la coleccion de funciones (log,,(1/|x|))a converge mondtonamente a la funcion
log(1/]z|). Calculamos

1) = [ [on = di)ait
, 1 . .
= lim //longdp(z)du(t)

M—o00

1
= lim lim / / 1ongdz>nk(z)dﬁnk(t)

M —o00 keN

lim dm (T e L M
1m 1m e
M —o00 keN Nk & 5nk (E) ng

= lim limlo 1 =1lo !
T e ken 08 6 (B) & T(E)’

IN

La igualdad en la segunda linea es consecuencia del teorema de convergencia do-
minada, mientras que la igualdad en la tercera linea se sigue de la convergencia
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débil de medidas junto con el hecho de que log,,(1/]z|) es continua en cualquier
compacto de C. Por la minimalidad de Vg deducimos
1
Ve <I(i) <log —— <V,
e <I(p) < OgT(E) S VE
lo que demuestra (3.6). Si Cap(E) > 0, la unicidad de la medida de equilibrio
implica i = ug de donde se deduce (3.7). O

Ejemplo 3.23. En el Ejercicio 3.26 1 se busca la capacidad y la medida de equilibrio
en el caso del disco unidad.

Ejemplo 3.24. Si E C R C C es el segmento E = [a,b], entonces Cap(E) = 2% y
la medida de equilibrio es

1 dx
. " et

En el Ejercicio 3.26 (2) vemos que el potencial de equilibrio es constante en el
disco unidad. Esto es consistente con la intuicion fisica, pues si hubiera diferencia
de potencial, las cargas se desplazarian para disminuir la energia total. En general
el resultado matemaético preciso es

Teorema 3.25 (Teorema de Frostman). Sea E C C un subconjunto compacto con
Cap(E) > 0. Entonces
1. UME(z) < Vg para todo z € C,
2. UME(z) = Vg para todo z € E\S, donde S es un subconjunto con Cap(S) = 0.
3. Si Q es la componente conexa no acotada de C\ E, entonces para todo z €
se tiene UFP (z) < Vg.

La demostraciéon de este resultado usa el principio del maximo para potenciales
3.35. Esta demostracion la daremos en la Seccion 3.6.

Ejercicios 3.26.

1. Usando que las raices de la unidad de orden n forman un conjunto de Fekete
de n puntos en el disco unidad, demostrar que la capacidad del disco unidad
es 1 y que la medida de equilibrio del disco unidad es la medida de Haar %
en el circulo unidad.

2. Demostrar que el potencial de equilibrio del disco unidad es

U () = 0, if |2 <1
© og(1/l2]), if [z > 1.

3.4. La constante de Chebyshev. En esta seccion, & C C contintia designando
un subconjunto compacto. El siguiente problema es determinar el minimo valor de la
norma ||p|| g donde p es un polinomio moénico de grado n y encontrar un polinomio
que alcance este minimo. Es decir, buscamos el valor de

. to(F) = inf ,
(39) (B)= f Ipls

donde P, es el conjunto de los polinomios moénicos de grado n. Si E contiene infinitos
puntos existe un Gnico polinomio moénico T, € P, con ¢, (E) = || T, g, que se llama
el polinomio de Chebyshev n-ésimo para E. Ver el ejercicio 1.

Debido a que

tm+n(E) = ||Tm+nHE < HTm”E”TnHE = tm(E)tn(E)7
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la sucesion log(t, (E)) es subaditiva y por tanto, el limite
Cheb(E) = lim to(E)Y" = inf o (B
existe y se denomina la constante de Chebyshev de E.
Muy relacionado con el polinomio de Chebyshev, el polinomio de Fekete F;, es

un polinomio moénico de grado n cuyas raices forman un conjunto de Fekete de n
puntos.

AAAL IAAAN
INEYRL RYEYRN

Se-d
1e3
5e-3

15e3

(B) Polinomio de Chebyshev de gra-

(A) Polinomio de Fekete de grado 11. do 11,

0.008
0.006
0.004

0002

0.002

-0.004

-0.006

-0.008

(c) Polinomio de grado 11 con raices
equiespaciadas.

F1GURrA 5. Polinomios de Fekete y Chebyshev.

En la Figura 5 se compara el polinomio de Chebyshev de grado 11 con el polinomio
de Fekete de grado 11 en el intervalo [—1,1]. Ambos son razonablemente similares.
Se incluye también el polinomio ménico de grado 11 con las raices equiespaciadas.
Observad la diferencia de escala. La norma del supremo de este tltimo polinomio es
8 veces mayor que la del correspondiente polinomio de Chebyshev.

El resultado fundamental de la teoria del potencial es el siguiente.

Teorema 3.27. Sea E C C un subconjunto compacto.
1. 7(E) = Cap(E) = Cheb(E).
2. Los polinomios de Fekete son asintéticamente dptimos para el problema de
Chebyshev:
1im | Full3/™ = Cheb(E).

Si ademds, Cap(F) > 0 y por tanto up es unica, entonces

3. Los puntos de Fekete tienen distribucion asintética pg. Es decir v(F,) 5 UE
cuando n — 0.
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4. La convergencia
lim |F, ()" = exp(—U"=(2))
n—oo

es uniforme en cada subconjunto compacto de §2, la componente conera no
acotada de C\ E.

Demostracion. La afirmacion (3) ya ha sido establecida en el Teorema 3.22. La
afirmacion (4) se deduce de ella. De hecho, de la definiciéon de potencial se deduce

que
1 1
U (2) = = log ———
A
y todos los ceros de F,, estan contenidos en E. Por tanto, si K C {2 es un subconjunto
compacto y z € K, dado que v(F,) 5 i tenemos que
1 1 1 n—oo /
—107:/10 — dv(F,)(t lo
TRITHE I TR ;

debido a que, para z € E, la funciéon t — —log |t — z| es continua en E. Como K es
compacto y para t € F, la funcion es continua en K, esta esta uniformemente

— [JHE
|t—z\duE(t) UFE(z),

1
[t—=]
acotada en K. Por tanto la convergencia es uniforme en K.

Nos queda por demostrar (1) y (2), de los que ya hemos demostrado Cap(FE) =

T(E). Sea F,, = {z{"), cee zr(ln)} un conjunto de Fekete de n puntos. Entonces

Suit (B)' V2 = max [ Jei—zlz | ] 12=2"1] du() 02
lzdck, e 1<i<n

para todo z € E. Por tanto, poniendo 4,, = §,,(F),
oD y5in=nl2 > | B (2)], Yz € E.
Tomando las raices n-ésimas
n+1)/2 n— 1/n
S8 2 || B
Como la sucesion d,, es decreciente,
Suin 2[00I < (Busada) 2.
Usando la definicién de Cheb(F) deducimos
(Bu4180)' 7 = | Ful| " = Cheb(E).
Haciendo tender n a oo obtenemos
7(E) > limsup ||F, ||}/ > liminf | F,||}/™ > Cheb(E).
n—oo n—oo
Por lo que para deducir (1) y (2), basta demostrar que Cheb(E) > 7(E). Si7(E) =0
esta desigualdad es obvia, por lo que podemos suponer Cap(E) > 0. Sea T,,(z) un

polinomio de Chebyshev de grado n en F y denotamos mediante v(T},) la medida
de contaje en los ceros de T},(z). Entonces

1 1
~1 = fnf ~1 = inf UYT)(2).
n Pt (B)  semn °|T.(z)| ek (2)

Ahora bien,

fng UV(Tn)(Z) < /Uu(Tn) dup = /UﬂE dv(T},),
zE
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donde la tltima igualdad es consecuencia del teorema de Fubini-Tonelli. Por el
Teorema de Frostman 3.25 tenemos que

/U“E dv(T,) < Vg.
Juntando las desigualdades obtenidas, deducimos que

1 1

—log —— < Vg,

n et =
y tomando el limite cuando n tiende a infinito,

Cheb(FE) > Cap(E) = 7(FE).

Ejercicios 3.28.

1. Sea F C C u subconjunto compacto que contiene al menos n + 1 puntos.
a) Demostrar que el infimo en la ecuacion (3.9) se alcanza en algin polinomio

T, € Py.
b) Demostrar que hay al menos n + 1 puntos de E donde se cumple la
igualdad t,(E) = |T,(2)|. (Indicacion: si no fuera cierto, podriamos

encontrar un polinomio g de grado menor o igual a n — 1 que coincide
con T, en todo punto z con |T,,(z)| = t,(F). Demostrar que, para ¢ > 0
suficientemente pequetlo |1, — eq|| < t,(E) contradiciendo la definicion
de t,(E).)
¢) Demostrar que T, es tnico. (Indicacion: si hubiera dos candidatos, aplicar
1b a la media aritmética de ambos).
d) Demostrar que los ceros de T, estan en la envolvente convexa de E.
e) Sea E = [—1,1] x {—4,i}. Demostrar que, para n impar, T,, tiene un cero
en el eje real y por tanto fuera de F.
2. Demostrar que los polinomios de Chebyshev en el intervalo [—1,1] son los
polinomios
T, (z) = 217" cos(n arc cos ).

Concluir que Cap([—1,1]) = Cheb([-1,1]) = 1/2.
3. Sean 0 < b < a nameros reales y sea E = [—a, —b] U [b, al.

a) Demostrar que, si p(x) es un polinomio de Chebyshev para E de grado
par, entonces (p(x) + p(—2z))/2 también lo es. Por tanto podemos buscar
polinomios de Chebyshev de grado 2k de la forma ¢(2?) con ¢ polinomio
monico de grado k.

b) Demostrar que los polinomios

P ( )_21—2k( 2_b2)k 2:L‘2—b2 -1
ok () = a cos | n arc cos pepy

son polinomios de Chebyshev para E.
¢) Demostrar que

faZ _ 12
Cap(F) = QT.
4. Sea p(x) un polinomio ménico de grado n. Consideramos la lemniscata

L={zeC|p(z)] < R"}.
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Determinar los polinomios de Chebyshev de grado nk para E y mostrar que
Cap(L) = R.

3.5. Potenciales y funciones armoénicas. En esta seccion definiremos funciones
armoénicas y superarmoénicas, daremos algunas propiedades y las usaremos para
estudiar los potenciales U*. Una referencia para el material de este capitulo es el
libro [13].

Definicion 3.29. Una funcion f: D — R definida en un abierto D C C es armoénica
si cumple la propiedad del valor medio: Para todo z € D, si el disco |¢ — z| < r esta
contenido en D, entonces

1 2m

(3.10) f(2) f(z+re?)ds.

2m Jo
Una funcién f es armonica si y solo si f es continua, sus primeras y segundas
derivadas parciales existen y son continuas y para todo z € D,

Af(z) = fea(2) + fyy(2) =0,
donde z = 41y y fza, fyy denotan las segundas derivadas parciales de f respecto
de x e y. De hecho, esta propiedad se puede usar como definicién equivalente de
funcién armonica, por ejemplo en [13] Definicion 1.1.1 y Teorema 1.2.7.
Una consecuencia directa de (3.10) es el principio maz-min para funciones
armonicas.

Teorema 3.30. Sea D C C un abierto conexo y f: D — R una funcion armonica.
Si f alcanza su minimo o su mdzximo en D entonces es constante. En consecuencia,
si f es una funcion continua en un compacto y es armdnica en el interior del
compacto entonces alcanza el minimo y el mdzimo en la frontera del compacto.

Las funciones superarmonicas son el analogo complejo de las funciones céncavas.

Definiciéon 3.31. Sea D C C un abierto. Una funcion f: D — R U {oco} es
superarmonica si no es constante igual a co en ninguna componente conexa de D y
1. es semicontinua inferior en D;
2. el valor en cada punto es mayor o igual al valor medio en un circulo centrado
en el punto. Esto es, si z € D y r > 0 cumplen que el disco | — z| < r esta
contenido en D, entonces

1 2 )
(3.11) f(z) > — f(z4ret?)db.
2 0
Una funcién f se llama subarménica si — f es superarmonica.
Las funciones superarmonicas verifican el principio del minimo, y por tanto las
subarmonicas verifican el principio del méaximo [13, Theorem 2.3.1].

Teorema 3.32. Sea D C C un conjunto abierto, conexo y acotado y g una funcion
superarmonica no constante en D tal que

liminf g(z) > m, V¢ € OD.
z—(
Entonces g(z) > m para todo z € D.

La conexién entre funciones superarmoénicas y potenciales viene dado por el
siguiente resultado.
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Proposicion 3.33. Sea p una medida positiva cuyo soporte estd contenido en un
compacto E y sea Q la componente conexa no acotada de C\ E, entonces el potencial

Ur(2) = [ og = dutt

|2 -t
es una funcion superarmonica y su restriccion a §) es armdnica.

Demostracion. Dado que la funcion log(1/|z — t|) es semicontinua inferior en z para
todo ¢ se sigue que U (2) es semicontinua inferior. Es facil comprobar que, para ¢
fija, la funcion f;(z) = log(1/|z — t|) es superarmoénica. De hecho, para z # t, fi(2)
es armonica, mientras que, para z = t, fi(t) = co que es mayor o igual que la media
en el circulo |z — t| = r para r suficientemente pequetio.

Usando el teorema de Fubini-Tonelli obtenemos

1

2 2m
. 1 1
— U+ do = | — log ——————— dfdu(t
27 Jo (z4re”) /2%/0 o8 |z + rei? —t| u(t)
1

< [ log ——du(t) = U¥(z
< [tor =y dutt) = U (o).
probando que U* es superarmonica. Que la restriccion de U a ) es armonica se

demuestra de la misma forma, usando que log(1/|z —t|) con t fijo y z # t es una
funcién armonica. 0

De hecho, toda funcién superarmoénica se parece a un potencial con respecto de
una medida positiva. Este es el contenido del Teorema de Riesz [13, Theorem A.3.2].

Teorema 3.34 (Teorema de Riesz). Si f es superarmonica en un abierto conexo
D C C, entonces existe una medida positiva X con soporte contenido en D y en cada
subconjunto abierto conexo D* con D* C D se tiene

fz)=h(z)+ /Dlog

donde h es armonica en D*.

dA(t D*
FECEANE

A partir del principio del maximo para funciones superarmonicas se obtiene un
principio del maximo para potenciales.

Teorema 3.35. Sea u una medida positiva finita con soporte compacto. Si UH(z) <
M para todo z en el soporte de p, entonces UH(z) < M para todo z € C.

El principio del maximo para potenciales es un caso particular del teorema de
dominacion (Ver [17] II Teorema 3.2.)

Teorema 3.36. Sean p y v dos medidas positivas finitas con soporte compacto,
masa total cumpliendo v(C) < u(C) y tal que u tiene energia logaritmica finita
(I(p) < o00). Si para una constante ¢, la desigualdad

Ut (z) <UY(2) + ¢

se cumple salvo en un conjunto de p-medida cero, entonces la desigualdad se cumple
en todo punto complejo.

Muy relacionada con el potencial U*Z tenemos la funcién de Green para E con
polo en el infinito. Para las propiedades de la funcion de Green y méas detalles sobre
los proximos resultados se puede consultar la seccion 11.4 de [17]. La funcion de
Green esta caracterizada por el siguiente resultado.
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Teorema 3.37. Sea E C C un subconjunto compacto y Q la componente conexa no
acotada de C\ E. Entonces existe una unica funcion gg(-,00): Q@ — R caracterizada
por las propiedades

1. gg(-,00) es armdnica en Q y estd acotada superior e inferiormente fuera de
todo entorno de co;

2. la diferencia gg(z,00) — log |z| estd acotada en un entorno de oo;

3.

lim g(z,00) =0
z—C
para todo ¢ € 0N excepto en un conjunto de capacidad cero.

La relacion precisa entre la funcion de Green, la constante de Robin y el potencial
viene dada por el siguiente resultado.

Teorema 3.38. Sean E y Q2 como en el teorema anterior y gg(-,00) la funcion de
Green para E con polo en el infinito. Entonces

1. lim, o0 g(2,00) —log |z| = Vg,

2. el potencial de equilibrio de E es

UrE(z) = Vg — g(z,00).

En los ejercicios 3.39 del 7 al 11 usamos las propiedades que caracterizan la funcion
de Green para estudiar el efecto de las aplicaciones holomorfas en la capacidad.

Ejercicios 3.39.

1. Demostrar el Teorema 3.30.
2. Demostrar que si una funcion f es armoénica en un conjunto abierto D C C
que contiene el disco |z — zp| < r entonces

fo) = 5 [ [ #la+ iv) dody

3. Demostrar que si (f)n>1 €s una sucesion de funciones armonicas que converge
localmente uniformemente a una funciéon f, entonces f es armonica.

4. Demostrar que una funcién f € C?(D) en un abierto conexo D es superar-
monica si y solo si

Af = fwz +fyy <0
en todos los puntos de D.

5. Sea F': D — C una funcién analitica en un conjunto abierto conexo D que
no se anula idénticamente. Demostrar que, para p > 0, |F|P es subarmonica
y que log(1/|F|) es superarménica.

6. Buscar una demostraciéon del Teorema 3.21.

7. Sea f: D — C una funcion analitica en un abierto conexo D. Sea D' = f(D)
y u: D' = R una funcién armoénica (resp. superarmoénica), demostrar que
uwo f es armonica (resp. superarmonica).

8. Sean E; y Eo conjuntos compactos conexos tales que €; = P}(C)\ E; y
Qy = PY(C) \ E; sean conexos y simplemente conexos. Sea f: ; — Qo
una funcion analitica que envia 9€2; continuamente a 0€y y que cumple
f(o0) =00y f'(00) > 0. Si gg,(-,00) es la funcién de Green de Ey entonces
98, (f(2),00) es la funcion de Green para E;. Utilizar este resultado para
comparar la capacidad de Fy y F3 y sus potenciales de equilibrio.
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9. Demostrar que el potencial de equilibrio del disco unidad B = {|z| < 1} es la
funcion
—log™ |2| = — méax(0, log | ).

10. Utilizar los problemas 9 y 8 y la transformacion z — z + 1/z para calcular la
capacidad logaritmica, la medida de equilibrio y el potencial de equilibrio del
segmento [—2,2].

11. Mostrar que, si F es un conjunto compacto de capacidad positiva y p es un
polinomio moénico de grado n entonces

Cap(p~'(E)) = Cap(E)"/™.

3.6. Demostraciéon del Teorema de Frostman. En esta secciéon damos la
demostracion del teorema de Frostman. Recordemos el resultado. Sea F un conjunto
compacto con Cap(FE) > 0, ug la medida de equilibrio de E y U*E el potencial de
equilibrio asociado. Tenemos que ver

1. U*E(z) < Vg para todo z € C.

2. UFE(z) = Vg para todo z € E'\ S, donde S tiene capacidad 0.

3. UME(z) < Vg para todo z € Q, donde € es la componente conexa no acotada

de C\ E.

La demostracion se realiza en varios pasos. En primer lugar sea
E,={z€E|U" <Vg—1/n}, n>0.
Demostraremos por contradiccién que
(3.12) Cap(E,) =0, Vn>0.
Supongamos que Cap(E,,) > 0 para algin n > 0. Como Vg = I(ug) = [ U*? dug,
existe un zg en el soporte de pg con UFE(zy) > Vg. Por la semicontinuidad inferior

de UFE existe un 7 > 0 de tal forma que U*E(2) > Vi — 1/2n en el disco B(zo, 7).
En particular B(zp,7) N F,, = 0. Como zy esté en el soporte de pg, el nimero
a = pgp(B(z0,7))
es estrictamente positivo.
Como suponemos que Cap(E,,) > 0, existe una medida p € M(E,,) con I(p) < oo.
Definimos una medida con signo

12 €1 Ena
o= —ug/a, en B(z,7),
0, en el resto.

Para cada t € (0,a) la medida p; = g + to es positiva y de masa total 1. Por tanto
e € M(E). Un calculo directo muestra que

I(ug) — I(ue) > 2t (Vg —1/2n — Vi 4+ 1/n) + O(?).

por tanto, para t suficientemente pequenio, I(pg) > I(pt) lo que contradice la
minimalidad de I(ug).
En el segundo paso, sea

L, = {z € soporte(pg) | U"E(2) > Vg +1/n}, n>1.
Demostraremos por contradiccién que

(3.13) L,=0.
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Supongamos que algin L;, es no vacio y sea 21 € Ly, por la semicontinuidad inferior
de UFF existe un s > 0 tal que UFF(z) > Vg + 1/n en B(z1,s). Como z; esta en el
soporte de pug, el nimero

b= pup(B(z1,s))
es estrictamente positivo.

Por (3.12) y el Teorema 3.21 (5) sabemos que pg(E,) = 0y por tanto UFZ(z) >
Vg salvo en un conjunto de pp medida cero. Asi,

Vi = I(ue) = / UM dyug
E

E(zl,s) E\B(z1,s)

1

> (VE+) b+ Ve(1—b)
n

>VE7

obteniendo una contradiccion.

Para concluir la demostracion del teorema, observamos que (3.13) implica que
Ure < Vg en el soporte de pp. Asi, aplicando el principio del maximo para
potenciales (Teorema 3.35) deducimos la afirmacion (1). Usando la condicion (3.12)
se puede ver que el conjunto S = J,, E,, tiene capacidad cero, por lo que obtenemos
la afirmacion (2). La afirmacion (3) se sigue del hecho que U#E es arménica en
junto con el Teorema 3.30.

3.7. El teorema de la lemniscata de Hilbert.

Definicion 3.40. Sea p € C[z] un polinomio moénico de grado d y 0 < p € R una
constante real. La lemniscata de polinomio p y constante p es el conjunto

L=1Ly,={z€C|p(z)| < p'}.

En esta seccién veremos que todo conjunto de capacidad mayor que cero se puede
aproximar por una lemniscata.

Teorema 3.41 (El teorema de la lemniscata de Hilbert). Sea E un conjunto
compacto con Cap(E) >0 y sea U D E un entorno abierto de E con C\ U conezo.
Entonces existe un polinomio ménico de grado d > 0, plx] = 2%+ --- € C[z] y una
constante p > Cap(E) tal que

EcCcL,,CcU.

Demostracion. Como E es compacto, estda acotado. Restringiéndonos a un U mas
pequeiio si hace falta, podemos suponer que U también esta acotado. Sea R > 0 tal
que

UcCB(,R)={z€C||z| < R}.
El conjunto K := B(0,R) \ U es compacto y, por el Teorema de Frostman 3.25,
UFe < Vg en K. Por tanto existe € > 0 tal que U*#(z) < Vg — € para todo z € K.
Por el Teorema 3.27 4 existe un ng y para todon > ng y todo z € K

log —UME(2)] < €/2,

-
|Fn ()Y
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lo que implica

(3.14) < Vg —¢/2.

log — 1+
[En(2) M7

Como log(1/|F,(2)|) es arménica en el complementario de B(0, R), por el Teorema
3.30, la desigualdad (3.14) en K implica que esta desigualdad es cierta en todo

C\U.
En consecuencia, para todon >ngy z € U,
(3.15) |Fo(2)|Y" > e7VEe/? = Cap(E)e/?.

Utilizando ahora el Teorema 3.27 apartados (1) y (2), sabemos que existe un ny
y para todo n > nj se tiene

| F Hl/n < Cap(E)eem.

Eligiendo d > méx(ng,n1) y poniendo p = Fy, p = Cap(E)e/? obtenemos el
resultado. ]

3.8. Las orbitas de Galois y el teorema de Fekete. Un entero algebraico
es un numero complejo que es solucion de un polinomio moénico con coeficientes
enteros. El conjunto de enteros algebraicos se denota como Z. Por tanto ¢ € Z si y
solo si existe un polinomio p(z) = 2" + - - - € Z[z] tal que

(3.16) p(¢) = 0.

Entre todos los polinomios monicos con coeficientes enteros que cumplen la
ecuacion (3.16) hay uno de grado minimo denominado el polinomio minimo de (.
Este polinomio es irreducible sobre los enteros (en caso contrario no serfa minimal)
y, por tanto, tiene todas sus raices complejas simples. La orbita de Galois de (
es el conjunto de raices del polinomio minimo de ¢{. La érbita de Galois de ¢ la
denotaremos como Gal((). El grado del polinomio minimo de ¢ se denomina el grado
de (. El primer resultado [9] utiliza la identificacion entre la capacidad logaritmica
y el didmetro transfinito.

Teorema 3.42 (Teorema de Fekete). Sea E C C un conjunto compacto. Si
Cap(E) < 1, entonces existe un abierto U que contiene a E y tal que el conjunto de
enteros ¢ € Z con Gal(¢) C U es finito. En particular E contiene tinicamente un
ndmero finito de drbitas de Galois.

Demostracion. Para cada € > 0 escribimos
B(E,e)={z€C|d(z,E) <¢e}
B(E,e) ={2€C|d(zFE) <e},

donde d(z, E) = mingcp |z — z|. Como E es compacto, los conjuntos B(E, 1/n) son
compactos y
E= () B(E,1/n).
n>1
Por tanto
Cap(E) = hm Cap(B(E,1/n)).

Como Cap(E) < 1, existe ng > 0 con Cap(B(FE,1/ng)) < 1. Si demostramos
que B(F,1/ng) solo contiene un ntmero finito de érbitas de Galois, entonces
U := B(E,1/ng) es un abierto que contiene a F y que solo contiene un ntmero
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finito de orbitas de Galois. Reemplazando E por B(E,1/ng) basta demostrar que
F solo contiene un ntmero finito de érbitas de Galois.

Supongamos que F contiene un nimero infinito de 6rbitas de Galois de enteros
algebraicos. Elijamos una sucesion numerable de tales érbitas, Gal({,), n > 1y sean
pn los polinomios minimos de cada (,. Supongamos que hubiera una cota uniforme
d al grado de estos polinomios. Como E es compacto, esta acotado. Dado que los
coeficientes de cada p,, son las funciones simétricas elementales en las raices de p,, v,
por hipotesis, estas estan en E, deducimos que los coeficientes de los polinomios p,,
estan uniformemente acotados. Como el grado es finito solo puede haber un nimero
finito de ellos, contradiciendo la suposicion de que el namero de o6rbitas de Galois
contenidas en FE es infinito. Asi podemos suponer que el grado de los polinomios
minimos no esta acotado.

Como estamos asumiendo que el grado de los polinomios p, no esta acotado,
después de restringirse a una subsucesiéon, podemos suponer que la sucesién de
grados

dp = deg(pn)
es estrictamente creciente.
Por definicion
1/dy,(dn—1)
(3.17) 8a, (E) > H € —n) — |disc(py)|M/ 4 (@D

§#neGal(Cn)

donde disc(py,,) es el discriminante del polinomio p, (ver seccion 2.3). Dado que
Ppn es el polinomio minimo de un entero algebraico, es un polinomio ménico con
coeficientes enteros. Por la Proposicion 2.25, sabemos que disc(p,,) es un ntimero
entero y por ser p,, irreducible, disc(p,,) es un entero distinto de cero. La ecuacion
(3.17) implica que 44, (E) > 1. Por tanto

Cap(E) = (E) > 1
lo que contradice la hipdtesis de que Cap(FE) < 1. ]

3.9. El teorema de Fekete-Szeg6. El teorema de Fekete-Szego [10] es casi
un reciproco del teorema de Fekete y aparecié mas de 30 anos mas tarde que el
teorema de Fekete. Este resultado asegura que, si la capacidad logaritmica de un
conjunto simétrico respecto a la conjugaciéon compleja, es mayor que uno, entonces
todo entorno del conjunto contiene infinitas érbitas de Galois de enteros algebraicos.

Teorema 3.43 (Fekete-Szego). Sea E C C un subconjunto compacto, simétrico
respecto a la conjugacion compleja y tal que Cap(E) > 1. SiU D E es un abierto,
entonces U contiene infinitas orbitas de Galois de enteros algebraicos.

Demostracion. Por simplicidad, demostraremos solo el caso en el que C\ U es
conexo. Veamos primero que una lemniscata respecto a un polinomio ménico con
coeficientes enteros y con constante p = 1 contiene infinitas 6rbitas de Galois de
enteros algebraicos. Sea p(z) = 2" + - - - € Z[z] un polinomio ménico con coeficientes
enteros y sea

L={zeC|lp(x)| < 1}.

Para cada n > 1 consideramos el polinomio

fa(z) =p"(z) - L.
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Claramente f,(z) es un polinomio monico con coeficientes enteros y todas las raices
de f, estan contenidas en L. Ademas el conjunto

s=Utzec] fule) =0}

n>1

es infinito, pues la aplicacion S — {raices de 1} dada por z — p(z) es exhaustivo.
Por lo que S, y por tanto L, contiene un ntmero infinito de érbitas de Galois.

En consecuencia, para obtener el resultado, basta demostrar que el conjunto U
contiene la lemniscata de un polinomio moénico con coeficientes enteros y constante
1.

Ya hemos visto, en el Teorema de la lemniscata de Hilbert 3.41, que existe un
polinomio p(z) = z¢ + --- € C[2] y una constante p > 1 tal que la lemniscata de
polinomio p y constante p esta contenida en U. Ya tenemos un polinomio p, pero
tiene coeficientes complejos. Debemos hacer una serie de reducciones para conseguir
un polinomio con coeficientes enteros.

Dado que E es simétrico respecto a conjugaciéon compleja, podemos reemplazar
U por UNU y suponer que U también es invariante por conjugaciéon compleja. Si
ahora p cumple [p(z)| > p? > 1 para todo z € C \ U, entonces |p(2)p(z)| > p?? > 1
para todo z € C\ U. En consecuencia, la lemniscata de polinomio pp y constante
p > 1 esta contenido en U. Pero el polinomio p; = pp tiene coeficientes reales. Esta
ha sido la primera reduccion.

Usando que los niimeros racionales son densos dentro de R, es facil ver que
podemos encontrar un polinomio ps con coeficientes racionales y una constante
1 < p' < p tal que la lemniscata de polinomio ps y constante p’ est4 contenida en U.
Nos hemos reducido a un polinomio con coeficientes racionales.

El ultimo paso es ver que podemos construir una lemniscata de polinomio con
coeficientes enteros y constante 1. Este proceso se denomina correcciéon (en ingles
“patching”) y esta explicado en el siguiente lema.

Lema 3.44. Sea p(z) = 2% + --- € Q[z] un polinomio mdnico con coeficientes
racionales y 1 < p € R un ndmero mayor que uno. Sea L la lemniscata de polinomio
p y constante p:

L={zeC|[p(2)| < p'}.
Entonces existe un polinomio ménico I'(x) € Z[z] con coeficientes enteros, y la
lemniscata de polinomio I' y constante 1 estd contenida en L.

Demostracion del Lema 3.44. Sea 0 < n € Z un entero tal que

pr) =20+ (), A(x) € Zle)

Sin =1, p ya tiene coeficientes enteros, asi que supondremos que n > 2. Sea p > 1
un nimero entero que fijaremos méas tarde. Escribimos 0 = ud y v = o!n?. Entonces
el polinomio p” tiene los coeficientes de mayor grado enteros:

viv=1)...(v—0o— 1)$d(l,_g) -
oln 7

v 1 dlv—o—1),,0+1

dada la eleccion de v todos los coeficientes de la primera fila son enteros. Los
coeficientes restantes pueden ser racionales. Observemos que el grado en el que

1%
py(l'):xyd+g$d(y_l)’7+"'+
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aparece el primer coeficiente que puede ser no entero es
dv—o—-1)4+(d-1)(c+1)=dv—0o—-1=d(v—p)—1.

Asi, como mucho, tenemos que corregir d(v — ) coeficientes racionales. Ahora corre-
gimos estos coeficientes racionales intentando controlar el tamano de la correccion.
Se pueden encontrar polinomios g¢, £ =0,...,v — p — 1, de grado menor o igual a
d — 1, cuyos coeficientes sean racionales en el intervalo [0,1) y tales que

[(z) == p”(x) + p(z)ae(x) € Zlz]

tenga coeficientes enteros.

Obsérvese que el polinomio I' depende de la elecciéon de pu. Queda por ver que,
mediante una elecciéon adecuada de p, el polinomio I' cumple que su lemniscata con
coeficiente 1 esta contenido en L. La frontera de L es

OL ={z € C||p(2)| = p"}.

Escribimos A = T" — p”. Como los coeficientes de los polinomios gy estan en el
intervalo [0,1), para todo z € 9L tenemos la cota

AR _ 1 1 M

. e <
¥ (2)] ~ P T B P

donde

M = sup (14 |z| +--- +|2|771).
2€0L

Como p > 1, existe un pg tal que, para todo p > po y 2z € 0L,

A 1
P (2)] 2

Recordemos el teorema de Rouché de variable compleja. Dadas dos funciones
analiticas f,¢ en un dominio K, si |f(z)| < |g(z)| para todo z € 0K, entonces el
namero de raices (contadas con su multiplicidad) de g y de f + g contenidas en K
es igual. Este teorema, junto con la ecuacion (3.18), implica que todas las raices de
I" estdn contenidas en L.

Por otro lado, para todo z € 0L, tenemos la estimacion

AR L™ pte
|pv<z>|)> R

2 2
De nuevo, debido a que p > 1 podemos encontrar ui, tal que, para todo u > 1 y
todo z € OL, se cumple

(3.18)

T()| > ()] — AG)] = o™ (1

(3.19) ID(z)] > 1.

Utilizando el principio del minimo para funciones holomorfas, del hecho de que
todas las raices de I" estén contenidas en L y la ecuacion (3.19) se deduce que, si
z ¢ L, entonces |I'(z)| > 1. Por tanto la lemniscata de polinomio I' y constante 1
esta contenida en L concluyendo la demostraciéon del Lema. (Il

El Teorema 3.43 es consecuencia del Lema 3.44 y de la discusion precedente. [J



EQUIDISTRIBUCION, TEORIA DEL POTENCIAL Y APLICACIONES ARITMETICAS 91

3.10. Equidistribuciéon de orbitas de Galois en el caso de capacidad uno.
Como siempre F C C denota un conjunto compacto. Vamos a ver que, en el caso
limite, cuando Cap(FE) = 1, si bien tenemos infinitas 6rbitas de Galois en un entorno
de FE, estas no tienen espacio para moverse y se equidistribuyen segiin la medida de
equilibrio de F.

Teorema 3.45. Sea E C C un conjunto compacto con Cap(E) =1 y sea (y)n>0
una sucesion de enteros algebraicos de grado d,, cumpliendo
1. lim,_ oo d,, = 00,
2. Para todo n > 0, Gal(ay,) C B(E,1/n).
Entonces
v(Gal(ay)) = p®.

Demostracion. Por el Teorema 3.9, la sucesion (v(Gal(aw,)))n>o tiene una subsuce-
sion convergente en la topologia débil-x. Si vemos que toda subsucesion convergente
de v(Gal(a,)) converge a up, entonces, necesariamente toda la sucesion v(Gal(a,))
converge a u”.

Asi basta considerar el caso en que la sucesion v(Gal(a, )) converge en la topologia
débil-* a una medida /i y demostrar que ji = u. Para cada n denotamos por P, el
polinomio entero moénico minimal de «,. De esta forma, Gal(w,) es el conjunto de
raices de P,.

Por el Lema 3.11, tenemos que soporte(it) C E y, por tanto,

I(p) > Vg =0.

Por otro lado,
. 1 .
I(j) ://log mdﬂ(z)dﬂ(t)
. o .
= lim //IOgJW mdﬂ(z)dﬂ(t)

M —o0

1
= ]\/}gnoo nlinéo//logM mdu(Gal(an))(z)du(Gal(an)(t)
. . 1 1 M
< (o5 D log o
B#B' €Gal(ay,)

—log(|disc P,|) M
ol L ) <o,
( & a.)="

En la dltima desigualdad hemos usado de nuevo la Proposiciéon 2.25 que implica
que |disc P,| es un entero positivo no nulo y, por tanto — log(|disc P,|) < 0. En
consecuencia I(f1) = 0 = Vg. Por la unicidad de la medida de equilibrio deducimos
que i = p¥ concluyendo la demostracion. (]

A

A

lim lim
M — 00 n—00

4. ALTURAS Y TEOREMA DE BILU

4.1. Medida de Mahler de un polinomio en una variable. Sea f(x) € C[z]
un polinomio no nulo con coeficientes complejos. Definimos su medida de Mahler
por

M(f) = (5 / " og F()]db).
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No es dificil ver que la integral es absolutamente convergente, incluso si el
polinomio tiene raices sobre el circulo unitario.

Lema 4.1. Para todo polinomio no nulo f € Clx], se tiene M(f) = M(f*).

Demostracion. si n = deg f, tenemos f*(x) = 2" f(1/x), luego

* 1 2 —1
M) =exp (5 [ loglr(e)ido).
T Jo
El enunciado resulta entonces de un cambio de variable apropiado. (Il

Nos sera ttil en lo que sigue usar la funciéon log™, dada por

logz siz2>1
+._ 5) =
log Z‘{o 510 <2< 1.

La medida de Mahler satisface las propiedades siguientes:

Teorema 4.2.
1. M(fg) = M(f)M(g), para todo f,g € C[z], fg # 0.
2. M(f) >0, para todo f € C[z], no nulo.
3. (Formula de Jensen) Sea f(x) € Clz], un polinomio no nulo de grado n, que
escribimos de la forma

(4.1) fl@)=alz—a)(z—a2) - (x —an), aa1,...,an €C.
Entonces
(4.2) log M(f) =loglal + > log™ |a.
i=1

Demostracion. Las primeras dos propiedades se deducen directamente de la defini-
cion. Usando (1), nos reducimos a mostrar que para todo a € C, se tiene

1 2m )
(4.3) E/o log | — a|df = log™ |al.

Para demostrar esta identidad, usaremos que el promedio de una funcién armonica
h sobre el borde del circulo unitario es h(0).

Si || > 1, entonces la funcion h(x) = log |x — | es armonica en el disco unitario,
de manera que el término izquierdo de (4.3) es h(0) = log|«|.

Si || < 1, entonces la funcion w(z) = log |1 — aZ| es armonica en el disco unitario
y coincide con h(z) cuando |z| = 1. Por lo tanto el término izquierdo de (4.3) es
w(0) = log|1| = 0.

El caso |a| = 1 se deduce por la continuidad de la funcion « — f02 "log|e® —
ald. O

Ejercicio 4.3. Demostrar
[D(f)] < n"M(f)*" 2,

donde D(f) denota el discriminante de f (Seccién 2.3)
Indicacion: exprese el discriminante como un determinante de Vandermonde.
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4.2. Altura de un ntmero algebraico. Sea a € Q' y sea fo(z) € Q[z] su
polinomio minimo. Existe un tnico entero positivo m tal que el polinomio

9a() :=mfa(x)
satisface

= g.(x) tiene coeficientes enteros
= el maximo comun divisor de los coeficientes de g, (x) es 1.

Decimos que g4 () es el polinomio minimo sobre Z de .
El claro que la 6rbita galoisiana de « se calcula por

Gal(a) ={ € C: go(B) =0}
(cf. Definicién 2.16).

Definicion 4.4. Sea a € Q. Definimos su altura (de Weil) por

1
h(0) = o Tor Mlga).

De los lemas 2.8 y 4.1 deducimos
Lema 4.5. Para todo a € Q', se tiene h(a) = h(1/a).

Escribiendo
Ga(2) = anz™ + an_12""t + ...+ a12 + ao,

de la formula de Jensen (4.2) se tiene

1 +
(4.4) h(a) = dogo (log lan| + Z log |ﬁ\)
BeGal(a)

Proposicién 4.6. Se tiene que h(a) > 0, para todo « € Q". Mds ain, h(a) =0 si
y sdlo si « es una raiz de la unidad.

Demostracion. En la expresion (4.4), |a,| es un entero positivo, de donde es claro

que h(a) > 0. Si « es una raiz de la unidad, la Proposicién 2.19 asegura que |3 = 1,

para todo 8 € Gal(a). Ademaés, de la Observacion 2.13 tenemos que su polinomio

minimo sobre Z es moénico. Usando nuevamente (4.4), tenemos h(a) = 0.
Supongamos ahora h(a) = 0. Sea n = deg(«). Escribamos

(4.5) 9a(2) = a2 + ap_12" '+ + a1z + ag, a; € Z.
Entonces la expresion (4.4) garantiza que a, =1y
(46) 81 <1,

para todo § € Gal(w).

La desigualdad (4.6) también vale para productos de elementos en Gal(a). En-
tonces, de la formula go (z) = [[5cqai(a)(z — B), vemos que los coeficientes de gq(z)
satisfacen

(4.7) la;| <n, V¥j=0,1,2,...,n.

Sea S, el conjunto formado por todos los polinomios con coeficientes enteros, de
grado a lo mas n, de la forma (4.5) que ademés satisfacen (4.7). Tenemos que S,, es
un conjunto finito.

Ahora bien, si k es un entero positivo, usando el Ejercicio 2,21, (2) vemos que el
razonamiento anterior también se aplica a o, es decir, {gux () : k € Zso} C Sp.
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Como S, es finito, el conjunto de raices de polinomios en S,, también lo es, luego el
conjunto

{Oék ke Z>0}
es finito. Por lo tanto, existen enteros k; # ko tales que o = a*? (equivalentemente,
a¥1=k2 = 1) lo que prueba que « es una raiz de la unidad (I

Terminamos esta secciéon con un problema abierto.

Pregunta 4.7. (Lehmer [12]). Decidir si la siguiente afirmacion es cierta: existe
una constante ¢ > 0 tal que

h(a) > L, Va € Q" que no es una raiz de la unidad.
deg a

Ejercicio 4.8. Adapte la demostracion de la Proposiciéon 4.6 para demostrar el
teorema de Northcott: Sean A, B > 0. El conjunto

{a € Q" :deg(a) <A, h(a)< B}
es finito.
4.3. Enunciado del Teorema de Bilu en dimensién 1.

Definicién 4.9. Sean C C Cy v € M(C). Decimos que v estd soportada en C' si
para toda f € Cy(C) cuyo soporte es disjunto a C, se tiene

/Cfu=0-

Si v esté soportada en un conjunto compacto, decimos que v tiene soporte compacto.
Denotamos por M(C) € M(C) al conjunto de medidas soportadas en C.

Ejemplo 4.10. Denotamos por vg la medida caracterizada por

1 27 )
(4.8) /nyszﬂ i f(e®)dh, Vf e Co(T).

Es claro que vg esté soportada en el circulo unitario y una medida de contaje de
la forma v(E) esta soportada en E. Todas estas medidas tienen soporte compacto.

Recordemos el Teorema 3.9, cuando C' es compacto, el espacio M(C) es secuen-
cialmente compacto. Es decir, toda sucesion (v,) C M(C) admite una subsucesion
convergente.

Definicion 4.11. Consideremos una sucesion FE,, C C, donde cada F, es un
conjunto finito. Decimos que la familia (E,,) se equidistribuye con respecto a v € M
si

nh_)rrgo v(E,) =v.

Aqui, v(E,,) es la medida de contaje definida en (3.1).
De manera equivalente, se pide que para toda f € Cy(C),

., 1
Jin = Y pe = [ o

Definiciéon 4.12. Decimos que una sucesion (z,) C C es genérica si para todo
m € N; el conjunto
{keN:zp=zn}

es finito.
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Teorema 4.13. (Bilu, [5]) Sea vs la medida de probabilidad uniforme sobre el
circulo, dada por (4.8). Sea (a,) C Q" una sucesion genérica de nimeros algebraicos

tal que
lim h(a,) =0.

n—oo

Entonces la familia de conjuntos Gal(ay,) se equidistribuye con respecto a vg.
En particular, se tiene el siguiente resultado notable:

Corolario 4.14. La sucesion de conjuntos (fi,) se equidistribuye con respecto a la
medida vs.

Demostracion. tomando en cuenta la Proposiciéon 2.19 y la Proposicién 4.6, el
enunciado se deduce directamente del Teorema de Bilu O

FEjercicios 4.15. El propoésito de los ejercicios de esta secciéon es de indicar una
demostraciéon del Corolario 4.14 que no utiliza el Teorema de Bilu.

1. Sea X un espacio métrico compacto. Los espacios M(X), Cy(X) y la nocion
de convergencia de medidas se definen como en la Seccién 3.2. El espacio
Co(X) = C(X) se encuentra dotado de la topologia dada por la norma
supremo:

If1l = sup [f(2)].
zeX

Sea H C C(X) una subéalgebra (es decir, f,g € H — fg,f +g € H).
Sea V C H un conjunto generador (es decir, todo elemento de H es una
combinaciéon C-lineal finita de elementos de V). Suponga que H es conjunto
denso. Muestre que la sucesion de medidas (v,) € M(X) converge a v €

M(X) siy solo si
/Xfyn:/xfu, VfeV.

2. a) En la notaciéon del ejercicio anterior, tome X = {z € C: |z| = 1}. Para
cada k € Z, definimos hy, : X — C por hi(x) = z*. Sea H C C(X) la
subélgebra generada por {hy : k € Z}. Muestre que H es densa en C(X).
Indicacion: use el teorema de Stone-Weierstrass.

b) (Criterio de Weyl) Sea E,, C X una sucesion de conjuntos finitos. Deduzca
que la familia (E,,) se equidistribuye con respecto a vg si y solo si para
todo k € Z, con k # 0, se tiene

¢) Utilizando el punto anterior, demuestre que la sucesion de conjuntos p,
se equidistribuye con respecto a vg.
3. El proposito de este ejercicio es demostrar el Corolario 4.14, usando los
ejercicios anteriores.
a) Sea p: N — {—1,0,1} la funcion de Mobius, dada por

(n) = 0 si existe un entero m > 2 tal que m2|n
H (=1)"  sin es el producto de r primos distintos.

Sea 01 : N — {0,1} dada por

1 sin=1
(51(n)—{ 0 sin>1.
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Demuestre

> ul(d) = 61 (n).
d|n
b) Sumas de Ramanujan. Denotamos por (a,b) el méximo comin divisor
del par a,b. Paran € Ny k € Z — {0}, definimos

S(?’l, k) = Z C’ZLka Cn = leri/n.
0<j<n—1
(71,7]):1
Muestre que
n

S(n, k) = Z d,u(g).

d|(n,k)

Indicacion: escriba S(n, k) = Z;L;Ol 61((n,k))¢@*F y aplique el punto
anterior.
¢) Demuestre el Corolario 4.14.

4.4. Energia. Consideremos la medida vg definida en (4.8). Usando (4.3) y la
definicion de energia de una medida en (3.2), vemos que I(rvg) = 0. Ademads, para
todo conjunto finito G C C, se tiene I(v(G)) = oc.

En vista del altimo ejemplo, es util considera la cantidad I'(G) definida en (3.3).
El nexo entre la teoria de alturas y la teoria del potencial esta dado por el siguiente

Lema 4.16. (Comparacion Energia-Altura) Sea o € Q' con n = deg(a) > 2.
Para a € C y 0 < € < 1 denotamos D(a,e) = {8 € Gal(a) : |8 —a| < e/2} y
ne = #D(a,€). Entonces se tiene

ne(ne — 1) 2n -

|loge] - S E 1h(2a) < I'(Gal(a)) < 3h(a).

Aqui, h(2a)) == %Zﬂe(}al(a) log™(|28]).

Demostracion. Primero demostraremos la cota superior. Sea a,, €l coeficiente domi-
nante de g, y escribimos Gal(a) = {a1,...,a,}. Como g, es irreductible, tenemos
D(gy) # 0. Ademas, a,D(g,) € Z (Proposicion 2.25), de donde

(4.9) log(an|D(ga)|) > log1l = 0.

Se tiene

0 <loga, +1og|D(g9s)| = (2n — 1) loga, + ZZlog |, —
i<j
=(2n—1)loga, + Zlog | — o]
i#
= (2n—1)loga, —n(n —1)I' (Gal(a)) .

Por otro lado, de (4.4) tenemos
log a,, = nh(a) — z:logJr || < nh(a).
i

Combinando ambas desigualdades se obtiene la cota superior.
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Ahora demostraremos la cota inferior. Escribimos I'(«) = A+ B + C, con

Claramente B > 0. Ademas, como «;,«; € D(a,¢) implica |o; — o] < ¢,

deducimos ( D
Ne(ne —

A>log(l/e)—=——<—2,

> log(1/2) "2

Para acotar inferiormente C, supondremos |a1| < |ag| < --- < |a,|. Entonces

Z log |a; — o] = 22:10gJr |, — oy

|a;—o|>1 i<j

n n
:22 Z log™ o — oy

i=1 j=i+1

<233 log" 20,

i=1 j=i+1
<2 nh(20)
i=1

= 2n2h(2a),

de donde se obtiene C' > —%ﬁ(?a). Reuniendo las cotas inferiores para A, B y C,
se obtiene el resultado. O

Enunciamos aqui un resultado que caracteriza la medida de Lebesgue sobre el
circulo en términos del funcional de energia.

Proposicion 4.17. Sea M(S) el conjunto de todas las medidas en M soportadas
en {z € C:|z| = 1}. Entonces

I(v) >0, YveM(S).
Mas an,
veM(S), Iv)=0&cv=us.

Demostracion. Usar el Ejercicio 3.26 (1) de la Seccién 3. Alternativamente, ver [16],
Ex. 1.10. O

4.5. Demostraciéon del Teorema de Bilu. En toda esta secciéon asumimos que
., ~* L.
la sucesion (ay,) C Q es genérica y cumple

h(an) — 0, n— oco.
Unidas al Ejercicio 4.8, estas hipotesis aseguran que deg(w,) tiende a infinito con n.

Lema 4.18. (Equidistribucion en radio). Para cada n € N, se puede escoger un
conjunto E, C Gal(a,) de manera que
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1. se tiene

2. Para todo € > 0, existe ng tal que para todo n > ng se tiene
z€FE,=>1—e<|z|<1+e.
Demostracion. Notar que por el Lema 4.5, también tenemos
h(1/an) =0, n— oo.

Procederemos por contradicciéon. Pasando a una subsucesion si fuese necesario,
podemos suponer que existen subconjuntos V;, C Gal(a,) tales que

o iMoo Fdartsy = ¢ > 0.

= existe a > 1 tal que para todo n, se tiene
11
zeVn:>\z|>a0’f‘>a.
z
Descomponemos V,, = A,, U B,,, donde

z €A, & |z > a,

Usando la formula de Jensen tenemos

h(ay, )_deg o) (Z 10g|ﬂ|) 2 ( )loga

BEA,

Por otro lado, usando el Ejercicio 2.21 (2) también se tiene

h(1/a) > deg o) <Z log|1/ﬁ\) ( )loga.

Luego
#Va
(@) + h(1/a) = Tt toga
Tomando el limite cuando n — oo, obtenemos
0> cloga >0,
lo que es absurdo. (I

Fin de la demostracion del Teorema de Bilu: la condicién (2) en el Lema
4.18, asegura que existe un compacto K C C que contiene al circulo unitario
tal que v(E,) € M(K), para todo n. Como M(K) es secuencialmente compacto
(cf. Teorema 3.9), tenemos que la sucesion v(E,) admite una subsucesion v(E,;)
convergente a una medida v € M(K). Notar que la condiciéon (1) en el Lema
4.18 asegura que 1/( Gal(an].)) también converge a v. Ahora estableceremos que
la diagonal tiene medida nula con respecto a la medida producto v x v (para ver
generalidades y referencias sobre medidas producto revisar la demostracion del
Teorema 3.22).

Afirmacion. Sea D = {(z,z) : x € C} C C?. Entonces v x v(D) = 0.
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Demostracion. Para demostrar la afirmacion, razonaremos por contradiccion. Por
Fubini-Tonelli, tenemos

v x v(D) = /Cu({x})du(x).

Luego si v x v(D) > 0, entonces existe a € C tal que v({a}) > 0. En particular,
existe k > 0 y un conjunto infinito J C N tal que para todon € J y todo € > 0
suficientemente pequeno, se cumple

#{B € Gal(ay,) : |f —a| < 5/2}

deg o,
Usando el Lema 4.16, deducimos que para n € J se tiene
2deg(an) T
4.10 1 k2 22 B(2a,,) < 3h(aw).
(410) loge] -2 — o (2a,) < (e

Es sencillo ver que h(20,) < h(ay,) +log2. Como lim,,_,o h(ay,) = 0, vemos que
h(2a,) es acotado. De la desigualdad (4.10) deducimos que existe A € R tal que
para todo ¢ suficientemente pequefio, se tiene |loge|-x% < A. Esto es absurdo, luego
la afirmacion es verdadera. ]

Ahora demostraremos que v = vg. Primero notemos que usando la condiciéon (2)
en el Lema 4.18, podemos concluir que v esta soportada en el circulo unitario. De la
Proposicion 4.17, deducimos que I(v) > 0. Sea ¢ : R>¢ — R una funcién continua
no decreciente tal que

ETESE
= (1) =0sit <3,
= p(t)=1sit>1.
Para € > 0, definimos ¢.(t) = ¢(t/¢). Entonces, para todo (z,t) € C?> — D, se

tiene
1

1
|z —1| 2=t
Como D es un conjunto de medida nula segiin v X v, y ¢ es no decreciente, el
Teorema de convergencia mondtona asegura que

Iv) = / / logﬁdu(z)du(t)

~ [ [ 6| = 1) log ——dv(:)dv(1).

Jim 6] — ) log [ = log

Sea

Sje= E > ¢(B8-F)log ——

i Tl

InJ

Por convergencia débil tenemos

//gbs log| 1 t‘du(z)dl/( )= lim §j..

j*}OO

Si € es suficientemente pequeno, tenemos que | — /| < & = 1ogﬁ > 0.
Ademas, |8 —pf'| > e = ¢.(|8 — B'|) = 1. Como 0 < ¢. < 1 en todos los casos,
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concluimos que

1 1
SeSEE 2 gy
"l BB eE,,
J
B#B

Combinando las estimaciones anteriores, deducimos que

1 1
I(v) <liminf —— log ——
) <lmblE s 2 R
BB EE,,
BB’
=liminf I'(E, ;)
= liminf I’ ( Gal(av,,)) condicién (1) en el Lema 4.18
< 3liminf h(ay,) Lema 4.16
=0.

Por lo tanto, I(v) = 0. Aplicando nuevamente la Proposicion 4.17, deducimos
V =Vg.

Hemos establecido que toda subsucesion convergente de v(F,,) tiene como limite
a la medida vg. Esto muestra que v(E,,) converge a vg. Luego v( Gal(a,)) converge
a ug, terminando la demostracién del Teorema de Bilu.

5. GENERALIZACIONES Y APLICACIONES DIOFANTINAS

En esta seccién haremos algunos comentarios sobre extensiones de los teoremas
vistos en el curso, asi como aplicaciones.

Varias variables. El teorema que Bilu demuestra en su articulo [5] es mas general
que lo que hemos formulado aqui, pues trata el caso de un nimero finito arbitrario
de variables. La demostraciéon en el caso de dimensiéon general se reduce al caso de
dimensién 1 por un argumento estandar de analisis de Fourier.

Versiones p-ddicas. L.os nimeros complejos tienen un analogo p-adico: si p es
un nimero primo y @Q, el cuerpo de los ntimeros p-adicos, entonces norma p-adica
admite una tnica extension a la cerradura algebraica Q,. Asi, podemos considerar

—~

su completacion, denotada Q,. El cuerpo resultante no es algebraicamente cerrado.

Denotamos por C, a la cerradura algebraica de @. Este tltimo cuerpo es a la vez
completo y algebraicamente cerrado. El lector podra consultar en [15] el desarrollo
de los conceptos y relaciones que dan lugar a una teorfa del potencial sobre C,,
anéloga a la teoria sobre C que hemos revisado. También encontrara una formulacién
del Teorema de Fekete-Szego en tal contexto. El Teorema de Bilu también tiene un
analogo p-adico, ver [2], [7] o [8].

Relacion con problemas diofantinos Una de las principales motivaciones para
estudiar teoremas de equidistribucién aritméticos es la posibilidad de aplicarlos en
cuestiones diofantinas. Un ejemplo béasico es el siguiente: decimos que (o, 3) € C?
es un punto de torsion si a y 8 son raices de la unidad. Una subvariedad de torsion
de C? es un conjunto de la forma

{z,y:2"y™ = (},

donde m,n son nameros enteros, no ambos cero y ( € C es una raiz de la unidad.
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Teorema 5.1. Sea X C C? un subconjunto Zariski cerrado propio. Entonces X
contiene infinitos puntos de torsion si y solo si X contiene una subvariedad de
torsion.

Este resultado puede deducirse del Teorema de Bilu (ver [5], Theorem 5.1) y es un
caso particular de la conjetura de Manin-Mumford. Para mayor informacion sobre
el nexo entre teoremas de equidistribucion y problemas de geometria diofantina se
recomienda ver [19], [20].
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1. TEeORIA DE CUERPOS

1.1. Generalidades. Recordemos la siguiente definicion.

Definicién 1.1. Un cuerpo es una terna (K, +, *) dada por un conjunto K, y dos
operaciones binarias

+,x: K x K— K,
que satisfacen las siguientes propiedades:

= (K,+) es un grupo abeliano (o sea la operacion es asociativa, conmutativa,
posee un neutro denotado 0 y todo elemento tiene inverso).

= (K \ {0}, %) es un grupo abeliano.

= Vale la propiedad distributiva del producto sobre la suma, o sea

ax(b+c)=axb+axc,
para toda terna de elementos a, b, c en K.

Ejemplos 1.2. 1. El conjunto de nimeros racionales con sus operaciones natu-
rales es un cuerpo (Q, +, *). Lo mismo sucede con el conjunto de ntumeros
reales (R, +, ) y de ntumeros complejos (C, +, %).

2. Otros cuerpos de gran utilidad son aquellos para los cuales el conjunto K
es finito. Por ejemplo, si p es un nimero primo, y denotamos por F,, = Z/p
el conjunto de clases de equivalencia de ntimeros enteros modulo p (donde
identificamos dos nimeros enteros si su diferencia es divisible por p), entonces
el conjunto (Fp,+, *) es un cuerpo con p elementos.

Un morfismo de cuerpos es simplemente un morfismo de anillos, o sea si K y L
son cuerpos, un morfismo de cuerpos ¢ : K — L es una funciéon que satisface:

» o(z+y) = p(x) + ¢(y) para todo par de elementos z,y € K.

m o(z*xy) = @(x) * o(y) para todo par de elementos z,y € K.

= (1) =1
De manera usual, un isomorfismo de cuerpos, es un morfismo de cuerpos biyectivo
(es facil ver que todo morfismo de cuerpos es inyectivo).

Recordar que si K es un cuerpo, entonces el anillo de polinomios K [x] posee un
algoritmo de division; esto es dados dos polinomios f(z), g(z) € K|[z], con g(x) no
nulo, existen tnicos polinomios ¢(x),r(z) € K[z] con r(x) = 0 o de grado menor
que el grado de g(z) tales que

f(x) = g(z)q(x) + r(z).

Dicho algoritmo permite definir el méximo comun divisor de polinomios de manera
analoga a lo hecho para ntimeros enteros (imponiendo la condicion de que el maximo
comun divisor es un polinomio moénico, para obtener unicidad), y demostrar que dados
dos polinomios f(z), g(x) € K[z], alguno no nulo, el maximo comun divisor entre
ellos se escribe como combinacion lineal de ambos, o sea: existen r(x), s(x) € K|z]
tales que

ged(f(x), g(@)) = r(x) f(2) + s(x)g(x).

Proposicion 1.3. Sea K un cuerpo, y sea p(x) € K[z] un polinomio irreducible.
Entonces el anillo L = K|x]/(p(x)) es un cuerpo.
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Demostracion. Como estamos cocientando por un ideal (el generado por p(x)),
el cociente tiene autométicamente una estructura de anillo. Lo que precisamos
demostrar para obtener un cuerpo es que todo elemento no nulo tiene inverso
multiplicativo. Sea asi f(x) la clase de representantes de un elemento no nulo del
cociente, y sea f(z) € K[z] algin polinomio en dicha clase. Como f(x) es no nulo,
p(z) 1 f(x). Como p(z) es irreducible, ged(f(z),p(z)) = 1, con lo cual existen

r(zx),s(x) € K[x] tales que

(1.1) L=r(2)f(z) + s(z)p(z).
Entonces en el cociente, la clase de r(z) es un inverso multiplicativo de la clase de
f(z). -

Asi obtenemos muchos ejemplos nuevos de cuerpos. Por ejemplo:

» Tomando p(x) = 22 + 1 € Q[z] obtenemos el cuerpo Q[z]/(z? + 1) que es
isomorfo (como cuerpo) al cuerpo Q[i] = {a+bi : a,b € Q} (donde i* = —1).

» Tomando p(z) = 2% + 1 en F3[z] (verificar que es irreducible), obtenemos el
cuerpo F3[z]/(2? + 1), que denotamos Fy. ;Cudntos elementos tiene dicho
cuerpo?

= Mas generalmente, si p es un nimero primo, y si g(z) € Fp[x] es un polinomio
irreducible de grado d, ; cuantos elementos tiene el cuerpo Fy[z]/(¢(z))?

Notar que si K y L son cuerpos y K C L, podemos pensar a L como un K-
espacio vectorial. En particular tiene sentido mirar la dimensién de L como K-espacio
vectorial y preguntarse si es finita o no.

Definicién 1.4. Si K y L son cuerpos y K C L, decimos que L es una extension
de cuerpos de K. Definimos el grado de la extension, y lo denotamos [L : K], como
la dimensién de L como K-espacio vectorial.

Ejercicio 1.5. Sea p(x) € K[z] un polinomio irreducible de grado d, y denotemos
por L = K[z]/(p(z)). Calcular [L : K].

Definiciéon 1.6. Un cuerpo de ntimeros es un cuerpo K tal que Q C K, y el grado
de la extension es finito.

El siguiente resultado vale en contextos muy generales, pero lo enunciamos
solamente para el caso de cuerpos de nimeros, que es en el que lo vamos a usar.

Teorema 1.7 (Teorema de elementos primitivos). Si K es un cuerpo de nimeros,
y [K : Q] = d, entonces existe un polinomio p(x) € Q[z] irreducible de grado d tal
que K es isomorfo a Q[z]/(p(x)).

El elemento de K que se corresponde con la variable z bajo el isomorfismo se
suele llamar un elemento primitivo de K.

1.2. Los nameros p-adicos. Una referencia clasica sobre los nimeros p-adicos
es el libro ([6]). Existen otros cuerpos ademas de los mencionados anteriormente que
juegan un rol preponderante en la teoria de niimeros. Dichos cuerpos son los que se
obtienen a partir de completar el cuerpo de ntimeros racionales con un valor absoluto
(o sea son construcciones similares a la de los numeros reales). La diferencia, es
que en lugar de utilizar el valor absoluto usual (llamado arquimediano), es preciso
utilizar otros valores absolutos (los no-arquimedianos).
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Fijemos un primo p. Definimos la valuacién p-adica como la funcion v, : Z\ {0} —
7 dada por

(1.2) vp(a) = méx{n e NU{0} : p" | a}
Asi, v3(12) =1y v3(10) = 0. Extendemos la valuacién a los racionales no nulos, por
a
v (3) = (@) = v, (0).
Definicion 1.8. El valor absoluto p-adico esta dado por:

‘ a

b

)0 sig =0,
p p~ (%) en otro caso.

Luego, por ejemplo |§|3 =3,y ‘%’3 = %. Es facil verificar las siguientes propie-
dades.

Proposicion 1.9. El valor absoluto p-ddico satisface las siguientes propiedades:
1. lal], =0 si y sdlo sia=0.
2. |a-blp = lalp - [b]p-
3. la+b|, < méx{|al,,|bl,}. Mds atn, silal, y |bl, son distintos, entonces vale
la igualdad.

La tltima propiedad de la Proposicién se conoce como la propiedad ultramétrica.
Dicha propiedad implica la desigualdad triangular (dejamos esto como ejercicio),
pero es mucho maés fuerte. En particular, el valor absoluto p-adico nos da una manera
de medir qué tan cerca estan dos niimeros racionales. Notar que esta forma de medir
dista bastante de la forma usual, por ejemplo, el ntmero p” tienen valor absoluto
p-adico muy pequeno cuando n es grande (|p"|, = #) En particular, dos niimeros
enteros estan cerca con el valor absoluto p-adico si su diferencia es divisible por

potencias grandes de p.

Observacion 1.10. El valor absoluto tiene una propiedad muy importante: el conjunto
de valores que toma tiene como tnico punto de acumulacion el cero. De la definicion
se puede ver facilmente que

Ql, = {0} U {p"}.

Asi por ejemplo, si p = 2 y un namero racional tiene valor absoluto 2-adico mayor
que 1, automéaticamente dicho valor es mayor o igual que 2 (dado que en el intervalo
(1,2) no hay ningtn valor posible).

Definicién 1.11. Definimos el cuerpo de nimeros p-ddicos y lo denotamos Q, al
conjunto obtenido al completar el conjunto de niimeros racionales QQ con respecto al
valor absoluto p-adico. Dicho conjunto tiene una suma y un producto que lo hacen
un cuerpo (ver Ejercicio 1.12).

Recordemos el proceso para completar un espacio métrico B con respecto a su
valor absoluto |.|: consideramos sucesiones de Cauchy en B (con respecto al valor
absoluto |.|), y definimos una relacion de equivalencia, donde identificamos dos
sucesiones {a,} y {bn} (y notamos {a,} ~ {b,}) si su diferencia {a,, — b, } tiende a
cero. Luego la completacién B se define como el cociente del conjunto de sucesiones
de Cauchy por la relacion ~.
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Ejercicio 1.12. Probar que si (B, +, ) es un cuerpo con un valor absoluto, existe
una forma natural de extender la suma y producto a la completacion B, que hacen
de (B, +,*) un cuerpo.

A la vez, existe una manera natural de extender el valor absoluto |.| a la
completaciéon B. En particular, Q, también posee un valor absoluto p-adico.

Ejercicio 1.13. = Probar que si (2,,) C Q es una sucesion de Cauchy entonces
la sucesion de valores absolutos |z,|, es de Cauchy. En particular, existe
lim,, |2, |p.

= Probar que si (z,), (y») C Q son dos sucesiones de Cauchy equivalentes,
lim,, |z, |, = lmy, |yn]p.

s Deducir que si z € Q,, podemos definir |z|, := lim, |z,|,, donde (x,) es
cualquier sucesion de Cauchy que converge a él.

= Probar que el valor absoluto definido en un elemento x € Q coincide con el
valor absoluto p-adico.

Ejercicio 1.14. Demostrar las siguientes propiedades del valor absoluto:

1. El conjunto de valores que alcanza el valor absoluto de Q, es el mismo que
el de Q, o sea |Q,, = Qf, = {0} U {p”}.

2. Probar que las bolas abiertas en @@, son cerradas, y las bolas cerradas son
abiertas; esto es: si xg € Q, y 7 > 0, la bola de centro z( y radio r es

B, (z0) ={y€Qp : |zo—ylp <7}

Probar que dado r > 0, existe un namero ' > 0 tal que B, (zo) = B,(x).

A la vez, dado v > 0, existe un r > 0 tal que B, (z9) = B,(zo). Esto en
particular implica que como espacio métrico, Q, es totalmente disconexo.

Definicion 1.15. El conjunto de los enteros p-ddicos se define como la bola cerrada
de radio 1 centrada en cero, esto es Z, := {r € Q, : |z|, < 1}.

FEjercicio 1.16. Probar que el conjunto Z,, es un anillo (sugerencia: usar la propiedad
de que el valor absoluto p-adico es una ultramétrica, ver Proposicion 1.9). A la vez,
probar que Z C Z,, y Z, es la clausura topolégica de Z en Q.

Existe una manera de entender los enteros p-adicos, mediante la expansién en
base p. Recordar que todo nimero natural N € N se puede expresar de forma tunica
como

(1.3) N=ay+ap+...+ap",
donde 0 < a; < p, para i = 0,1,...r (esta es la expresion en base p de N). A la

vez, si N1, N2 son dos nimeros naturales tales que v,(IN1 — N2) > t, entonces los
primeros t + 1 términos de la expresion en base p de N1 y N» coinciden.

Ejercicio 1.17. Probar que si {b,} es una sucesion de Cauchy para el valor absoluto
p-adico (donde cada by, es un nimero natural), existen unicos (an)n>0 con 0 < a, < p
tales que la sucesion {b,} converge a la serie

(14) Z anp™ € er
n>0

Esto sugiere que considerar clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy para
el valor absoluto p-adico de ntimeros naturales es equivalente a considerar series
como en (1.4). Es facil ver que dada una tal serie, define una sucesion de Cauchy de
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nameros enteros (por ejemplo tomando la sucesiéon cuyo término n-ésimo consiste en
la suma de los primeros n-términos). Luego resta entender que sucede al considerar
sucesiones de ntmeros racionales.

FEjercicio 1.18. Probar que si € QQp, entonces podemos representar el nimero x de
manera Unica como una serie de la forma
§ aipla
i>No
donde 0 < a; < py Ny € Z. A la vez, probar que Z, se puede caracterizar como

aquellas series que no poseen términos no nulos con indices negativos, o sea si i < 0
entonces a; = 0.

Observacion 1.19. Esta manera de describir los nimeros p-adicos es muy ttil para
entender propiedades de los mismos, pero poco eficiente para operar. No entraremos
en detalles de los problemas computacionales que aparecen naturalmente al trabajar
con los nimeros p-adicos (ver por ejemplo [6]).

1.3. Teoria de Galois en extensiones finitas. El propdsito del presente curso
(v sus notas) no es dar un exposicion exhaustiva sobre teorfa de Galois, pero
precisamos repasar algunas propiedades importantes de la misma (para mas detalles,
ver por ejemplo los libros [14], [23] o [1]).

Si K es un cuerpo, posee un neutro para el producto que denotamos por 1.

Tenemos un tnico morfismo natural de anillos ¢ : Z — K, determinado por 1 — 1.
El nicleo de ¥ es un ideal a de Z y obtenemos una inclusién

V:Z/a— K,

con lo cual Z/a debe ser un dominio integro, y por lo tanto a es un ideal primo.
Existen dos tipos de ideales primos en Z:
- a= {0},
= a = pZ, donde p es un ntmero primo.
Decimos que el cuerpo K tiene caracteristica cero si v es inyectiva, y decimos
que K tiene caracteristica p si el nicleo de 9 es el ideal pZ.

Ejemplos 1.20. 1. El cuerpo de nimeros racionales QQ tiene caracteristica 0.
Lo mismo sucede con el cuerpo R de ntimeros reales.
2. El cuerpo finito F, tiene caracteristica p.

En este curso solamente consideraremos cuerpos K que tengan caracteristica 0 o
que sean finitos, con lo cual de ahora en méas nos vamos a restringir a dichos cuerpos.

Definicion 1.21. Sean K C L cuerpos. Decimos que « € L es algebraico sobre K si
existe un polinomio moénico p(z) € K[z] tal que p(a)) = 0. Decimos que la extension
L/K es algebraica si todos los elementos de L son algebraicos sobre K.

Ejemplos 1.22. Consideremos la extension Q C R.

1. El elemento /2 € R es algebraico sobre Q, dado que es raiz del polinomio
r? — 2 € Q[x].

2. El namero 7 es trascendente, o sea 1o es raiz de ningtn polinomio p(x) € Q|z].
Luego R/Q no es una extension algebraica (buscar informacion en Wikipedia).

FEjercicio 1.23. Probar que si [L : K] < 0o, entonces la extension L/K es algebraica.
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Consideremos en Q[z] el polinomio p(z) = x? — 2. Claramente dicho polinomio
es irreducible (dado que si no lo fuera se podria escribir como producto de dos
polinomios de grado 1, y en particular tendria una raiz racional, que claramente no
tiene). Nos podemos preguntar cual es el menor cuerpo donde dicho polinomio se
vuelve reducible. La Proposiciéon 1.3 nos dice que el cociente L := Q[t]/(t* — 2) es
un cuerpo. Notar que el polinomio 2% — 2 tiene una raiz en dicho cuerpo, dado que
t2 =2, 0 sea

22 —2=(z—t)(z+1).
Ademas, [L : Q] = 2, con lo cual cualquier cuerpo que tenga una raiz de p(z)
“contiene” a L (en el sentido de que si K es un cuerpo donde p(x) posee una raiz,
entonces existe un morfismo inyectivo de cuerpos de L en K).

Proposicién 1.24. Si p(x) € K[z], eziste un unico cuerpo L (salvo isomorfismos)
que satisface las siguientes dos propiedades:

= el polinomio p(x) tiene todas sus raices en L,
w si M es un cuerpo tal que p(z) tiene todas sus raices en M, entonces existe
un morfismo de cuerpos de L en M.

Al cuerpo L se lo llama el cuerpo de descomposicion de p(x).

Demostracion. La demostracién es constructiva, y se hace mediante un proceso
inductivo agregando de a una raiz siguiendo el procedimiento del ejemplo anterior.
Ver por ejemplo el Teorema 48 de [14]. O

Definiciéon 1.25. Sea L/K una extension algebraica, y K de caracteristica 0 o
finito. La extension L/K se dice Galois si todo polinomio irreducible en K[z] que
posee una raiz en L tienen todas sus raices en L.

Si L/K es una extension algebraica, definimos el conjunto de automorfismos de
L sobre K como

Autg (L) = {¢ : L — L morfismo de cuerpos tal que ¢ (k) = kVk € K}.

O sea son los morfismos del cuerpo L en si mismo que al restringirlos a K dan la
identidad.

Hay una caracterizacion alternativa de extensiones Galois en términos del grupo
Autg (L): una extension L/K finita es Galois si y solo si [L : K| = # Autg(L).
Con esta caracterizaciéon, no es dificil ver que el cuerpo de descomposicion de un
polinomio p(z) € K[z] siempre es una extension Galois de K (ver por ejemplo la
demostracion del Teorema 56 en [14]).

Ejemplo 1.26. Toda extension L/K cuadratica (o sea [L : K] = 2) es claramente
Galois.

Existe otra construcciéon muy importante que es la de agregar no las raices de un
polinomio irreducible de K, sino agregar todas las raices de todos los polinomios
irreducibles de K.

Definiciéon 1.27. Una clausura algebraica de K es una extension algebraica L/K
que satisface la propiedad de que todo polinomio p(z) € K|z] posee todas sus raices
en L, o sea p(x) se factoriza como producto de polinomios de grado 1 en L|x].

Teorema 1.28. Todo cuerpo K posee una clausura algebraica que denotamos por
K. Dicha clausura algebraica es unica salvo isomorfismos.
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Asi por ejemplo, la clausura algebraica de C es C, mientras que la clausura
algebraica de R es C. La clausura algebraica de QQ la podemos pensar como los
ntimeros algebraicos de C, o sea Q = {a € C : « es algebraico sobre Q}. Notar
que Q es mucho mas chico que C. Es facil ver que Q es numerable, mientras que C
claramente no lo es.

Si la extension L/K es Galois, denotamos por Gal(L/K) al grupo Autg(L). El
principal resultado de la teoria de Galois es el siguiente.

Teorema 1.29 (Galois). Si L/K es una extension Galois y finita, entonces:

1. #Gal(L/K) =L : K].
2. Faxiste una biyeccion entre los siguientes conjuntos:
n {Subextensiones N con K C N C L},
= El conjunto de subgrupos de Gal(L/K), o sea {H : H < Gal(L/K)}.
La biyeccion esta dada por:

(1.5) N — Auty(L) C Gal(L/K)
(1.6) {a€Ll :o(a)=a,YoeH} « H

Al conjunto {a € L : o(a) =a, Yo € H} se lo denota L.

3. Si K C N C L, entonces la extension N/K es Galois si y sdlo si el grupo
Gal(L/N) es un subgrupo normal de Gal(L/K). En tal caso, Gal(N/K) ~
Gal(L/K)/ Gal(L/N).

Ejemplos 1.30. 1. Consideremos el cuerpo K := Q(v/2), que corresponde
al cuerpo de descomposicion del polinomio irreducible 22 — 2 en Q[z]. La
extension K/Q es Galois (por ser de grado 2, o por ser K un cuerpo de
descomposicién), y el grupo Gal(Q(v/2)/Q) tiene orden 2. El elemento no
trivial corresponde a la involucion o(a + bv/2) = a — by/2, donde a,b € Q.

2. Consideremos K el cuerpo de descomposiciéon del polinomio 22 — 2. En
términos de radicales, K = Q(\g/i, v/=3) (recordar que las raices ciibicas de
la unidad son &5 = _1%‘/_73 y su conjugado). En particular [K : Q] = 6 (;por
qué?). El grupo Gal(K/Q) tiene orden 6, y esta generado por los morfismos:

- (D) = V2, (V-3) = V3,

» 0(V2) =&V2, 0(V-3) = V=3
El morfismo 7 tiene orden 2 mientras que o tiene orden 3. Es facil verificar
que o7 # 70, con lo cual Gal(K/Q) ~ Ss.

Por 1dltimo, queremos mencionar la estructura que tienen los grupos de Galois
de cuerpos finitos. Si K es un cuerpo de caracteristica p, entonces F,, C K. En
particular, existe un morfismo llamado de Frobenius, y denotado o, dado por

op(x) = aP.

Ejercicio 1.31. Probar que si K tiene caracteristica p (en particular cualquier
miltiplo de p es cero en K), entonces el morfismo de Frobenius es un morfismo de
cuerpos, o sea (a + b)P = aP + bP y (ab)? = aPbP.

Teorema 1.32. Si K es un cuerpo finito de p? elementos, entonces Gal(K/F,) es
ciclico de orden d. Mds aun, Gal(K/F,) = (Frob,).
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2. REPRESENTACIONES DE ARTIN

Sea K/Q una extension finita de Galois. Vamos a estudiar las representaciones
p: Gal(K/Q) — GL(V)

donde V es un espacio vectorial de dimension finita sobre C. Veremos como Artin le
asocia a p una serie de Dirichlet L(p, s) que extiende simultaneamente la definicion
de la funcion zeta de Riemann ((s) y de las series de Dirichlet L(x,s) donde x
es un caracter de Dirichlet. Estas L-series de Artin L(p, s) codifican mucha de la
aritmética del cuerpo de ntmeros K.

2.1. Representaciones lineales de grupos finitos. Empezamos considerando
solo un grupo finito G (que luego sera Gal(K/Q)) dejando de lado la extension
K/Q. Una representacién de G es un homomorfismo

p:G— GL(V)

donde V' es un espacio vectorial de dimensién finita sobre C. En otras palabras,
G actia en V por medio de transformaciéon lineales. También hablaremos de la
representacion V', usando la notacion g - v (o simplemente gv) parage Gy v eV
en vez de p(g)(v), cuando la representacion p en cuestion es clara del contexto.

Sea n := dim V. Si elegimos una base de V tenemos que GL(V) es isomorfo
al grupo lineal GL,,(C) de matrices n x n complejas inversibles. Nos interesan las
representaciones s6lo médulo isomorfismo. Por definicion, la clase de isomorfia de p
es la clase modulo conjugacion del homomorfismo resultante

p: G — GL,(C),

que abusando la notacién seguimos llamando p si no lleva a confusiéon, independien-
temente de la base elegida. Pasaremos de una version de p a otra segiin convenga.

En lo que sigue damos un resumen breve de las propiedades principales de las
representaciones de grupos finitos que necesitamos. Las demostraciones se pueden
encontrar en cualquier libro introductorio (como [4]).

Definicion 2.1. i) Una subrepresentacion de V es un subespacio U C V que es
estable por multiplicaciéon por G via p. Es decir, para todo u € U y para todo g € G
vale que

p(g)u € U.
ii) La representacion p es irreducible si y s6lo si sus tnicas subrepresentaciones
son {0} y V.

Teorema 2.2. Toda representacion de G es suma directa de representaciones
irreducibles.

Demostracion. La idea de la demostraciéon es probar que si U C V' es una subrepre-
sentacion entonces existe otra subrepresentacion U’ tal que

V=UaU'.

Sabemos que existe siempre un tal subespacio vectorial U’ (un complemento de U).
Lo que necesitamos probar es que se puede elegir U’ tal que también sea estable
por multiplicacion por G via p.

Una forma tutil de mostrar esto es probando que existe un producto Hermitiano
(,+) no degenerado en V para el cual p(g) es una isometria. En efecto, dado
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este producto basta tomar U’ = U'. Para conseguir un tal producto Hermitiano
empezamos con un producto Hermitiano positivo cualquiera (-, ) y definimos

(u,0) == 3 (gu, g0)o
geG
como el promedio de (-,-)g sobre G. No es dificil verificar que el nuevo producto

Hermitiano es no degenerado. O

Vale la pena notar que este resultado fundamental es falso en situaciones mas
generales. Por ejemplo,
1) si el grupo G es infinito:

p Z — GLy(C)
1 — L1
0 1
tiene como tnica subrepresentaciéon de dimensién 1 el subespacio generado por el

vector ( (1) ;

2) si la caracteristica del cuerpo divide al orden del grupo:
p Z/pZ — GLa(F,)

1 1
1 -
0 1
también tiene como tnica subrepresentaciéon de dimension 1 el subespacio generado
1
0
Una observacién importante sobre nuestras representaciones p es la siguiente.

por el vector

Proposicion 2.3. Sea g € G y A := p(g) € GL,(C). Entonces
1) A es diagonalizable;
2) los autovalores de A son raices de la unidad de orden dividiendo |G|.

Definiciéon 2.4. Dada una representacion p definimos su cardcter x : G — C como
la funciéon

x(g) :== Tr(p(g)).

Es claro que x s6lo depende de la clase de isomorfia de p. De hecho, tenemos el
siguiente resultado fundamental.

Teorema 2.5. FEl cardcter x determina univocamente la clase de isomorfia de p;
mas precisamente, dos representaciones p, p' son isomorfas si y sélo si sus respectivos
caracteres x,x' son iguales.

Veamos algunas de las propiedades basicas del caracter de una representacion.

Proposicion 2.6. Seq

p:G— GL(V)
una representacion, x su cardcter y n := dimV su dimension. Para todo g € G
tenemos

1. x es constante en clases de conjugacion de G;
2. x(g) es un entero algebraico (esto es x(g) es raiz de un polinomio mdnico
con coeficientes enteros);

3. Ix(9)] < n;
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4. la igualdad vale en 3. si y solo si p(g) es la identidad;
5. x(1) =n.

2.2. Representaciones de permutacion de grupos finitos. Una forma natu-
ral en que la que ocurre un grupo es por medio de permutaciones de un conjunto
finito; por ejemplo, caso central a estas notas, el grupo de Galois de un polinomio
actiia como permutacion de sus raices.

Sea G un grupo finito y X un conjunto finito donde G actia por medio de
permutaciones; i.e., tenemos G < S(X). Llamamos esto una representacidn de
permutacion de Gy le asociamos una representacion lineal p como sigue. Sea
V = {9 : X — C} el espacio vectorial de funciones en X a valores complejos.

Definimos para x € X

p(g)e(x) := (g~ x).

Es facil verificar que obtenemos efectivamente una representacion de G

p:G— GL(V)
de dimension dim(V) = #X. (Aqui es crucial que la definicién usa g+ en el
argumento de ¢ para que se satisfaga que p(g192) = p(g1)p(g92) ¥ no p(g192) =

p(g2)p(g1).) Resulta también sencillo verificar que el caracter x asociado a p esta
dado por el niimero de puntos fijos de ¢:

x(9) = #{r € X | gz = x}.

En particular, el cardcter toma valores enteros no negativos.

Notemos que el subespacio de V' de las funciones constantes es una subrepresen-
tacion de p de dimension uno. Por lo tanto, una representacion lineal que proviene
de una de permutaciéon no es nunca irreducible si su dimensién es mayor que uno.

1

Ejemplo 2.7. Tomemos como ejemplo G = S,, actuando en {1,...,n} en forma
natural. Obtenemos una representacion lineal de dimension n. Concretamente,
o € S, actia en C" por medio de la correspondiente matriz de permutacion

A = (a; ;) donde
1 71 . — .
%:{ SESOESY

0. o0 £
va que en la base canénica ey, ..., e, de Vp := C" (pensando el vector e; como la
funcion definida por e;(j) = d; ; para j = 1,...,n) tenemos
ge; = BJ(Z-).

Las matrices de permutaciéon son aquellas que tienen un solo elemento no nulo igual
a 1 en cada fila y columna.
Explicitamente, tomemos por ejemplo n = 5y ¢ = (235) € Ss. Entonces si
v = (a,b, ¢, d, e) tenemos
ov = aey + bes + ces + deg + ees = (a,e,b,d, ¢)
y la matriz de permutacién correspondiente es

1 00

o O o o
o o = O
_ oo o o
o= O OO
oo o~ Oo
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Para n > 1 la representaciéon se descompone en la suma directa no trivial de
representaciones

Wow=UoV
donde U := ((1,1,...,1)) v
Vi={(z1,...,2n) |21+ -+ 2, =0}
Llamamos a V la representacion estindar de S,,.
Teorema 2.8. La representacion estandar de S, es irreducible.

Ejemplo 2.9. Si H < G es un subgrupo, G actta en las coclases G/H a izquierda
por multiplicacion: g - H := (gx)H. Obtenemos entonces una representacion de
permutaciéon y por lo tanto una representacion lineal correspondiente de dimension
[G : H]. Si tomamos H = {1} el subgrupo trivial la representacion correspondiente
se conoce como la representacion regular preg de G. Su dimension es |G| y su caracter
asociado es la funciéon

G|, g=1
0, g#1’

En la representacion de permutaciéon asociada a un subgrupo H < G, el grupo
G actua transitivamente (podemos pasar de una coclase zH a la coclase H multi-
plicando a izquierda por x~!). Reciprocamente, toda acciéon transitiva de G' en un
conjunto finito X da lugar a una representacion de permutacion isomorfa a G/H
donde H es el estabilizador de un punto cualquiera de X.

Por otro lado, toda accién de G en un conjunto finito X determina una particién
de X en orbitas. En cada orbita G actiia transitivamente. Concluimos que las
representaciones lineales de G que provienen de una representacion de permutacion
son suma directa de aquellas asociadas a subgrupos.

Digamos que dos representaciones de permutaciéon de un grupo G son equivalentes
si existe una biyeccion equivariante entre los respectivos conjuntos donde G actia. En
ese caso las representaciones lineales correspondientes son isomorfas. Veremos més
adelante §4.3 que la reciproca no es cierta. Existen representaciones de permutacion
no equivalentes que dan lugar a representaciones lineales isomorfas. Este fenémeno
esta relacionado con el problema de can you hear the shape of a drum? de variedades
Riemannianas. En nuestro contexto da lugar a cuerpos de ntimeros no isomorfos
con la misma funcién zeta.

En general clasificar representaciones de permutacion modulo equivalencia es
bien dificil mientras que clasificar representaciones lineales moédulo isomorfismo es
mucho mas accesible, como veremos en la secciéon siguiente.

Xreg (g) =

2.3. Tabla de caracteres. En el espacio vectorial de funciones ¢ : G — C
definimos el producto Hermitiano

(6,9) : |G|Z<z>

geG

Sea C el subespacio vectorial de todas las funciones G — C que son constantes
en clases de conjugacion, con el mismo producto Hermitiano. Una tal funcion se
llama una funcion de clase. Como vimos (Proposicion(2.6) i) el caracter x de una
representacion de G es un elemento de C.
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Teorema 2.10. FEl conjunto de caracteres de representaciones irreducibles de G es
una base ortonormal de C.

Corolario 2.11. 1. El numero de representaciones irreducibles de G mno iso-
morfas entre si es igual al nuimero de clases de conjugacion de G.
2. Sea Uy,...,U, una lista de todas las representaciones irreducibles de G no

isomorfas entre si. Denotemos por x; el cardcter de U;. Sea V' una represen-
tacion arbitraria de G de cardcter x. Entonces, V' admite una descomposicion
en suma directa

VeU™o---aoUm,
con enteros no negativos ma, ..., m, sty solo si

X =miX1+ - MpXer-

El entero m; se llama la multiplicidad de U; en V; notemos que

Deducimos que toda la informacién necesaria para descomponer representaciones
de un grupo finito G en suma de irreducibles esté contenida en la tabla de caracteres
de G. Esta consiste en una matriz r x r con los valores xi(cj), donde c1, ..., ¢, son
representantes de las clases de conjugacion de G. Conviene también listar el niimero
de elementos de cada clase de conjugacion para facilitar el calculo del producto
interno.

Veamos un ejemplo. Tomemos G = S4. Su tabla de caracteres es la siguiente.

1 (12) (123) (1234) (12)(34)

1 6 8 6 3
Ult 1 1 1 1
Uil -1 1 -1 1
Vi3 1 0 -1 ~1
Vi3 -1 0 1 -1
w2 o0 ~1 0 2

La tabla se puede calcular usando alguno de los varios programas existentes (por
ejemplo MAGMA o GAP). También se puede calcular a mano sin gran dificultad.
Aqui elegimos tomar la tabla como dada y entender las representaciones irreducibles
de S, a partir de ella.

La primer fila da los representantes ci,...,cs de las clases de conjugacion. En
general para S, las clases de conjugacion estan naturalmente indexadas por la
descomposicion en ciclos. La segunda fila tiene el nimero de elementos de la clase
correspondiente (1 elemento trivial, 6 transposiciones, 8 triciclos, etc.).

Cada fila de la tabla corresponde al caracter de una representacion irreducible de
Sy. En general es bastante mas facil dar el caracter de una representacion irreducible
que describir explicitamente la representaciéon misma. Quizas parezca paradojico
pero no es inusual obtener el caracter de una representacion primero y solo luego
construir trabajosamente la representacion.

Las dos primeras representaciones U, U’ son la representacion trivial (donde
p(g) = 1 para todo g € G) y la representacion signo respectivamente (donde
p(0) = €(o) es el signo de la permutacion o). La representacion V' es la representacion
estandar de Sy ya mencionada y V/ = V ® U’ es su producto tensorial con la
representacion signo (esto es py+ (o) = €(0)py (0)).
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Nos queda entender la tultima representacion W. Notemos que su caracter xw esta
completamente determinado por el resto de la tabla. En efecto, y es ortogonal a
todas las otras filas (una condicién que determina un espacio vectorial de dimension
1 en C), tiene norma (xw,xw) =1y xw(l) = dim W.

El grupo Sy tiene un subgrupo normal A <S4 de orden 4, el famoso Vierergruppe
de Klein. Consiste de la identidad y todos los productos de dos transposiciones
disjuntas

A= {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
El cociente S4/A es isomorfo a S3. Componiendo el homomorfismo correspondiente
Sy — S3 con la representaciéon estandar de S3 obtenemos una representacion
p de dimensiéon 2 de S;. Como la representacion estandar de Ss es irreducible
(Teorema 2.8) p también lo es.

Maés directamente, hay una accién natural dada por conjugacion de Sy en el
conjunto {(12)(34), (13)(24), (14)(23)} y un célculo simple muestra que la corres-
pondiente representacion es isomorfa a U @ W.

3. ARITMETICA EN EXTENSIONES

3.1. Factorizacién en primos. Sea K/Q una extension finita de grado n y Ok
su anillo de enteros, esto es el conjunto formado por todos los enteros algebraicos en
K (que se puede ver es un anillo). Un namero primo p genera un ideal primo de Z
que se factoriza en Oy de la siguiente forma,

(3.1) pOx =Pyt Per,
donde P; son primos distintos de Ok y e; son enteros positivos. La factorizacion es
dnica salvo reordenamiento. Definimos los enteros positivos f1,..., f, como

Ok /P =pfi, i=1,...,r

Se tiene entonces que

etfi+- e fr=n.
De hecho, salvo para un ntmero finito de excepciones, los exponentes e; son siempre
igual a uno. Tales primos p para los que algin e; > 1 se llaman ramificados en K/Q.

Teorema 3.1. (Dedekind) Sea h € Z[x] un polinomio mdnico irreducible tal que
K ~ Q[z]/(h). Sea A el discriminante de h y pt A un primo. Entonces p es no
ramificado en K/Q vy, si

h=hi---h, méd p,
es la factorizacion de h en Z/pZ[z] en producto de irreducibles distintos, se tiene
que ordenando los factores apropiadamente el grado de h; es f;.

En general, A es divisible por méas primos que los ramificados en K y para
estos primos el teorema deja sin poder calcular los f;. Para buena parte de nuestra
discusién esto no serd un gran inconveniente.

3.2. Automorfismo de Frobenius. Sea L/Q una extension finita de Galois de
grado n, O, su anillo de enteros y G := Gal(L/Q). Tomemos un primo p y P un
primo de L en la factorizaciéon de p en Op. El grupo de descomposicion Dp de P
es el subgrupo de G de elementos que fijan P. Tenemos un morfismo de reducciéon
natural

(32) (Z) :Dp — Gal(/ﬁ;/k),



REPRESENTACIONES DE GALOIS 119

donde kp := O /P y k := Z/pZ. Este morfismo ¢ es siempre sobreyectivo, su niicleo
Ip se conoce como el grupo de inercia de P. Si el primo p es no ramificado en L/Q
el grupo de inercia es trivial y ¢ es un isomorfismo.

El grupo de Galois Gal(kp /k) es ciclico generado por el automorfismo o), : & +— 2P
(ver Teorema 1.32). En el caso de que p sea no ramificado existe entonces un tnico
automorfismo Frobp € Dp, el automorfismo de Frobenius asociado a P, tal que
¢(Frobp) = 0.

Si p es no ramificado y tomamos otro primo P’ en la factorizacion de p obtenemos
un automorfismo Frobp: conjugado a Frobp. Esto resulta del hecho que el grupo de
Galois G actia transitivamente en los primos de L que dividen a p. En definitiva
tenemos que dado un primo p no ramificado en L/Q existe una tunica clase de
conjugaciéon de G asociada a Frob,: la clase de conjugaciéon de Frobp para cualquier
primo P de L que divide a p.

Tomemos ahora una extension finita arbitraria K/Q y sea L/Q su clausura
Galoisiana (esto es la menor extension de Galois que contiene a K). Un primo p
no ramificado en K sera también no ramificado en L. La factorizacion de p en Ok
determina una particion de n := [K : Q: 7, := [f1, fo, ..., fr] donde f1 > fo > --- f,.
Basta reordenar los ntumeros f; de mayor a menor. Llamaremos a 7, el tipo de
factorizaciéon de p en K.

Sea h € Q[z] un polinomio irreducible tal que K = Q[z]/(h(x)) y L su clausura
de Galois. El grupo de Galois G = Gal(L/Q) actia en las raices de i lo que nos da
un homomorfismo ¢ : G — S,.

Teorema 3.2. Con la notacion anterior, tenemos que la particion de n dada por la
descomposicidn en ciclos de ((Frob,) es 7.

Combinando este resultado con el Teorema 3.1 obtenemos una forma préctica
de conocer la descomposicion en ciclos de los automorfismos de Frobenius como
permutacion de las raices de h. Observemos que esto no es lo mismo que la clase de
conjugacion en G. En efecto al pasar de G a S, via ¢ dos elementos de G pueden
ser conjugados en S, sin ser conjugados en G. De todas formas este resultado es
sumamente util.

3.3. Un ejemplo: el Teorema de Chebotarev. Tomemos h =z* +z+ 1y
K :=Q(0) con # € C una raiz cualquiera de h. El discriminante de h es el primo
229, con lo cual disc(K) = 229. La lista de 7, para los primos p < 50 esta dada en 1.

Vemos que aparecieron todos las posibles particiones de 4 excepto por [1,1,1,1].
De hecho tenemos el siguiente resultado de Chebotarev. (En lo que sigue ignoramos
tacitamente los primos ramificados o en general que dividan al discriminante del
polinomio en cuestion).

Teorema 3.3. Sea C una clase de conjugacion de G. Entonces
< x| Frob, =C C
(3.3) lim ZAp S| Froby =} #C
=00 #{p <} G|

Corolario 3.4. Sea T una particion de n correspondiente a la descomposicion de
ciclos de 1(o) para un o € G. Entonces existen infinitos primos p tales que T = T,.

En nuestro ejemplo se puede verificar que G = Sy (de hecho, dada la lista de
Tp que obtuvimos necesariamente G = S4). Entonces de acuerdo al corolario toda
particion de 4 es de la forma 7, para infinitos primos p. Es tipico que la clase
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b1
2 | [
3|3, 1
5 113, 1]
7 |14
11| [3, 1]
13 | 4]
17 | 3, 1]
19 | [3, 1]
23| [2, 1, 1
29 | [2, 1, 1
31| [4]
37|12, 2]
41 | [4]
4313, 1]
47 2,1, 1
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FIGURA 1. Particién del polinomio z* + = + 1 para los primeros 50 primos

[1,1,...,1] que corresponde a ¢ = 1 (o alternativamente a primos p donde h se
factoriza en n factores lineales modulo p) requiera primos p mas bien grandes
(ver [15]). En nuestro caso el primer primo tal que 7, = [1,1,1,1] es p = 193 aunque
la proporcién de tales primos con p < x para x muy grande es aproximadamente
1/24.

Para una particion 7 de n sea
— #p<z|m=r1}
#{p <z}
En la Figura 2 damos una lista de d(x) := 244([1, 1,1, 1], z) para varios valores de
x. El Teorema 3.3 de Chebotarev garantiza que lim,_, o d(x) = 1.

o(r, @)

k | d(500k) k | d(10%k) k | d(10%k)

1 1 0.252631579 1 ] 0.937347437 1 | 0.989069785
2 | 0.428571429 2 1 0.933687003 2 | 0.994594885
3 1 0.702928870 3 10.902311248 3 | 0.995682975
4 1 0.633663366 4 | 0.896502498 4 1 0.995867856
5 | 0.719346049 5 10.921098773 5 | 0.997770528
6 | 0.837209302 6 | 0.911342249 6 | 0.994533110
7 10.785276074 7 | 0.934390771 7 | 0.998170558
8 | 0.872727273 8 1 0.958530050 8 10.996455944
9 | 0.944262295 9 | 0.980603696 9 | 0.996705334
10 | 0.932735426 10 | 0.988323603 10 | 0.996071197

FIGURA 2. Valores de 246([1,1,1,1], )

Como vemos la convergencia en (3.3) no es particularmente rapida; es importante

tener buenas cotas para el error

#{p < x| Frob, = C}

#{p <}

#C

G|
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y esto esta ligado a la hipotesis de Riemann generalizada. Ver [22] para una historia
del Teorema de Chebotarev y [7] para una demostracion con una cota para el error.

Desde otro punto de vista, el tipo de factorizaciéon 7, codifica el nimero de raices
que tiene el polinomio en los cuerpos [, con ¢ una potencia de p (éste es el punto
de vista adoptado en [13]). Mas precisamente, sea

N(q) :== #{0 € Fq| f(6) = 0}.
Entonces, es claro que

N@p) =) ma
d|r

donde my es el numero de partes de 7, iguales a d. Ver [20] para una discusién
P

general sobre como varia el nimero de puntos de una variedad algebraica sobre un

cuerpo finito.

4. SERIES L DE ARTIN

Ahora combinamos las representaciones de grupos finitos de la seccion 2.1 con la
aritmética de la seccion 3 para definir las series L de Artin. Estas series generalizan
simultaneamente la funcion ¢ de un cuerpo de numeros y las series L(, s) asociadas
a un caracter de Dirichlet. Supongamos que L/Q es una extension finita de Galois
con G := Gal(L/Q) y que

p: G—GL(V)
es una representacion compleja de G. Siguiendo a Artin vamos a definir una serie
de Dirichlet, es decir una serie de la forma

(4.1) L(p,s) = Z apn”®, R(s) >0,
n>1

asociada a la representacion p.
Esta serie se define a partir de un producto de Euler de la forma de

(4.2) L(p,s) = [[ Lo(pp™) ",

donde p recorre todos los ntimeros primos y L,(p,T) son polinomios de grado
acotado. Llamamos a L,(p,T') el factor de Euler en p.

4.1. Factores de Euler. Si p es un primo no ramificado de L/Q definimos el
factor de Euler asociado de la siguiente manera

L,(p,T) :=det (1 — p(Frob,)T).

Hay un poco de abuso de notacién aqui ya que Frob, no es un elemento de G sino
una clase de conjugaciéon. Pero basta tomar cualquier representante de esta clase
para calcular el determinante. El resultado no dependera de esta elecciéon. Lo mismo
sucede en lo que sigue al tomar la traza Tr(p(Frob,)), por ejemplo. No insistiremos
con el tema.
Tenemos que
Ly(p,T)=1—apT+---
y por lo tanto
Ly(p,T) ' =1+4a, T+

Vemos entonces que la traza de p(Frob,) es el coeficiente de p~* en (4.1), es decir

a, = Tr(p(Froby,)).
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Si el primo p es ramificado y P es un divisor primo de p en L, la preimagen de
x — 2P via ¢ en (3.2) es tnico sélo modulo el grupo de inercia I'p. Es decir, tenemos
un elemento Frobp € Dp/Ip bien definido. Este elemento da lugar a su vez a un
elemento p(Frobp) € GL(VI?) bien definido. Aqui V#» C V es el subespacio de
los elementos de V' que quedan fijos por los elementos de Ip. Podemos definir el
factor de Euler asociado a p entonces como L,(p,T) := det (1 — p(Frobp)T|y1p ).
El resultado no depende de la eleccién del divisor primo P ya que eligiendo otro
divisor da lugar a un elemento conjugado.

La serie de Artin (4.2) formada con estos factores de Euler converge absolutamente
para R(s) > 1 (usando la Proposicion 2.3 (3)). Notemos que el grado de los factores
de Euler L,(p,T') es a lo sumo dim V' y es igual a dim V' salvo un ntimero finito de
casos (que seran algunos de los primos ramificados). Es una conjetura de Artin que
para p no-trivial la serie L(p, s) se extiende a una funcion entera de la variable s y
satisface una ecuacion funcional relacionando L(p,s) con L(p,1 — s).

4.2. Ejemplo I: polinomios de grado cuatro. Sea h € Z[z] un polinomio
irreducible de grado n =4 y 6 € C una raiz de h. Definimos K := Q(8) y L Cc C
su clausura Galois. Supongamos que G := Gal(L/Q) es isomorfo al grupo Sy de
permutaciones de cuatro elementos, digamos X := {1, 2, 3,4}. Vamos a describir las
series L de Artin de L/Q asociadas a las representaciones irreducibles de Sy (que
ya describimos en §2.3).

Como vimos en §2.2 la accion natural de Sy en X da lugar a una representacion
lineal V{) isomorfa a U@V, donde U es la representacion trivial y V' la representacion
estandar. Numerando las raices de h en C apropiadamente la accion de G es
justamente esta accion natural de Sy en X.

Una forma mas conceptual y completa del Teorema 3.2 es la siguiente

(4.3) L(Vo,s) = Cre(s) = [ [(1 = NP7*) 71,

P
donde el producto recorre todos los primos P del anillo de enteros Ok de K. Notar
que NP = |Or,/P| = p’. La funcién (k(s) es la funcion zeta del cuerpo K; coincide
con la funcion zeta de Riemann ((s) cuando K = Q.

En efecto, para un primo p que no divide al discriminante de h, la factorizacién
de h modulo p determina la factorizacion de p en K. Esta factorizacion a su vez
nos da el factor de Euler en (x(s) donde NP que no es otro que L,(Vy,T). Vemos
que (4.3) extiende apropiadamente el Teorema 3.2 a todos los primos.

La descomposicion de p en representaciones irreducibles corresponde a la factori-
zacion

Ciels) = LU, $)L(V; 8),
de las respectivas funciones L de Artin. Como L(U, s) = (g(s) = ¢((s) deducimos

que
L(V,s) = Ck (s)/C(s).
Resumimos el argumento que usamos para el caso general

Proposiciéon 4.1. Sea h € Q[z] un polinomio irreducible de grado n y 6 € C una
raiz de h. Sea L/Q la clausura de Galois de Q(6)/Q con grupo de Galois G. Sea p
la representacion de G proveniente de la accion en las raices de h. Entonces

(4.4) L(p, s) = Ck(s).
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Para simplificar la discusién, fijemos ahora h := 2* + 2 + 1 de discriminante 229
como en §3.3. ;Qué podemos decir de la serie L de Artin asociada a la representacion
de signo U'?

Sifbh,...,04 son las raices de h en C, su discriminante es disc(h) = [[,_;(0; — 6;)2.
Consideremos
A= H(GZ — 93)
i<j
Claramente A? = disc(h) = 229 con lo que F := Q (\/@) es un subcuerpo de
L=Q(6,,...,04). Por otro lado una permutacion ¢ € Sy actia en A como
A% =¢(0)A.

Aplicando la Proposicién 4.1 al polinomio 22 — 229 vemos que
Cr(s) =C(s)L(U", 5)
y deducimos que
L(U',s) = L(x, s)
donde x(p) := (2]279) es el simbolo de Kronecker médulo 229. Es decir, la serie L de

Artin de U’ es la serie clasica de Dirichlet asociada a .
Notemos que para un primo p # 229 se tiene que

e(Frob,) = x(p)

0, lo que es lo mismo, Frob,, consiste de permutaciones pares si y solo si (gracias a
la reciprocidad cuadratica) p es un cuadrado modulo 229.

Esto se puede ver en la siguiente tabla donde agregamos una columna con los
valores de x(p) a la tabla 1.

P |7 x(»)
2 | [4] 1
3118, 1] 1
513, 1] 1
7| 4] 1
11| [3, 1] 1
13 | [4] 1
17| [3, 1] 1
19| [3, 1] 1
23| [2,1,1]| -1
29| [2,1,1]| -1
31| [4] 1
37| [2, 2] 1
41 | [4] 1
43 | [3, 1] 1
471 2,1,1] | -1

La serie L de Artin de V' se deduce de lo que ya vimos usando que V' =V @ U'.

Si
L(V,s) = Z apn”?®
n>1
entonces
L(V' s) = Z x(n)apn=*°

n>1
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Nos queda describir L(W, s). En paralelo a la descripcion de W que dimos en
§ 2.3 definimos

m = (61 + 02) (03 + 04), n2 = (01 + 63)(02 + 64), N3 = (01 + 04) (02 + 63)

y

9(x) := (x —m)(@ —n2)(z —n3).
El grupo de Galois G preserva el conjunto {n;,n2,n3} y la accién correspondiente
da lugar al homomorfismo sobreyectivo Sy — Ss. En particular, g tiene coeficientes
racionales; es la resolvente cibica de h. Encontramos que

g(x) =23 — 4z +1

que es irreducible de discriminante 229. En general, si h = 2% +azz3 +asx?+a1x+ag
la resolvente es

g(x) = 2% — 2a02” + (a% + ajaz — 4ag)x + a% —ajasas + aoag.
Sea F = Q(n1) C L. Aplicando la Proposicion 4.1 al polinomio g vemos que
L(W,s) = (r(s)/C(s).

Denotemos con o, €l tipo de factorizaciéon de g médulo p. Obtenemos los siguientes
valores (tabulados junto a los datos anteriores para comparar)

P |9 Tp x(p)
2 | 2,1 [4] -1
3|3 [3, 1] 1
5 | [3] [3, 1] 1
71 [2,1] [4] -1
11 | [3] [3, 1] 1
13 | [2,1] [4] -1
17| [3] 3, 1] 1
19 | [3] [3, 1] 1
23| [21] |[21,1| -1
29 | [2,1] [2, 1, 1] -1
31 [2,1] [4] -1
371 [1,1,1] | [2, 2] 1
41 | [2,1] [4] -1
43 | [3] 3, 1] 1
47 | [2,1] 2, 1, 1] -1

Vemos de la tabla que tienen el mismo signo dado por x.

4.3. Ejemplo II: polinomio de Trinks. Terminamos con el ejemplo siguiente:
h:= 2" — 7x + 3. En los afos 60 Trinks [24] descubrid, justamente calculando sus
tipos de factorizacién 7, para suficientes primos p, que h tiene grupo de Galois
G ~ PSLy(F7). Este es el famoso grupo simple de orden 168 asociado a Klein.
Notemos que a priori un polinomio al azar de grado 7 tiene grupo de Galois S7 de
orden 7! = 5040. Es decir que h esta lejos de ser un polinomio genérico.

En efecto, calculando para los primos p < 10'° vemos que sélo aparecen los
siguientes tipos de factorizacion (rutinas en PARI-GP para estos célculos se pueden
encontrar en [13]):

7, [4,2,1], [3,3,1], [2,2,1,1,1].
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(Como ya vimos en §3.3 la clase de la identidad [1,1,1,1,1,1,1], aunque es igual
a 7, con densidad positiva 1/|G|, tipicamente requiere que p sea muy grande en
relacion a los otros tipos.)

Podemos también calcular la densidad aproximada

_#{p<zlnp =1}
#{p < =}

para cada tipo 7. Con x = 10'° la mejor aproximacion racional de &, () nos da lo
siguiente

0, () :

T | 0-(101°)
[7] 2/7
4,2,1] 1/4
[3,3,1] 1/3

[2,2,1,1,1] 1/8
Si sumamos todas estas densidades incluyendo 1/168 correspondiendo al tipo que
falta 7 =[1,1,1,1,1,1, 1] obtenemos: 2/7+1/4+1/3+1/8+41/168 = 1. Todo esto
es consistente con que G ~ PSLy(F7).

De hecho, PSLy(TF7) tiene seis clases de conjugacion pero tenemos solo cinco tipos
de factorizacion. Esto es el fenomeno que mencionamos anteriormente en §3.2. Dos
de estas clases de conjugacion (7TA y 7B en notacion estandar, de orden 7) son
indistinguibles vistas en S7 via la acciéon del grupo de Galois G en las raices de
h. Es decir, no hay forma de saber a cual de estas dos clases pertenece Frob,, sélo
sabiendo que 7, = [7].

Tenemos también el otro fenémeno que mencionamos en §2.2. El grupo G =
PSLy(F7) tiene dos representaciones de permutacion no equivalentes pero isomorfas
como representaciones lineales. Esto se puede ver méas claro usando que G ~
PGL3(F3). Sea U < G el estabilizador de un punto del plano proyectivo de Fano
P2(F2) y U’ el estabilizador de una recta. Entonces las representaciones en las
coclases de U y U’ tienen esta propiedad. Concretamente podemos tomar los
subgrupos

x k% * 0 0
U:=10 % x|, U:=|[x x x
0 = = * k%

Estos subgrupos no son conjugados; por lo tanto los cuerpos K, K’ C L correspon-
dientes por teoria de Galois no son isomorfos. Existe sin embargo una biyeccion
¢ : U — U’, dada por transposicion u — u', con la propiedad que u y ¢(u) son
conjugadas. (Para ser claro: dada u existe g € G tal que gug~! = u' pero no es
cierto que existe tal g para toda u simultdneamente.)

Concluimos que para cada clase de conjugaciéon C de G se tiene que

(4.5) #(CNU)=#(CNU".

Esto muestra que las representaciones lineales correspondientes son isomorfas. En
particular, se tiene la igualdad

Cr(s) = Crr ()
No es dificil dar una ecuacién para el cuerpo K’, por ejemplo,

B (z) =27 4 142t — 4222 — 21z + 9.
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5. EXTENSIONES DE CUERPOS NO FINITAS

5.1. Correspondencia de Galois. Queremos extender la relacién entre exten-
siones y grupos de manera que permita considerar extensiones que no sean finitas.
Al hacer esto, aparece un nuevo ingrediente que pasa desapercibido al trabajar con
extensiones finitas, a saber la topologia. Recordar que dar una topologia en un con-
junto es determinar que subconjuntos son abiertos, y cuales cerrados, satisfaciendo
un conjunto de axiomas.

Definicién 5.1. Un espacio topoldgico es un par (X, B), donde X es un conjunto,
v B es un conjunto de subconjuntos de X que satisface las siguientes propiedades:

1. El conjunto vacio y X estan en B.
2. La unién de elementos de B es un elemento de B.
3. La interseccion finita de elementos de B, es un elemento de B.

Los elementos de B son los llamados abiertos del conjunto X, y los cerrados son
por definicién complementos de abiertos.

Ejemplos 5.2. 1. Los espacios métricos son espacios topologicos (tomando B
el conjunto de abiertos). Por ejemplo, (R™,|.|3) es un espacio topologico.
2. Si X es un conjunto arbitrario, podemos tomar B el conjunto de partes de
X. Asi, todo subconjunto es abierto y cerrado. Esta es la llamada topologia
discreta en X.
3. Si X es un conjunto arbitrario, podemos tomar B = {@, X }. Esta es la llamada
topologia trivial en X.

Definicion 5.3. Si G es un espacio topolégico, y * : G X G — G es una operacion
binaria tal que (G, *) es un grupo, decimos que (G, %) es un grupo topolégico si vale
que:

= El producto: G x G — G es continuo.

» La funcion inversa: ¢ : G — G, 1(g) = g~ *

es continua.

Recordar que una funciéon es continua si vale que la preimagen de un conjunto
abierto es abierto, donde en G X G tomamos la topologia producto (o sea un abierto
es union de productos de abiertos de G).

Ejemplos 5.4. 1. Si (G, %) es un grupo, entonces (G, *) es un grupo topologico
con la topologia discreta (dado que todo subconjunto de G es abierto).

2. (R,+) es un grupo topologico. Para ver esto, tomemos un abierto de R,
digamos (a,b), y calculemos su preimagen por la operaciéon suma. Luego
estamos buscando todos los pares (z,y) € R? tales que a < z +y < b. Esto
claramente es un abierto (que corresponde a la parte pintada de amarillo en
la Figura 3).

Ejercicio 5.5. Probar que (R \ {0}, %) es un grupo topologico.

Si G es un grupo topolégico, y g € G es un elemento cualquiera, la funcion dada
por traslacion por g es la funcion m, : G — G dada por mgy(h) = gh. Dicha funcién
es un homeomorfismo. La razoén es que trasladar siempre es una funcién biyectiva
(por tener inversa), y es continua por ser composicion de las siguientes funciones
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AA

FI1GuraA 3. Continuidad suma

continuas:

G——=GxG2—>G

h (9. h) gh
En particular, si H < G es un subgrupo abierto, todas sus coclases (que son de la
forma gH = m,(H)) son también abiertas. Luego, el grupo G lo podemos escribir
como la unién
G=HU U gH.

9g€EG/H
9¢H

El altimo conjunto es abierto (por ser uniéon de abiertos), con lo cual H es cerrado.
Con esto hemos probado lo siguiente.

Proposicion 5.6. Si H < G es un subgrupo abierto, entonces es cerrado.

Si L/K es una extension de Galois (no necesariamente finita), y S C L es un
conjunto finito, definimos el conjunto

(5.1) G(S) := Gal(L/K)® = {0 € Gal(L/K) : o(s) =sVs € S}.

Lema 5.7. Los conjuntos G(S) satisfacen las siguientes propiedades:

G(S) es un subgrupo de Gal(L/K).

Si S1 y Sa son conguntos finitos, G(S1) N G(S2) = G(S1 U Sz).

5151 C SQ, G(SQ) C G(Sl)

Si S satisface que para todo T € Gal(L/K), 7(S) = S, entonces G(S) es un
subgrupo normal de Gal(L/K).

5. El subgrupo G(S) tiene indice finito en Gal(L/K).

W=

Demostracion. Las tres primeras propiedades son inmediatas de la definicién. Para
ver la cuarta afirmacion, tomemos 7 € Gal(L/K) y o € G(S). Entonces 7(s) =5 € S
por hipétesis. Luego

T lor(s) =77 (0(3)) =77 (5) = 5.

La tltima afirmacion se deduce de lo siguiente:
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Afirmacion: sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 7(s) € S para todo
T € Gal(L/K).

Si esto no fuera asi, para cada elemento s € S, el conjunto {o(s) : ¢ € Gal(L/K)}
es finito, pues como L/K es algebraica, y s € L, s es raiz de un polinomio con
coeficientes en K[z]. En particular, o(s) debe ser otra raiz del mismo polinomio.
Denotemos por S = {o(s) : s € S,0 € Gal(L/K)}. Dicho conjunto es finito por ser

S finito, y el item 3 del lema implica que G(S) C G(.5), con lo cual si probamos que
G(S) tiene indice finito en Gal(L/K), G(S) también lo tiene.

Consideremos la extension K (S), que es la minima subextension de L que contiene
a K y a todos los elementos de S. La extension K(S)/K es finita (;por qué?) y
Galois por la hipotesis en S. Notar que todo elemento de G(S) es la identidad sobre
los elementos de K (S) (o sea la restriccion de los elementos de G(S) a K(S) es la

identidad). Luego obtenemos una sucesion exacta:

0 G(S) Gal(L/K) — Gal(K(S)/K)

0’—>0’|K(s)

Luego el indice de G(S) en Gal(L/K) es menor o igual que [K(S) : K] < co. En
realidad no es dificil ver que la sucesion anterior es exacta en todos lados (o sea
restringir es suryectivo), pero no precisamos este resultado. (Il

Proposicion 5.8. Euziste en Gal(L/K) una tinica topologia para la cual los conjuntos
G(S), con S C L finito, forman una base de entornos abiertos de la identidad. Esta
topologia hace de Gal(L/K) un grupo topoldgico.

Antes de demostrar la proposicion, entendamos que sucede cuando L/K es finita
(donde el Teorema de Galois no incluye topologia alguna). En tal caso, si {l1,...,l,}
es una base de L como K-espacio vectorial, podemos tomar S = {ly,...,l,}. Asi,
G(S) = {1} (la identidad), o sea que cada punto del conjunto (finito) Gal(L/K)
es abierto, con lo cual obtenemos la topologia discreta. Luego es claro que dicha
topologia nos da una estructura de grupo topolégico (dado que toda funcion es
continua para ella).

Cuando la extension L/K no es finita, la topologia obtenida no es la trivial, y es
cuando realmente obtenemos algo distinto de la teoria clésica.

Demostracion de la Proposicion 5.8. Para abreviar la notacion, denotemos por G =
Gal(L/K), por x la operacion (en nuestro caso la composiciéon) y por 1 el elemento
neutro.

Por el Lema anterior, si S; y Sz son conjuntos finitos, G(S1)NG(S2) = G(S1USs).
Luego G(S) da una base de entornos de la identidad. Recordar que luego un entorno
de un punto g € G esta dado por g x G(S) para S C L finito. Debemos verificar que
el producto con esta topologia es continuo. Para ello debemos verificar las siguientes
propiedades:

1. Si S es finito, sea g € G(S), tal que g = o7, con 0,7 € G. Entonces existen
S1,S52 C L finitos tales que (o * G(S1)) * (T« G(S2)) C G(S5).

2. Si S es finito y g € G(S), entonces existe S C L finito tal que (g * G(S)~! =
G(S) txg t C G(Y).
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La primer propiedad dice que el producto es continuo en un entorno del 1, mientras
que la segunda dice que la funcién g — ¢g—! es continua en un entorno del 1.

Para demostrar (1), consideremos el conjunto G(S) (ver la demostracion del

Lema 5.7 para la notacion). Claramente G(S) C G(S) (por la segunda propiedad

del lema), y G(S) < G (o sea es un subgrupo normal). Luego,

(0+G(9))*(T%G(S)) = ox7x(1 %G (S)*7)xG(S) = o*x7+G(S) = g+xG(S) C G(S).
La demostracion de (2) es inmediata, dado que G(SS) es un subgrupo, luego G(S)~! =
G(S) y claramente g~ 'G(S) C G(S) (por definicion). O

Definicion 5.9. Si L/K es una extension de Galois, el grupo de Galois topologico
de la extension (que haciendo abuso de notacion lo denotamos también Gal(L/K))
es el grupo Gal(L/K), con la tnica topologia para la cual una base de entornos de
la identidad son los conjuntos G(S). Dicha topologia se denomina la topologia de
Krull.

Proposicion 5.10. Si L/K es una extension de Galois, entonces el grupo topoldgico
Gal(L/K) es Hausdorff, compacto y totalmente disconezo.

Demostracion. Veamos que es Hausdorfl: sean 0,7 € Gal(L/K) distintos. Luego,
existe a € L tal que o(a) # 7(«). Miremos S = {a}. Luego cG(S) y 7G(S) son
abiertos, y claramente disjuntos.

Veamos que es totalmente disconexo: alcanza con ver que la componente conexa de
la identidad, denotada Cy, es solo la identidad. Sea S un conjunto finito y Gal(L/K)
estable (o sea 0(S) = S para todo ¢ € Gal(L/K)). Entonces G(S) es un abierto
que contiene a la identidad. Como G(S) es abierto, por la Proposicion 5.6 G(S) es
también cerrado, con lo cual la componente conexa de la identidad esta contenida
en G(S5). Luego

C1 C m G(S) ={1}.
SCL
#S<oo
Probar que Gal(L/K) es compacto es més complicado, y proviene de dar dicho
grupo de Galois como un limite inverso sobre todas las subextensiones finitas, y
utilizar el Teorema de Tychonoff (ver el capitulo 1 de [3] por ejemplo). O

Por completitud, enunciamos la correspondencia de Galois para extensiones de
Galois arbitrarias.

Teorema 5.11 (Galois). Sea L/K wuna extension Galois. Entonces existe una
correspondencia biyectiva entre el conjunto de extensiones: {N : K C N C L} y el
conjunto de subgrupos cerrados de Gal(L/K). La biyeccion esta dada por:

(5.2) N — Auty(L) C Gal(L/K)
(53) L":={acLl:o(a)=aVocH} «+ H
Ademds, la extension N/K es Galois si y solo si el grupo Gal(L/N) es un subgrupo

normal de Gal(L/K). En el caso que la extension N/K sea Galois, Gal(N/K) ~
Gal(L/K)/Gal(L/N).
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5.2. Grupo de descomposicion y Frobenius en extensiones infinitas. De
manera andloga a lo hecho en la seccién 3.2, podemos definir el anillo de enteros de
Q, esto es:

(5.4) Z:={a €Q : «a es entero algebraico}.

Recordar que « es entero algebraico si es raiz de un polinomio con coeficientes
enteros monico. Como en el caso de extensiones finitas, Z es un anillo. Sea p € Z un
primo, y sea p C Z un ideal maximal que contiene a p.

Ejercicio 5.12. Probar que Z/p ~ F,,.
Definicion 5.13. El grupo de descomposicion de p es
Dy := {0 € Gal(Q/Q) : o(p) = p}-

Claramente D, es un subgrupo de Gal(Q/Q). A pesar de que el grupo de descom-
posicion D, depende del ideal p, si p, p son dos ideales que contienen a p, entonces
existe o € Gal(Q/Q) tal que o(p) = p. Luego D, = o' Djo.

Sio € Dy, o induce una funcién en Z/ p, que es la identidad sobre [, con lo cual
obtenemos una funcion

(5.5) ¢ : Dy — Autg, (F,) = Gal(F,/F,).

Ejercicio 5.14. Verificar las siguientes propiedades:

1. El subgrupo D, es un subgrupo cerrado (equivalentemente, su complemento
es abierto). Luego por la correspondencia de Galois D, = Gal(Q/L), donde
L=0".

2. El morfismo ¢ es continuo, donde miramos a D, como grupo topolégico con
la topologia de subgrupo (o con la topologia de Krull identificindolo con
Gal(@/Q™)).

3. El morfismo ¢ es suryectivo. Sugerencia: probar primero que las funciones
¢n : Dy = Gal(Fpn /IF,) (componer ¢ con la funcién cociente) es suryectivo
para todo n utilizando lo visto en extensiones finitas. Deducir que la imagen
de ¢ es densa en Gal(F,/F,), y utilizar el item anterior.

Se puede ver que el grupo D, es isomorfo al grupo de Galois Gal(Q,/Q,).
Definicién 5.15. El grupo de inercia I, de p es el niicleo del morfismo ¢, o sea
I, = {0 € Gal(Q/Q) : o(z) ==z (mdd p) para todo = € Z}.
Llamamos un Frobenius absoluto sobre p a cualquier elemento Frob, € Dy en la

preimagen de Frob, € Gal(F,/F,). Claramente dos Frobenius absolutos difieren por
un elemento en el subgrupo de inercia.

Como sucede con el grupo de descomposicion, si p, p son dos ideales de Z que
contienen a un primo p, entonces existe o € Gal(Q/Q) tal que o(p) = p y entonces
I, =011 50

Por dltimo, obtenemos la siguiente versiéon del Teorema de Chebotarev.

Teorema 5.16 (Chebotarev). Para todo nimero primo p, salvo finitos, tomemos
para cada ideal primo p que contiene a p un Frobenius absoluto Froby,. Entonces el
conjunto {Froby},, C Gal(Q/Q) es denso.
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6. REPRESENTACIONES DE GALOIS

El objetivo deseado es el de poder entender el grupo Gg := Gal(Q/Q) (o su
anéalogo para otros cuerpos como extensiones finitas de Q por ejemplo). Lamentable-
mente, dicho grupo es muy dificil de manejar (y ni siquiera esté bien definido, dado
que depende de elegir una clausura algebraica de Q). Una manera de entender un
grupo es mediante sus representaciones, esto es entender como actiia en espacios
vectoriales de dimensién finita. En varios casos, conocer dichas representaciones es
suficiente para determinar el grupo (y sus propiedades) univocamente, por ejemplo
es lo que sucede al considerar grupos finitos. A pesar de que Gal(Q/Q) no es finito,
el mismo es un limite (inverso) de grupos finitos, con lo cual es de esperar poder
recuperar bastante informacién si logramos entender todas sus representaciones.

Durante este capitulo, K va a denotar un cuerpo topologico (principalmente nos
concentraremos en los casos C, Q, o una extension finita de Q), y V' un K-espacio
vectorial de dimension finita d. En particular, V' admite una topologia a partir
de la de K. Lo mismo sucede para el grupo Endg (V) (grupo de transformaciones
lineales de V' en si mismo), ya que una vez que elegimos una base para V', podemos
identificar Endg (V) con el conjunto Myxq(K) de matrices con d filas y d columnas,

. 2
y este es isomorfo con K7 .

Definicién 6.1. Una representaciéon de Gal(Q/Q) es un morfismo continuo
p: Gal(Q/Q) — Autg (V).

Para poder comenzar a entender que es una representacion de Galois, miremos
algunos ejemplos sencillos.

Ejemplos 6.2. 1. En el caso en que V tiene dimensién 1, cualquier represen-
tacion es un morfismo entre Gg y K* (dado que a un elemento v de V, lo
manda a un multiplo suyo no nulo).

Sea K = Q(i) el cuerpo de raices cuartas de la unidad. Si ¢ € Gy,
o (i) = %4, con lo cual podemos definir una representacion ps : Gg — C* por
ot

(6.1) pa(o) = % € {£1).

Notar que py4 es trivial en el subgrupo Gal(Q/K), dado que dichos elementos
acttian trivialmente en . Luego p4 factoriza por Gal(K/Q), o sea tenemos el
siguiente diagrama

Gal(Q/Q) - Cx

Cal(K/Q)

Notar que Gal(K/Q) =~ 7Z/2, y p4 es justamente la representacion no trivial
de dicho grupo. Esto demuestra que efectivamente p; es un morfismo de
grupos. Nos resta ver que p4 es continua.

El conjunto {£1} C C* es discreto, con lo cual su topologia es la discreta.
Para verificar que p4 es continua, basta con ver que ker(ps) (su ntcleo)
es abierto. Pero Gal(Q/K) = G({i}) (siguiendo la notacién del capitulo
anterior), con lo cual es abierto y tiene indice finito en Gg (ver Lema 5.7).
De esto se deduce que ker(p4) es abierto, como querfamos ver.
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2. Mas generalmente, si n € N, n > 3, y tomamos K = Q(&,) (el cuerpo
ciclotomico de raices n-ésimas de la unidad), el grupo Gal(K/Q) es un grupo
abeliano finito. En particular, todas sus representaciones irreducibles son
de dimensioén 1. Si x : Gal(K/Q) — C* es una tal representacion, podemos
definir p, : Gg — C*, mediante el diagrama

Gal(Q/Q)

A

Gal(K/Q)

Dejamos como ejercicio probar que dicho morfismo es continuo.

Px

(CX

Proposicion 6.3. Sean p1, p2 dos representaciones de Galois. Si para todo nimero
primo p, salvo finitos, y para cada ideal primo p que contiene a p vale que py(Froby) =
p2(Froby) entonces p1 = ps.

Demostracion. Por el Teorema 5.16 el conjunto {Frob,} es denso en Gal(Q/Q).
Como las representaciones son continuas, si coinciden en un conjunto denso, coinciden
en todos los elementos. (]

Mas adelante veremos como reemplazar primos de Z por primos de Z.

Definiciéon 6.4. Si pq, p2 son dos representaciones de Galois de Gg en Autg (V),
decimos que son equivalentes, si existe una transformacion lineal 1) € Autg (V) tal
que para todo 0 € Gg y todo v € V,

p1(0)(v) = ¥ (p2(0) ($(v)))-

Sea p una representacion de Galois de Gg en Autg (V'), donde V' es un K-espacio
vectorial de dimension d. Elegir una base B de V induce un isomorfismo V ~ K¢ y
una representacion de Galois

PB GQ — GLd(K).
Elegir otra base de V' da representaciones equivalentes, dado que si B’ es otra
base, y C es la matriz de cambio de base de B a B’, entonces las representaciones

pp vy pp difieren en conjugar por C. Es por esto que no vamos a distinguir entre
representaciones de Gg en Autg (V) o en GLy(K).

Teorema 6.5. SiV es un C-espacio vectorial de dimension finita, y p : Gal(Q/Q) —
Autc (V) es una representacion de Galois, entonces p factoriza por una extension
finita; o sea existe L extension finita de Q, y p : Gal(L/Q) — Autc(V) tal que el
siguiente diagrama conmuta

Gal(Q/Q) ? Aute(V)

~,

Gal(L/Q)

Demostracion. Supongamos primero que d = 1, o sea que tenemos un morfismo
continuo de Gg en C*. Si tomamos un abierto de C* cerca del 1, digamos U = {z €
C : |z —1] < 1}, entonces su preimagen es un abierto de Gg (por ser p continua).
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Como la funcién identidad esta en p~*(U) C Gg, hay un abierto centrado en la
matriz identidad que esta contenido en la preimagen, o sea existe un conjunto finito
S C Q (que podemos suponer Gg estable) tal que G(S) C p~1(U). En particular,
p(G(S)) Cc U. Como G(S) es un subgrupo de Gg y p es un morfismo, p(G(S)) es
un subgrupo de U. Pero el unico subgrupo de U es {1} (convencerse). En particular,
Gal(Q/Q(S9)) esta en el niicleo de p y por lo tanto p factoriza por Gal(Q(S)/Q)
como queriamos ver.

Cuando d > 1, la demostracion es similar, con la dificultad de que tenemos que
demostrar que existe un entorno de la matriz identidad (de d x d) que no contiene
subgrupos no triviales. Supongamos que tomando una bola (abierta) centrada en la
identidad de radio € (pequenio y fijo) tenemos un subgrupo H no trivial. Es facil ver
que todos los elementos de H son diagonalizables (;por qué?). Si M es un elemento
de H, y X es un autovalor de M, entonces [A — 1| < 1 (para la eleccién adecuada
de €, que no depende de M, ver Ejercicio 6.6). Pero como M € H, sus potencias
también lo estan, con lo cual |\* — 1| < % para todo n entero. Luego A =1,y M es
la matriz identidad. O

Ejercicio 6.6. Para el alumno que no vio los detalles de métricas utilizados en la
altima demostracion, les dejamos algunas propiedades que cumplen los espacios
vectoriales en dimensién finita.

1. Probar que dos normas cualesquiera en un espacio vectorial V' de dimensién
finita son equivalentes, esto es, si ||.||1 , ||-||2 son normas en V', entonces existe
una constante C' > 0 tal que ||v||; < C||v||2 para todo v € V.

2. Si K es un cuerpo con un valor absoluto |.|, y tomamos cualquiera de las
normas usuales en K%, entonces podemos asociar una norma de operadores
en Mgy q(K) de la siguiente manera: si M € Myxq(K) definimos

|31] = sup 2]
veKd
llvll=1
Probar que ||.|| es una norma.
3. Probar que si A € K es un autovalor de M, entonces |A| < || M||.
4. Completar los detalles de la demostracion anterior para d > 1.

El Teorema 6.5 nos dice que las representaciones de Galois complejas son interesan-
tes, pero si trabajamos exclusivamente con ellas, sélo vamos a obtener informacién
sobre las extensiones finitas de Q. Es por esto que hay que considerar también
representaciones en espacios vectoriales sobre @, (las llamadas representaciones de
Galois p-adicas).

Si p: Gal(Q/Q) — Autg (V) es una representacién de Galois, decimos que
un subespacio W C V es p-invariante (o que W es una subrepresentacion) si
p(o)(w) € W para todo ¢ € Gal(Q/Q) y todo w € W.

Definicién 6.7. Una representacion p : Gal(Q/Q) — Autg (V) se dice irreducible
si no existe W C V subespacio propio y no trivial p-invariante. Una representacion
p: Gal(Q/Q) — Autg (V) se dice semi-simple si V' se puede descomponer como

V=,

donde cada V; es un subespacio p-invariante, y las representaciones p : Gal(@/ Q) —
Aut i (V;) son irreducibles.
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Teorema 6.8. Si p: Gal(Q/Q) — Autc(V) una representacion de Galois, donde
V' un C-espacio vectorial de dimension finita, p es semi-simple.

Demostracion. Por el Teorema 6.5 sabemos que p factoriza por una extension finita,
o sea existe L/Q Galois y finita y p : Gal(L/Q) — Autc(V) tal que p = poll,
donde IT : Gal(Q/Q) — Gal(L/Q) es la proyeccioén (que corresponde a restringir un
automorfismo al cuerpo L). Luego el resultado se sigue del Teorema 2.2. ]

Observacion 6.9. Como sucedia con grupos abelianos no finitos, no vale en general
que toda representaciéon de Galois sea semi-simple, usamos fuertemente que el cuerpo
K era el cuerpo de ntimeros complejos.

Definicién 6.10. Sea p : Gal(Q/Q) — Autg (V) una representacién de Galois.
Dado un primo p, decimos que p es no-ramificada en p si p(I,) = 1 (la identidad)
para cualquier primo p C Z que contiene a p.

Veamos que efectivamente la condicién de p ser no-ramificada en p no depende
del primo p. Notar que si p, p son dos ideales que contienen al mismo primo p,
entonces los grupos I, I son conjugados, con lo cual p es trivial en uno de ellos si
y s6lo si lo es en el otro. Decimos que p es ramificada en p si no es no-ramificada
(equivalente, la imagen del grupo de inercia es no-trivial).

Recordar que dado p C Z, un Frobenius absoluto sobre p, denotado por Frob,,
es un elemento cualquiera en el grupo de descomposicién D, cuya imagen residual
corresponde al automorfismo de Frobenius. Dos tales morfismos difieren en un
elemento del grupo de inercia I,. Ahora si p es no ramificada en p, entonces
p(Iy) =1, con lo cual el valor p(Frob,) depende solamente del ideal p. Ademaés, si
p,p son dos ideales en Z que contienen a p, entonces uno es conjugado del otro.
Luego p(Froby) y p(Frobg) son matrices conjugadas (identificando Autx (V') con el
grupo de matrices). En particular, sus polinomios caracteristicos son iguales.

Dada una matriz cuadrada M, denotemos por car(M) = det(l1 — T - M) a su
polinomio caracteristico. De lo expuesto anteriormente, tenemos que si p es no
ramificada en p, podemos definir

(6.2) car(p(Froby)) := car(p(Froby)),
donde p C Z es cualquier ideal maximal tal que p € p.

Para los primos ramificados, la situacién es igual que lo expuesto en la Seccién 4
para extensiones finitas: dado un primo p C Z, el grupo de inercia I, actia en V.
Denotemos por V'» al subespacio de vectores donde la inercia acttia trivialmente.
Por ejemplo, si p es un primo no ramificado de p, entonces VIr = V.

FEjercicio 6.11. Probar que el subespacio V! es invariante por la accion de Dy, 0
sea si v € VIr y o0 € D, entonces p(c)(v) € Vv,

La restriccion ply1, da una accion de Gal(Q/Q) en el subespacio VI#. Por
definicion, I, actiia trivialmente en V7¢, con lo cual la matriz p| 1, (Froby) estd
bien definida (o sea no depende de la preimagen de Frob, escogida). Mas aun, dicho
valor depende exclusivamente del primo p contenido en p.

Ejercicio 6.12. Sean p y p son dos primos en 7 que contienen al mismo primo p. En
particular, existe 7 € Gal(Q/Q) tal que 7p = p.

= Probar que 71,771 = I; y que Vi =V,
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= Probar que el polinomio car(p|y 1, (Froby,)) no depende de p.

Luego podemos definir car(p|y 1, (Frob,)) como car(pl|y 1, (Frob,)) para cualquier
p C Z maximal que contenga a p.

Teorema 6.13 (Brauer-Nesbitt). Sean p; : Gal(Q/Q) — Autx(V), i = 1,2 dos
representaciones semi-simples. St para todo elemento s de un conjunto denso S C
Gal(Q/Q) wvale

car(p1(s)) = car(p2(s)),
entonces p1 y pa son isomorfas.

Demostracion. Ver [2, 30.16]. Ver también el Teorema 2.4.6 de las notas de Gabor
Wiese (en math.uni.lu/"wiese/notes/GalRep.pdf). La demostracion involucra
todos los elementos de Gal(Q/Q), pero por ser las representaciones continuas, basta
verificarla en un conjunto denso. O

Si el cuerpo K tiene caracteristica cero, ademés basta con verificar que las trazas
de las representaciones son iguales, sin necesidad de calcular todo el polinomio
caracteristico.

Corolario 6.14. Sean p; : Gal(Q/Q) — Autg(V), i = 1,2 dos representaciones
semi-simples. Supongamos que ambas representaciones son ramificadas solamente
en un conjunto finito de primos S. Si

car(p1 (Frob,)) = car(p2(Frob,)),

para todo primo p & S, entonces p1 y p2 son isomorfas. Ademds, si K tiene
caracteristica 0, basta verificar que Tr(p1(Froby)) = Tr(p2(Froby,)) para todop & S.

Una pregunta natural es cuando las representaciones de Galois son ramificadas
solamente en un conjunto finito de primos.

Proposicién 6.15. Si p: Gal(Q/Q) — Autc(V) es una representacion de Galois,
entonces p es no ramificada fuera de un conjunto finito de primos.

Demostracion. Por Teorema 6.5 p factoriza por una extension Galois finita L/Q,
o sea existe una representacion p : Gal(L/Q) — Autc(V) tal que p = poIl, donde
I : Gal(Q/Q) — Gal(L/Q) es la proyeccién. Es conocido que en una extensiéon
finita hay un conjunto finito de primos que ramifican (precisamente aquellos que
dividen al discriminante de la extension). Luego p es no ramificada fuera de un
conjunto finito de primos y por consiguiente p también lo es. O

Para un cuerpo general, no es cierto que una representacion de Galois semi-simple
sea no ramificada fuera de un conjunto finito de primos (ver por ejemplo [12]). Sin
embargo, el conjunto de primos ramificados siempre tiene densidad cero (ver [5]),
con lo cual el Teorema de Brauer-Nesbitt se puede aplicar en general.

6.1. Series L asociadas a representaciones del grupo de Galois absoluto.
Las series L son objetos analiticos, que se utilizan para codificar informaciéon asociada
a diversos objetos geométricos/aritméticos/algebraicos. Un primer ejemplo es la
funcion zeta de Riemann, definida como

C(s):ZE, seC.
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Es facil ver que dicha serie converge en el semiplano $(s) > 1. Riemann en 1859
demostré que dicha funcion se puede extender de forma analitica a todo el plano
complejo, probando que la misma satisface una ecuaciéon funcional que relaciona el
valor en s con el valor en 1 — s. La importancia de la funcién zeta de Riemann es
que admite una descomposicién como

=TI =

p primo

con lo cual la misma da mucha informacion sobre la distribucién de los ntumeros
primos. Existen muchas generalizaciones de la funcién zeta de Riemann, como la
asociada a caracteres por Dirichlet, la asociada a cuerpos de nimeros por Dedekind
y muchas otras (como vimos en la Seccion 4). El objetivo nuestro es asociarle a una
representacion de Galois una funcién analitica similar.

Definicién 6.16. Dada p : Gal(Q/Q) — Autg(V), definimos la L-serie L(p, s)
asociada a p como:

—s\—1 1
63 Mo = 1] w7 = 1 G wmee

donde car(ply 1, (Froby)) es el polinomio caracteristico definido en el Ejercicio 6.12,

evaluado en p~°.

p primo p primo

Ejemplo 6.17. Sea p : Gal(Q/Q) — Autg (V) la representacion trivial, con
dim(V) = 1, o sea p(c)(v) = v. Entonces todos los primos son no ramificados
y vale que x(p(Frob,)) =1 — . Luego,

Lps)= [] ﬁzas).

Como sucedi6 en el ejemplo de la Seccion 4.2, se puede ver que las L-series de
Dedekind y de Dirichlet se obtienen como series L asociadas a representaciones
complejas de Galois (las series L de Dirichlet corresponden a representaciones de
dimension 1, mientras que la funcién zeta de Dedekind corresponden a tomar la
representacion regular del grupo de Galois Gal(Q/K), para K/Q finita como se
explico en la Proposicion 4.1).

Las L-series mas estudiadas son las que corresponden a los siguientes dos casos:
K = C, que corresponden a representaciones de Galois complejas y fueron estudiadas
por Artin (vistas en la Seccion 4); y K = Q,, las llamadas representaciones de Galois
p-adicas. En general dichas L-series convergen s6lo en un semiplano como sucede
con la funcion zeta de Riemann. Un problema muy dificil es estudiar si dicha funcién
se puede extender a todo el plano complejo, y otro problema muy interesante es
poder calcular valores en puntos especiales, donde se espera que el valor de L(p, sp)
contenga informacion del objeto geométrico/aritmético/algebraico a partir del cual
se construyo6 p (para el lector interesado, ver el Teorema de Dedekind, y la conjetura
de Birch y Swinnerton-Dyer).

En lo que respecta a las representaciones de Galois complejas, tenemos la siguiente
conjetura.

p primo

Conjetura 6.18 (Artin). Si p : Gal(Q/Q) — Autc(V) es una representacion
irreducible y mo trivial, entonces p se extiende de manera holomorfa a todo el plano
complejo.
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Al dia de hoy no se conoce ninguna demostracion de dicha conjetura. Brauer (en
1946) usando teoria de caracteres inducidos, logré demostrar que la L-serie se puede
extender de manera meromorfa a todo el plano complejo, pero a priori podria tener
polos. Los tnicos casos que se conocen de la conjetura es cuando V tiene dimensién
2, y la representacion es “impar” (esto quiere decir que el determinante de la imagen
de conjugacion compleja es —1), como corolario de la demostracion de las conjeturas
de Serre dado por Khare y Wintenberger.

En el proximo capitulo veremos céomo construir algunas representaciones de
Galois p-adicas. Dichas construcciones provienen en general de variedades algebraicas
proyectivas (veremos el caso de curvas elipticas). La conjetura de Fontaine-Mazur
predice que todas las representaciones p-adicas que ramifiquen en un conjunto
finito y satisfagan una cierta condicién técnica, se obtienen a partir de variedades
algebraicas. Al dia de hoy se conocen muy pocos casos de dicha conjetura.

7. CURVAS ALGEBRAICAS

En el presente capitulo vamos a estudiar la aritmética de las curvas elipticas.
La palabra aritmética esta directamente asociada a los ntmeros enteros y sus
propiedades, mientras que una curva es un objeto geométrico de dimensiéon 1, que
en nuestro caso estara contenida en un plano. También podriamos decir que lo que
vamos a hacer es teoria de niumeros de ciertas curvas.

Las curvas que consideraremos serdn curvas algebraicas planas, y aunque no
vamos a dar la definicién formal de las mismas, momentaneamente llamaremos
asi a aquellas curvas C descritas por una ecuaciéon polinémica en dos variables
F (z,y) = 0, donde los coeficientes del polinomio F seran nimeros de algin cuerpo,
como bien podrian ser R o C, pero como vamos a hacer aritmética nos interesaré
sobre todo que estén en Q.

Aunque inevitablemente al esbozar la grafica de una curva tengamos que “dibujar”
todos sus puntos, es decir, tanto los racionales como aquellos con alguna o ambas
coordenadas irracionales, momentianeamente estos ultimos no existiran para nuestros
fines (seran como si no estuvieran).

También tendremos que considerar para una curva definida sobre los racionales
sus puntos con coordenadas que sean enteros algebraicos, al menos, algunos de tales
puntos.

7.1. Cobnicas. Podriamos comenzar considerando rectas, en vista de que son el
tipo de curvas mas simple, pero las dejaremos de lado y pasaremos directamente
a las conicas, que son las curvas descritas por un polinomio en dos variables y
de segundo grado. Implicitamente estamos midiendo el nivel de complejidad de
una curva por el grado del polinomio F' cuya ecuacion polinomica F (z,y) = 0 la
define. Asi, las rectas estan descritas por polinomios de primer grado y las conicas
(circunferencia, elipse, parabola e hipérbola) por polinomios de segundo grado. En
un nivel de complejidad posterior al de las conicas se ubican las curvas elipticas
y en el siguiente y ultimo escalon estan las curvas de mayor complejidad, que ni
siquiera tienen un nombre especifico. En realidad, para ser un poco mas precisos,
las singularidades (puntos dobles por ejemplo) también deben tenerse en cuenta
para medir esta complejidad, pero eso ya lo veremos mas adelante.

Detengamonos entonces en las conicas, que en relaciéon a nuestras necesidades, se
comportan todas de igual modo, la principal diferencia sera que, sobre los racionales,
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(=1,0)

FIGURA 4. Conica

algunas tienen puntos y otras no. Apoyaremos esta tltima afirmacion viendo como
se pueden poner de manifiesto los puntos racionales de una conica, y llegaremos a la
conclusiéon que en todas, éstos se “manifiestan” igual.

Sea, por ejemplo, la conica C' descrita por la siguiente ecuacion:

(7.1) C: 2 +y? = —1.

Trivialmente, en este caso es C' (Q) = (). Pero veremos a continuaciéon que si hay
algin punto racional en una conica, entonces hay infinitos. Para ello consideremos
la circunferencia C' con centro en el origen de coordenadas y radio 1, junto con uno
de sus puntos racionales, como por ejemplo P = (—1,0). Si elegimos sobre el eje y
un punto racional T' = (0,t), con t € Q y trazamos la recta £ que pasa por Py T,
veremos que la misma corta a C' en un punto R racional (ver Figura 4).

En efecto, la ecuacion de £ es y = tx 4+ ¢ y su interseccion con

(7.2) C: 4yt =1

1-t2 2t

11620 T+E2
punto racional R de C, la recta que pasa por él y P corta al eje y en un punto T’
racional. De modo que a partir de P podemos generar todos los puntos racionales

de C considerando todas las rectas de pendiente racional que pasan por P:

(7.3) 0(@):{(1_t2 2t ):teQ}U{P}.

1427 141¢2

es el punto R = ( ), que claramente es racional. Reciprocamente, dado un

Por otro lado, digamos que siempre una recta corta a una conica en dos puntos
(reales o complejos), contados con su multiplicidad (méas generalmente, un teorema
de la Geometria Proyectiva debido a E. Bézout afirma que: una curva de grado m y
una curva de grado n siempre se cortan en mn puntos). Esto tltimo nos permite
interpretar que:

= una recta tangente a una circunferencia, por ejemplo, también corta a ésta
en dos puntos, o como diremos ahora, en un punto doble (o de multiplicidad

2); y que
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= una recta erterior a una coénica también corta a ésta en dos puntos, aunque
imaginarios, pues sus coordenadas seran ntmeros complejos.

Observemos ahora que el problema geométrico resuelto recién al hallar todos los
puntos del conjunto C (Q) en el caso de la circunferencia unitaria también nos da la
solucion de un problema aritmético de vieja data, el de obtener todas las ternas de
numeros enteros tales que la suma de los cuadrados de los dos primeros sea igual al
cuadrado del tercero. Tales ternas se denominan ternas Pitagoricas, dada su relaciéon
evidente con las longitudes de los lados de los triangulos rectangulos (en los cuales
se verifica el teorema de Pit4dgoras). En efecto, el problema de hallar todas las ternas
(2,9, 2) de ntimeros enteros tales que 22 + y? = 22 puede considerarse resuelto por
el problema anterior dado que la precedente ecuacion homogénea (en tres variables y
de grado 2) puede deshomogeneizarse respecto de z (esto es: podemos en ella pasar
dividiendo 22 al primer miembro si desechamos la solucion trivial z = y = z = 0)
para obtener la ecuacion

L (2 (2

la cual, en vista de los elementos de C (Q) dados por (7.3), tiene las soluciones:
z _ 1-t> vy 2t

T=TgEYI=1ig conte Q, lo que nos termina por dar (suponiendo t = £,0 <
t<1):
(7.5) r=s>—12 y = 2rs, z=s+712 conr,s €z,

como familia de ternas Pitagoricas (primitivas si r y s son primos relativos y de
distinta paridad).

El procedimiento que acabamos de describir para la circunferencia unitaria puede
extenderse al resto de las conicas: partiendo de un punto racional en cualquiera de
ellas (si lo hubiera) y trazando por él todas las rectas con pendiente racional, los
puntos en que éstas cortan a la cénica serdn todos los puntos racionales de la misma.

Como vimos en el caso de la cénica descrita por la ecuacion 2% + 92 = —1, a
veces una curva algebraica no tiene puntos racionales. Un caso menos evidente es el
de la siguiente coénica:

(7.6) C: 22 4+9? =3,

para la cual ya no es obvio que C' (Q) = (. Veamos que sin embargo es asi: expresando
los posibles puntos racionales de C' como cociente de enteros y homogeneizando via
comin denominador obtenemos que C (Q) = ) si y sélo si la ecuacion

(7.7) 22 +y? =327

no tiene soluciones en nimeros enteros (distintas de la trivial (0,0, 0)).
Podemos ver esto dltimo, que es un resultado negativo, encontrando un ntmero
primo p para el cual la congruencia

(7.8) x? =322 (méd p)

no tenga solucion (dado que, evidentemente, una congruencia es méas débil que una
igualdad: dos enteros pueden ser congruentes sin ser iguales, pero no al revés). Este
enfoque, que a priori podria parecer arbitrario, sorpresivamente funciona siempre
para polinomios homogéneos de grado 2. En general tenemos el siguiente resultado
(que generaliza un teorema de Legendre): si F (x1,...,%,) = 0 no tiene solucién en
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nimeros enteros (donde F' es un polinomio homogéneo de grado 2) entonces o no
hay soluciones reales (algo facil de verificar), o existe al menos un primo p y un
natural r (generalmente igual a 1) para los cuales la congruencia

(7.9) F(o,...oz) = (médp)

tampoco tiene solucion. La reciproca es trivial (y vale para cualquier funcion F'),
pero la veracidad de la afirmacion precedente es una “grata sorpresa”. Decimos esto
ultimo porque hay igualdades (de grado superior al 2) que no tienen soluciéon y sin
embargo todas sus correspondientes congruencias (modulo todos los primos) si la
tienen. Un ejemplo concreto de esta ultima afirmacion fue encontrado en 1951 por
E. Selmer (y publicado en la referencia [17], pero realmente se “terminé de entender”
en la década de 1980) y lo constituye la siguiente curva algebraica:

(7.10) A 32% + 49 + 52° = 0.

La misma no tiene puntos racionales distintos del (0,0,0) a pesar de que para
todo primo p hay puntos modulo p en ella.

Retomando nuestro problema de ver que la forma cuadrética 22 + y? — 322 no
representa a cero para ninguna terna de racionales (z,y, z) # (0,0, 0) utilizando la
estrategia de hallar un primo p (adecuado) para el cual la congruencia z2 +y*—322 =
0 no tenga soluciéon médulo p, debemos empezar por buscar dicho primo. Asi por
ejemplo, si elegimos arbitrariamente p = 7 veremos que la congruencia se cumple
(existen, por ejemplo, x = 1,y =2y z = 2 tales que 2% + y?> =322 =1 +4 - 12 =
—7=0 (méd 7)). De modo que p = 7 no es adecuado para nuestro proposito. Si lo
serd p = 3.

Empecemos observando que si a #Z 0 (méd 3) entonces a? =1 (méd 3). De modo
quesizZ0ey#0 (méd 3) entonces 2 +y? =2 (mdd 3), y como para todo z es
322 =0 (méd 3) resulta que 2 + y? — 322 Z 0 (mbd 3).

Resta ver el caso x =0 6 y =0 (méd 3). Pero (siempre trabajando modulo 3):
z=0= 22 =0, lo cual, junto con el hecho de que 322 = 0 nos da que 2> — 322 =0,
es decir, que y> = 0 (mdd 3)), lo cual a su vez implica que y =0 (méd 3). Hemos
probado que en nuestra ecuacion: = 0 (méd 3) < y = 0 (mdéd 3). Luego, en el
caso que nos resta ver, solo pueden ser simultaneamente x = 0 e y = 0 (mdd 3).
Ademas, bajo estas condiciones también z debe ser miltiplo de 3, porque si no lo
fuera tendriamos la contradiccién de que 22 e y? serfan miiltiplos de 9 (y por ende
también su suma), sin serlo su “igual” 322. Por otro lado, como el polinomio es
homogéneo, si admite una solucién no trivial, también admite una solucién primitiva,
esto es, una en la cual med{z,y, 2} = 1. Y ademés, como acabamos de explicar, en
una tal solucién primitiva no pueden ser x e y multiplos de 3 a la vez (porque eso
también forzaria a que lo sea z, dejando de ser, entonces, primitiva). Y si uno no lo
es, ninguno puede serlo (ya visto), pero en tal caso (también visto) la congruencia
no tiene solucion.

Lo que hemos dado en llamar una “grata sorpresa’ es un profundo teorema,
extremadamente fuerte, debido a Hasse-Minkowski (que denotaremos por teorema
de H-M en adelante. El mismo esta demostrado en la referencia [18], IV, Theorem
8), el cual afirma que C (Q) # 0 si y solo si se verifican estas dos condiciones:

= para todo primo p hay puntos modulo p en la conica C, y
= hay al menos un punto real (esto es: de coordenadas reales) en C.
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Se suele decir que la segunda condicion es la primera aplicada al primo al infinito.
Hay otra forma de enunciar el teorema de H-M en términos de los cuerpos p-adicos
Qp, diciendo que C' (Q) # 0 si y solo si se verifican estas dos condiciones:

= para todo primo p hay puntos de Q, en la cénica C, y
= hay al menos un punto real (esto es: de coordenadas reales) en C.

También se suele expresar la segunda condiciéon en lenguaje anédlogo a la primera,
diciendo que debe haber puntos de Q. en la curva. El teorema de H-M es un
ejemplo de aplicacion de lo que suele llamarse “principio global versus local”.

Ejercicio 7.1. Mostrar que para cada niimero natural e existe un entero x solucion
de la congruencia z2 +1 =0 (méd 5¢).

Digamos también, y solo a titulo informativo, que la “lista” (o sucesion) de las
infinitas soluciones de la congruencia del Ejercicio 7.1 (una para cada e € N) es un
numero 5-adico, esto es, es un elemento del cuerpo Qs.

El teorema de H-M es valido para conicas (y asi lo hemos enunciado), pero deja
de serlo para curvas mas complejas (como la del ejemplo encontrado por Selmer).

7.2. Curvas Elipticas. Como dijimos anteriormente, las conicas son curvas que
poseen un primer nivel de dificultad (en lo referido a la forma de hallar sus puntos
racionales). Hay una definicion topologica del nivel de complejidad de una curva, que
es el llamado género. Asi, las conicas (como las rectas) tienen género 0, mientras que
las curvas elipticas poseen el siguiente nivel, o sea género 1. De modo que las curvas
elipticas estaran definidas por ecuaciones polinémicas de grado 3. Pero jcuidado!,
porque no toda ecuacion de grado 3 define una verdadera curva eliptica.

Con mayor precision, llamaremos curva eliptica a toda aquella curva plana E
cuyos puntos (z,y) verifiquen una ecuacion de la forma

(7.11) E:y? = f(2) =2+ ar® +bx +c

en la cual f es un polinomio con coeficientes enteros, de grado 3 y sin raices
miltiples (o, como también se suele decir: sin singularidades). Simbolizaremos F (Q)
al conjunto de los puntos racionales de una curva eliptica F.

No es eliptica, por ejemplo, la curva definida por la ecuacién y? = 22 (z + 1),
pues a pesar de ser ctibico, el polinomio f (z) = 22 (z + 1) tiene una raiz doble en
x = 0. Este hecho (el de poseer f raices multiples) hace que la curva se parezca mas
a una conica que a una curva eliptica (con esto ultimo queremos decir que su género
es 0, como en las conicas, en lugar de 1 como en las verdaderas curvas elipticas).

A continuacion veremos una forma “analitica” para determinar singularidades.
Consideremos una curva C definida por una ecuacién de la forma y? = f (z). Si
escribimos la misma como F (z,y) = y? — f (z) = 0 y calculamos sus derivadas
parciales,

oF oF
7.12 — = —f'(=), — =
(712) @ G
entonces por definicion la curva es no singular si y s6lo si no existen puntos sobre la
misma que anulen simultdneamente ambas derivadas parciales. Geométricamente,
eso significara que todo punto sobre la curva tiene una recta tangente bien definida.

2y

= Si las derivadas parciales se anulan simultaneamente en un punto (o, yo)
de la curva entonces yo = 0y f’ (xg) = 0, como asimismo f (z¢) = 0 (pues
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FiGurA 5. Cubica Singular

0 = y2 = f (m0)). Ahora bien: el hecho de que f (zg) = f’ (z9) = 0 implica
que xg es una raiz doble de f (z).
= Reciprocamente, si f tuviera una raiz doble en xg, entonces el punto (xg, 0)
serfa un punto singular de la curva (pues su multiplicidad 2 implica que
f(@o) = f' (o) = 0).
En resumen, una curva C definida por una ecuacién polindémica F (z,y) = 0
posee una singularidad en (2, yo) si y solo si:
= F(x0,50) =0 (esto es: (zg,y0) € C), ¥y

- % (T0,%0) = % (z0,90) = 0.

En el caso de la curva precedente tenemos que F (x,y) = y*> — 22 (z +1) y un
punto singular de la misma es (x,yo) = (0,0). Procediendo como en las conicas, a
partir de éste (que es racional) también podemos hallar infinitos puntos racionales de
la curva (que en este caso los habra) haciendo pasar por (0,0) rectas con pendiente
racional: aquellos puntos donde éstas corten a la curva seran puntos racionales. De
modo que ahora la condicién “nueva’” es que la recta debe pasar por el punto singular
(que asumiremos que seré racional). Y vemos que el procedimiento es muy similar
al ya descrito para las conicas (y habfamos ejemplificado con cierto detalle en la
circunferencia unitaria). Ver la Figura 5.

En el caso que ahora nos ocupa, tales rectas tienen ecuacién y = rx, con r € Q,
y si buscamos sus puntos de interseccion con C' obtendremos los puntos (z,y) con
z=r2—-ley=r (r2 — 1), que evidentemente son racionales.

De modo que las dos “patologias” que pueden hacer que una ecuacion de la forma
y? = f (z), con f polinomio a coeficientes enteros de tercer grado, no sea una curva
eliptica son:

= que f posea dos raices iguales, o
= que f posea sus tres raices iguales.

FEjercicio 7.2. Consideremos la ecuacion y? = x3.

1. Dibujar su conjunto de puntos reales en el plano,
2. Indicar si dicha curva es singular (esto es: si posee un punto singular),
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3. Indicar si la curva posee puntos racionales, y en caso afirmativo, calcularlos.

Para que una ecuaciéon polindmica en dos variables F' (x,y) = 0 represente a una
curva eliptica, también es suficiente que exista un cambio de variables (adecuado)
que permita llevarla a la llamada forma normal de Weierstrass (o simplemente
forma normalizada o forma tipo) como en (7.11) donde f es un polinomio ctbico
con coeficientes enteros y sus tres raices distintas.

Otra manera de concluir lo mismo es verificando que F'(z,y) = 0 es una ecuacion
ctbica no singular, con el agregado (y este es un requisito sine qua non) de que sea
C(Q) #0.

Dada una ctibica F(x,y) = 0 no singular con un punto racional, se puede ver
(usando por ejemplo el Teorema de Riemann-Roch) que existe un funcién que manda
la cibica en una ecuacion normalizada como en (7.11), con lo cual nos restringiremos
a trabajar tinicamente con dicho tipo de ecuaciones.

Para poder unificar el estudio de curvas, es preciso salir de la geometria cléasica
y trabajar con la llamada Geometria Proyectiva. En ella una curva consta no sélo
de sus puntos afines, sino también de sus puntos proyectivos. Asi por ejemplo el
plano proyectivo se obtiene agregando al plano afin un punto al infinito por cada
direccién. Luego en el plano proyectivo todas las rectas se cortan: las que no en un
punto afin (antes llamadas paralelas), si en el punto al infinito (correspondiente a la
direccion de las mismas). Para los puntos al infinito interesa la direccion pero no el
sentido: yendo “para arriba” o “para abajo” por una misma recta, nos encontramos
con el mismo punto al infinito, que en adelante simbolizaremos O. En las curvas
elipticas normalizadas, se dice que las rectas verticales son rectas “que pasan por
O”. Ademas O tiene coordenadas jproyectivas!, y es racional: O € E (Q).

La ventaja de trabajar con el plano proyectivo es que en él, toda recta corta a
una curva eliptica E en tres puntos (contados con multiplicidad).

Asi como en las conicas y en las ciibicas con puntos singulares, en las curvas
elipticas también existen métodos propagadores que permiten, a partir de uno o
mas de sus puntos racionales conocidos, generar otros. Lo importante es, siempre,
encontrar el o los puntos de partida y saber que los que generaremos por estos
métodos pueden no ser todos. Dado que una recta corta a una curva eliptica en tres
puntos, necesitaremos partir de dos de sus puntos racionales (dos puntos de E (Q))
para ir generando otro u otros puntos racionales de las mismas. Esto dara lugar a
una “operacién”, a dos puntos de la curva le podremos asociar un tercero, que le
otorgaré al conjunto E (Q) la estructura, antes anunciada, de grupo Abeliano.

Dados los dos puntos (racionales) de partida sobre F, que llamaremos P y @,
comenzaremos por definir una operacion * (que leeremos estrella) entre ellos cuyo
resultado se obtiene trazando la recta pasante por P y @ e intersectando a E : dicho
punto de interseccion R* sera el resultado de P x ). Si ésta fuera la “operacion’
en F(Q), no habria estructura de grupo (la estructura todavia esta ausente). A
continuacion “unimos” R* con O trazando por R* una recta vertical (y en general:
paralela a la asintota) y el punto de interseccion de esta ultima con E, punto que
llamaremos R, seré el resultado de la “verdadera” operacion entre P y @, operacion
que denominaremos suma y le otorga a F (Q) estructura de grupo Abeliano. En
sintesis: P+Q = (P * Q)*O = R (ver Figura 6). La conmutatividad de la operacion
suma entre Py @ es evidente, no asi su asociatividad.

)

Ejercicio 7.3. Probar que O es el neutro para la suma en la curva F.
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(PxQ) =0
=P+Q

)

FIGURA 6. Suma en Curvas Elipticas

Supongamos ahora que una curva eliptica E esta dada por la ecuacién normalizada
(7.11), y que los puntos racionales de partida sobre F sean los puntos P y @, de
coordenadas (afines) P = (z1,41),Q = (22,y2). La recta que pasa por ellos tiene
por ecuacién y = Az + v, donde A = L= y v = y; — Azy (desde luego, el caso
xo = x1 hay que hacerlo aparte. Es un caso més facil y lo consideraremos més
adelante). Reemplazando en la ecuacién de E, con el fin de hallar R* = (x3,ys),

resulta la igualdad
(7.13) Az +0v)* = 2® + az? + bz + ¢,

y la abscisa x3 de R* es la “tercera” raiz (diferente de x1 y x2) del polinomio moénico
de tercer grado

(7.14) 2+ (a—N)2® + (b—2\w)z+ (c—v*) =0.

Si recordamos la relacién que existe entre las raices de un polinomio y los
coeficientes del mismo, observaremos que:

(7.15) 1+ 2o+ 23 = N2 —a,
(7.16) T1T2 + T1T3 + Toxs = b — 2)v,
(7.17) T1Toxs = V2 — ¢,

planteado lo cual, podemos hallar sus raices resolviendo un sistema de ecuaciones.
En este caso resultara:

(7.18) Ti4+aet+z3=X—a = z3=X\—a—11 — 9.

Una vez obtenida x3 hallamos la ordenada y3 de R* via la ecuacion de la recta:
y3 = Azxs + v. Finalmente, como R (z,,y,) es simétrico a R* respecto del eje de las
abscisas, sus coordenadas seran x, = x3 e ¥y, = —y3. Denominaremos a la expresion
(7.18) la formula de la adicidn.

A los efectos de ver el caso pendiente (z7 = x3), correspondiente a la féormula para
23 cuando sumamos un punto S con si mismo, suma que abreviaremos 25 := S5+ S
conviene proceder como a continuacion indicaremos (pues la expresion anterior de
la pendiente X exigia que los puntos tuvieran abscisas distintas).
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Dado S = (z0,y0) € E, queremos encontrar las coordenadas de 25 a las que
llamaremos (z3, y3). Primero necesitamos encontrar la ecuacion de la recta que une
S con S, es decir, de la recta tangente a la ctubica en S. Para ello, a partir de la
relacion

(7.19) F(z,y)=v*—f(x)=y*>—2® —azx® —br —c =0,

OF / ’
encontramos, derivando en forma implicita, que A = % =— % =— _];y(w) = f2(;)7
y valorizando en S obtenemos dicha pendiente:

!
(7.20) A= M,
240

v la ecuacion de la recta tangente sera entonces y = Az + v con v = yg — Axg. A
los efectos de obtener una férmula explicita para el valor de las coordenadas de
2S5 en términos de las coordenadas de S, sustituimos la expresion (7.20) de A en
la expresion (7.15). Sacando comiin denominador y reemplazando y3 por f (x¢)
encontraremos que:

z§ — 2ba — 8cxo + (b* — dac)
433% + 4aa:% + 4bxg + 4c

obteniéndose su ordenada y3 en consecuencia. La expresion (7.21) es la llamada
formula de duplicacion.

Lo que nos interesa destacar de todas estas expresiones, es que las coordenadas del
punto “suma” de otros dos, son funciones racionales (esto es: cociente de polinomios,
y ja coeficientes enteros!) en las coordenadas de los sumandos, de modo que si
P,Q € E(Q) entonces P+ Q € E(Q).

Teorema 7.4 (Mordell). Sea E una curva eliptica sobre Q, y E(Q) el grupo
Abeliano de sus puntos racionales. Entonces E (Q) es finitamente generado.

(7.21) T3 =

b

Recordar que cuando un grupo Abeliano esté finitamente generado su estructura
se puede “controlar”; pues al existir un ntmero finito de generadores (o “puntos pri-
vilegiados”), conociéndolos (esto es: conociendo una cantidad “finita” de informacion
referida al grupo), podemos calcular jtodo! Desde ya que lo anterior no quiere decir
que vaya a haber un ntumero finito de puntos racionales en la curva, como tampoco
lo contrario.

Los resultados del siguiente ejercicio nos permitiran exhibir dos pares de niimeros
(ciertamente “no triviales”) tales que la diferencia entre el cubo de uno de ellos y el
cuadrado del otro es igual a 17.

FEjercicio 7.5. Dada la curva eliptica definida por la ecuaciéon normalizada 3% =
23 4+ 17 y sabiendo que P; = (—1,4) y P, = (2,5) son dos de sus puntos racionales,
calcular (por el procedimiento descrito de las tangentes y secantes):

1. P+ P,

2. 2P,

7.3. Puntos de Torsién. Consideremos la ecuacién cibica 2% + 3 = 1, que
como afirmé P. de Fermat y demostré L. Euler s6lo tiene un ndmero finito de
puntos racionales, que corresponden a sus dos soluciones “triviales” (x =0,y = 1) y
(r =1,y =0) y al punto al infinito O (que también es racional por ser racional la
pendiente de la asintota, recta cuya direccion define a @). De modo que estos tres
son los tinicos puntos racionales de la curva definida por 23 +y® = 1 (ver Figura 7).
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FIGURA 7. Cubica Fermat

Puede verse que z3 +y3 = 1 representa una curva eliptica E. En efecto: el cambio

de variables que nos permite expresarla en la forma normal es el siguiente:
_36+Y _36-Y
T ex 0 YT Tex

Luego de llevarlo a cabo (jhacerlo!) obtendremos Y2 = X3 — 432.

Pero a pesar de la existencia de tal cambio de variable (o cambio de coordenadas,
iy racional!l) que la lleva a la forma normalizada de Weierstrass, la dejaremos
simplemente expresada asi, como 2% + y3 = 1 (digamos que “en honor a su fama”).

El hecho de que P = (0,1),Q = (1,0) y O sean sus tres Gnicos puntos racionales
(debido al resultado de L. Euler), hace que si operamos con ellos como aprendimos
(esto es, si calculamos P + Q,2P,2Q), etc.) el resultado siempre serd uno de ellos
tres y consecuentemente estara en el conjunto:

(7.23) E(Q) ={P.Q,0}.

También hemos dicho que toda recta corta a una curva eliptica en tres puntos y
pareciera que en este caso, una recta tangente a F por P cortara a la curva en sélo
dos (porque los puntos de tangencia de una recta, son dobles). Pero en esta curva se
da el caso que P y @ son, ademas, puntos de inflexion de la misma, lo que hace que
en realidad sean puntos triples.

Sabemos que E (Q) tiene estructura de grupo Abeliano, de modo que en este caso
E (Q) es el (tnico) grupo de orden tres, el cual es ciclico y por lo tanto Abeliano.
Concretamente

(7.24) 2P=Q, 2Q=P,  3P=0, 3Q=0.

De modo que Py @ (y desde ya, también O) son los puntos de la curva que
tienen orden finito. Tales puntos son raros (porque no es frecuente que un punto
sumado una cantidad finita de veces consigo mismo tenga por resultado él mismo)
v se denominan puntos de torsion de la curva eliptica. Como en este caso Py @
tienen orden tres, esto se expresa diciendo que son puntos de 3-torsion de E.

Ampliemos momentaneamente el campo de variaciéon de los puntos de una curva
permitiendo que tengan coordenadas reales e incluso complejas. Y lo interesante es

(7.22)
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que los tres conjuntos de puntos F (Q), F (R) y E (C) tienen estructura de grupo
Abeliano con la misma operacion “suma de puntos”. De modo que ahora nos van a
interesar, por ejemplo, no sélo los puntos racionales de orden 3 de F, sino todos los
puntos de E de orden 3 (con coordenadas reales o complejas). Para nuestros fines,
considerar el conjunto mas amplio C, tendra una ventaja doble: la de tratar con
un conjunto que es a la vez algebraicamente cerrado y topoldgicamente completo
(recordemos que Q no posee ninguna de ambas propiedades, y que R retine solo la
segunda).

Ante todo vamos a hacer una observacion respecto del lenguaje que adoptaremos.
Es frecuente encontrar en algunos libros la definicion de orden de un elemento P de
un grupo como el minimo natural m tal que

(7.25) P+...+P=mP=0.
————
m Veces

Los puntos de m-torsion de una curva eliptica E (con m € N) seran aquellos
para los cuales mP = . La curva eliptica del ejemplo precedente (22 + y3 = 1)
tiene tres puntos de 3-torsion racionales (P,Q y O).

Analicemos propiedades que caracterizan a los puntos de 2-torsién de cualquier
curva eliptica F, esto es, de aquellos puntos P € E (C) tales que 2P = O. Por lo
pronto, de esto se deduce que P = —P. Luego: si un punto P es de 2-torsién entonces
esté en el eje de simetria de la curva, que sera el eje x si la curva esta normalizada.
Si simbolizamos con E (C) [m] al conjunto de todos los puntos de m-torsion de E,
resulta que el mismo también tiene estructura de grupo Abeliano. Concretamente,
en el caso que estamos considerando, E (C) [2] es un grupo Abeliano con cuatro
elementos: O y los tres puntos con ordenada y = 0, que son (aq,0) , (ag,0) y (as,0),
donde a1, as y a3 son las raices del polinomio f (). Pero no es el grupo ciclico de
cuatro elementos, pues éstos deben ser de orden 2 (jpor ser puntos de 2-torsion!);
sino que se trata del otro grupo de cuatro elementos, el isomorfo a la suma directa
Z7/27 ® 7/27, grupo cuyo conjunto subyacente, lo decimos rapidamente, es el
producto cartesiano Z/27Z x Z,/27 = {0,1} x {0,1} = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}
y cuya “suma” (la operacion que le otorga estructura de grupo) esté definida por
componentes. En resumidas cuentas:

(7.26) E(C)[2| = 2Z/22 & 7/2Z,

(con 2 indicamos isomorfismo de grupos).

Pasemos a continuacién a analizar los puntos de 3-torsién de una curva eliptica
E. Estos tienen la propiedad de que 3P = O, o equivalentemente, que 2P = —P.
Recordando que la abscisa de —P es igual que la abscisa de P, resulta que 2P tiene
la misma abscisa que P y por lo tanto esta sobre la curva, en la misma vertical que
P. Dicho brevemente: si P es un punto de 3-torsion de E entonces 2P es el otro
punto de E que esté en la misma vertical que P.

Recordemos la formula de duplicacion (7.21) que nos permite calcular la abscisa
de la suma de un punto con si mismo y apliquémosla a 2P. Como en este caso ésta
(la abscisa de 2P) coincide con la de P, igualandolas llegaremos a que:

Teorema 7.6. P (z,y) € E(C)[3] si y sdlo si P = O o su abscisa es raiz del
polinomio

(7.27) Y3 (z) = 3z + daz® + 6bz” + 12cx + (dac — b*) .
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Puede probarse que el polinomio 93 (x) posee 4 raices distintas (el hecho de que
13 () no posee raices miltiples no es un resultado trivial). Combinando estos cuatro
valores de z con los dos posibles valores de y (el dado por la formula y = Az + v
y su opuesto), tenemos los ocho puntos afines de 3-torsion de E, que junto con el
punto al infinito O nos dan los 9 puntos de 3-torsion de E. De modo que E (C) [3]
es un grupo Abeliano de 9 elementos (| E (C) [3]| = 9) e isomorfo (dado que todos
sus elementos son de orden 3) a la suma directa de los enteros mddulo 3:

(7.28) EC)8|xZ/3Z®7Z/3Z.
(asi que no es, por ejemplo, isomorfo al grupo ciclico de 9 elementos Z/9Z, etc.)

Ejercicio 7.7. Calcular todos los puntos de 3-torsion (racionales o no) de la curva
eliptica definida por la ecuacion 23 + ¢ = 1.

El analisis que hemos llevado a cabo sobre los puntos de 2 y de 3-torsion de
una curva eliptica E nos induce a pensar que puede haber un resultado general al
respecto, y efectivamente es asi.

Teorema 7.8. Sea E una curva eliptica sobre Q, y m € N. Entonces:

L |E(C)[m]| =m?, y
2. E(C)[m]|XZ/mZe& Z/mZ.

El teorema precedente describe la estructura del grupo de los puntos de m-torsién
(o de m-division, como también se los denomina) de una curva eliptica cuya ecuacion
(normalizada) tiene coeficientes racionales: es la suma directa de dos grupos ciclicos
de orden m. En dicho grupo puede o no haber puntos racionales.

Recordar que el Teorema de Mordell (7.4) afirma que E(Q) es finitamente
generado. Pero sucede que en Teoria de Grupos existe un teorema que describe la
estructura de cualquier grupo Abeliano finitamente generado, el cual informalmente
afirma que: todo grupo Abeliano finitamente generado esté generado por un nimero
finito 7 de elementos de orden infinito y por otro ntmero finito ¢ de elementos de
orden finito. Esto quiere decir que todo grupo Abeliano finitamente generado es
isomorfo a r copias de Z (que es un grupo libre de rango 1 con respecto a la suma:
mas precisamente su generador es el entero 1, pues sumando el namero 1 con si
mismo cualquier cantidad de veces, siempre obtenemos un nimero distinto de Z),
mas c elementos de torsion (que en nuestro caso concreto son los ¢ elementos que
contenga dicho grupo finito, que simbolizaremos Ey,, (Q)). Simbolicamente, vale el
siguiente isomorfismo:

(7.29) EQ=Z&...0 ZLOFE, (Q) =Z% & Eior (Q)

r veces

Como acabamos de decir, con Fi,. (Q) estamos representando a los puntos
racionales de torsion (que son “unos pocos”, esto es: un namero finito que sélo se
generan entre ellos mismos). Por ejemplo, en el caso de la curva eliptica 2% + 3% = 1,
de sus nueve puntos de torsion, sélo tres son racionales.

La expresion (7.29) nos esta diciendo que E (Q) tiene “dos partes™ una libre y
una de torsion, y “la parte de torsion, se puede calcular”, pero “calcular la parte
libre” es mas dificil.

Digamos también que hay curvas elipticas en las cuales » = 0 y también las hay
en las cuales 7 > 0 (y en principio, tan grande como se quiera). Si por ejemplo
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fuera r = 20 (y ya se han encontrado curvas elipticas con este valor de r), nos
expresaremos diciendo que la curva es de rango 20.

Lo bueno, para nosotros, es que la parte de torsién es bien conocida. Y puntos de
m-torsion los hay para todo m € N. En relacién con esto, Beppo Levi conjeturé (en
el afio 1908, ver [8]) que, aunque puntos de m-torsién puede haber para cualquier
m, los que son racionales “no pueden ser tantos”, “ni darse para cualquier valor de
m”. Este trabajo de B. Levi quedd en el olvido y mas de 40 anos después la misma
propiedad fue re-conjeturada por T. Nagell [10], y atn posteriormente, en la década
de 1970 era ampliamente conocida como conjetura de Ogg [11]. Finalmente, en el
afio 1976, B. Mazur [9] confirmé la conjetura de B. Levi (como en realidad merecio
haberse llamado) demostrando el Teorema 7.9 que a continuacién enunciaremos.

En relaciéon con la conjetura de B. Levi , su historia y su alcance resulta muy
instructiva la lectura del trabajo de Norbert Schappacher y René Schoof titulado
Beppo Levi and the Arithmetic of Elliptic Curves [16]'. En el mismo esta claramente
documentado que B. Levi habfa intuido lo mismo que otros sospecharon mucho
después que é€l, solo que a principios del siglo XX todo esto se expresaba en un
lenguaje algo diferente del actual.

Teorema 7.9 (Mazur). El conjunto Ey,, (Q) de los puntos racionales de torsion de
una curva eliptica E solo puede ser isomorfo a los siguientes grupos finitos:

1. Z/nZ si1 <n <10 on =12, o bien a
2. Z/nZ ®Z)27 sin=2,4,6 u 8.

Pero volvamos ahora al Teorema 7.8 y al isomorfismo de su tesis:
(7.30) E(C)[m]| X Z/mZ & Z/mZ.

Para tratar de “entenderlo” del todo y ver porqué siempre es cierto (o ver mas
claramente su significado geométrico, o ver una interpretaciéon donde este isomorfismo
sea “evidente”) nos conviene mirar todos los puntos complejos de la curva eliptica
E y efectuar la “construccion” de E (C) [m] desde el punto de vista del Analisis
Complejo. Esto significa, en principio, que las variables x e y de la ecuaciéon de F
pueden tomar libremente valores en C.

La genuina y original ecuacién de K. Weierstrass normalizada para una curva
eliptica F es:

(7.31) E: y? = 42® — gox — g3,

IEn el mismo podremos leer pasajes como los siguientes, en los cuales refiriéndose a B. Levi,
expresan los autores:

= ... his work on the arithmetic of elliptic curves has not received the attention it deserves.
He occupied himself with this subject from 1906 to 1908. His investigations, although duly
reported by him at the 1908 International Congress of Mathematicians in Rome, appear to
be all but forgotten. This is striking because in this work Beppo Levi anticipated explicitly,
by more than 60 years, a famous conjecture made again by Andrew P. Ogg in 1970, and
proved by Barry Mazur in 1976. (pagina 57);

= More than 40 years later T. Nagell made the same conjecture [10]. In our days the
conjecture became widely known as Ogg’s conjecture, after Andrew Ogg, who formulated
it 60 years after Beppo Levi. The problem studied by Beppo Levi and later by Billing,
Mahler, Nagell and Ogg has been very important in the development of arithmetic algebraic
geometry. (pagina 65).
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donde g5 y g3 seran, como veremos, dos funciones de “peso” 2 y 3 respectivamente (de
ah{ los simbolos asignados). A partir de esta E se demuestra que existen dos ntimeros
complejos wi y ws, linealmente independientes sobre R, tales que si consideramos el
reticulo (lattice en inglés) generado por el conjunto {wy,ws}, reticulo que se simboliza
Lwi,ws] = w1Z 4 waZ (y que se denomina reticulo asociado a E), entonces las

funciones
1 1
p=00 Y — ¥y g=M0 > —
weL,w#0 weL,w#0

hacen que z = p (u) e y = p’ (u), con u € C, verifiquen la ecuacion de E, donde a
su vez p (u) (que se lee p de u, siendo @ la llamada funcion o de Weierstrass) es
la siguiente funcion eliptica con respecto al reticulo L (lo cual significa que es una
funciéon doblemente periddica, de periodos wy y wa) :

p(u):%Jr Z [1212], ueC.
u weL,w#0 (U - w) w
Dado un reticulo L w1, ws] existe todo un “universo” de funciones doblemente
periddicas de periodos wy y wa, pero la funcion p recién definida “controla” a todas
ellas (jes la principall).
Que @ (u) sea doblemente periodica con respecto al reticulo L [wy,ws] significa
que

(7.32) VueCweL: putw)=pu).

La ecuacion diferencial que verifica p es, por lo tanto

(7.33) (") = 40> — g2 — g3

y es ella la que nos dice que los puntos P (u) de coordenadas (p (u), ¢’ (u)) estan
en la curva definida por (7.31):

(7.34) P(u) = (p(u),¢ () € E.

La precedente, constituye una parametrizacion con pardmetro u € C, de todos los
puntos jcomplejos! de la curva eliptica E (asi como (7.3), con parametro t € Q, era
una parametrizacion de todos los puntos jracionales! de la circunferencia unitaria).

De modo que la correspondencia

(7.35) C—E(C),ur— P(u)=(p(u), o (u))

es un homomorfismo de grupos, que se transforma en isomorfismo si pasamos al
cociente entre C y el reticulo L (y aqui utilizamos la doble periodicidad de g respecto
de L):

(7.36) C/L—E(C),ur P(u) = (p(u),p (u)).

El cociente C/L no es mas que el toro (o més precisamente: isomorfo al toro,
debido a la doble periodicidad de ), que es una superficie de Riemann de género 1
(porque tiene 1 “agujero”). La esfera de Riemann (sobre la cual hemos considerado
las rectas y las conicas) tiene género 0 (porque no tiene agujeros).

La relacion de equivalencia en C que se considera al pasar al espacio cociente se
basa en la doble periodicidad de la funciéon p de Weierstrass, y define a dos puntos
uy, ug € C como equivalentes siy solo si p (u1) = p (ug).
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Ademas, al ser el toro una superficie compacta, resulta que todas las funciones
meromorfas en él definidas son funciones racionales y por lo tanto estdn en corres-
pondencia con una curva algebraica (en el toro, el punto al infinito de C aparece
como un punto mas jy cualquiera! de su superficie).

Ahora bien: si calculamos P (u; + uz) aplicando (7.34) (donde uy + usy es la
suma habitual de dos ntmeros complejos) obtendremos joh coincidencia! la funcion
P (u1) + P (u2), donde ahora el signo + se refiere a la suma de puntos sobre E
definida por el proceso geométrico descrito en la primera clase de las tangentes y
secantes. Algo informalmente podriamos escribir que:

Finalmente (y para llegar a esto hicimos la presentacion de la funcion ) los m?
puntos de m-division de E (recordemos la tesis 1 del Teorema 7.8) se corresponden
con los m? nimeros complejos z tales que

(7.38) mz=0 (méd L),

esto es, con los z € C tales que sumados con si mismo m veces “caen” en el mismo
lugar “relativo” dentro del reticulo L. Una imagen geométrica que puede ayudar
a ver esto que estamos diciendo (o tal vez: que estamos “tratando de decir”), es
considerar un paralelogramo fundamental de L, dividir dos de sus lados no paralelos
en m partes iguales cada uno y trazar rectas paralelas a los lados por cada uno de
estos 2m puntos. En el paralelogramo fundamental quedan asi determinados m?
puntos z tales que si los sumamos con si mismos m veces a cada uno de ellos, el
resultado mz de esta suma serd un punto de otro paralelogramo del reticulo (no
“el fundamental” de partida), pero dentro de este otro paralelogramo el punto mz
ocuparé la misma posicion (relativa) que ocupa el 0 en el fundamental.

8. CUuRvAS ELIPTICAS SOBRE CUERPOS FINITOS

Sea E una curva eliptica dada por
(8.1) E: > =2+ Bx+C, con B,C € Z,

ecuacion a la que le “falta” el término en 22, pero puede verse que siempre hay un
cambio de variables que permite expresar toda curva eliptica E sobre los racionales
con una ecuaciéon de Weierstrass de esta forma. Pero ahora estamos considerando el
caso en que los coeficientes B y C' del polinomio ctibico f (z) = 2® + Bx + C son
ndmeros enteros, y como siempre (para que realmente se trate de una curva eliptica)
pedimos que f no tenga raices dobles ni triples (o como también se suele decir: que
f sea no singular). Esta tltima condicion equivale a pedir la no anulacion de su
discriminante D :

D(f) = H (0 — a;)” = (1 — a2)” (1 — a3)” (a2 — ) # 0,
o F 0 ,i<]

donde «; (i = 1,2, 3) representan las raices de f (el discriminante de un polinomio
es un buen invariante). Por otro lado, también tenemos el discriminante A de la
curva eliptica ¥ definido por:

(8.2) A(E)=—16D(f) = —16 (4B® +27C?),

el cual también va a ser distinto de cero si el discriminante de f lo es.
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Vamos a empezar a controlar mdédulo p, con p primo (o como también se dice:
a reducir mddulo p) una curva eliptica. Esto es, dado un primo p, en lugar de E
como esta dada en (8.1), vamos a trabajar con E (méd p), que no sera mas que la
propia E pero considerando que tanto los coeficientes B y C' que la definen, como
sus puntos (z,y), estan en el conjunto Z/pZ de los enteros mddulo p. Recordemos
que este conjunto, al que simbolizaremos IF, tiene estructura de cuerpo (pues p es
primo): es un cuerpo finito con p elementos. Si lo pensamos “proyectivamente”, en él
también podemos “agregar” un punto al infinito. Usaremos el simbolo E (mdéd p)
para indicar una tal curva eliptica, en cuyo caso, la “igualdad” de (8.1) pasa a
ser (aun cuando por comodidad o costumbre sigamos poniendo el signo igual) una
congruencia moédulo p :

(8.3) E  (méd p): y* =2° + Bz + C, con B,C € Fp,

y también, como estamos diciendo: z,y € F,, (esto es: no miramos a los enteros x
e y sino a sus restos luego de dividirlos por p). Ahora bien: luego de este dréstico
cambio de punto de vista puede suceder que, moédulo p, ya no sea A (E) # 0 (o méas
precisamente: no sea A (E) £ 0 (mdd p)) y la curva, que pensada en Z es eliptica,
deje de serlo en F,, por fallar dicha condicién.

Este hecho ya “divide las aguas” entre los primos, y diremos que p serd un primo
de buena reduccion si al considerar E (mdd p) se verifica o mantiene la condicion
A (E) # 0 (o més precisamente: A (E) #Z 0 (méd p)). En caso contrario p serd de
mala reduccion (estos tltimos primos son, entonces, aquellos que dividen (modulo
p) al discriminante de la curva eliptica, esto es, aquellos primos p tales que p|A).

Fijada una curva eliptica de partida E del tipo (8.1), a la misma podemos reducirla
modulo cada primo p y resultara que (sin variar la E de partida) la ecuacion reducida
E (méd p) seguira siendo una curva eliptica (ahora sobre F,) si y so6lo si p es un
primo de buena reducciéon para E. Se sabe que para cada curva del tipo (8.1), los
primos de mala reduccion sélo son un ntmero finito (dado que sélo puede haber un
namero finito de primos que dividen al discriminante A (E)). Para ser més precisos,
conviene aclarar que antes de reducir modulo p una ecuacién de una curva eliptica
FE, hay que asegurarse que la ecuacion escogida es una ecuacién minimal en p, pero
omitiremos los detalles de la construccién de una tal ecuacién minimal.

En lo que sigue, nos interesaremos por los primos de buena reduccién. Una
primera pregunta y que nos parece bastante natural es: si p es un primo de buena
reduccion (y por lo tanto £ (mdéd p) es una curva eliptica sobre F,,) jcuantos puntos
(x,y) con z,y € F, posee E (méd p)? Si simbolizamos E/F, a tal conjunto, lo que
nos preguntamos es: jcuél es la cardinalidad del conjunto E/F,?, esto es: jcuanto
vale #E/F,? Un primer procedimiento para determinarlo podria consistir en darle
a x todos sus posibles valores en I, : 0,1,...,p— 1, reemplazar cada uno de ellos en
la ecuacion de E (méd p) y ver para cudles existe un y € F), tal que la congruencia
(8.3) se cumple. Por cada valor de = pueden haber a lo sumo dos valores de y
(debido a que esta elevada al cuadrado), de modo que una primera cota (la mas
burda) para el nimero de puntos de E/F, resulta ser 2p + 1 y asi tenemos que
#E/F, < 2p+1 (ponemos 2p+ 1 en lugar de 2p porque estamos teniendo en cuenta
el punto al infinito). Apenas nos detenemos un poco més en la cuestion podemos
hacer el siguiente razonamiento heuristico (que luego nos lo confirmara el Teorema
8.2): como y esta elevada al cuadrado, esta potencia 2 de y “pega” la mitad de las y,
o dicho mas precisamente (dejamos como ejercicio la prueba de esta propiedad):
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FEjercicio 8.1. Dado un primo p, los residuos distintos de 0 médulo p son la mitad
cuadrados y la mitad no. Esto es: existen r = 21 elementos de [}, tales que r = x?

2
(méd p) al variar x en F,,.

Entonces, de los p valores que puede asumir el segundo miembro al variar z en
F, (supongamos en principio que todos son posibles), la mitad no van a estar en
correspondencia con ningtn y que al cuadrado sea congruente con ellos, de modo
que soélo “para la otra mitad” habra dos y por cada valor, y en definitiva la cota se
reduce aproximadamente a p + 1, esto es: #E/F, ~ p+ 1.

Teorema 8.2 (Hasse). Dada una curva eliptica E y un primo p de buena reduccion
para E, entonces para E (mdd p) se verifica que:

(8.4) [#E/Fp — (p+ 1) <2Vp.

Digamos, antes de continuar, que:

= al nimero de puntos médulo p que estan en la curva eliptica para cada primo
p de buena reduccion se lo simboliza N, esto es: Ny, := #E/F,, y

= se simboliza a, a la siguiente diferencia: a, := (p + 1) — N,, que representa
el nimero de puntos de la curva “controlados” por la cota 2,/p.

Ejemplo 8.3. Una curva eliptica peculiar
(8.5) E: y? =2 — .

Esta curva tiene una particularidad, que es que sobre C (o cualquier cuerpo donde
—1 admita una raiz cuadrada) la curva admite la transformacion (x,y) — (—z,iy)
(que se puede verificar preserva la estructura de grupo abeliano).

Veremos a continuacién la formula para calcular exactamente (esto es: jno sélo
acotarlos!) los a, de esta curva eliptica. Tal férmula se debe a P. de Fermat, quien
alrededor de 1630 demostrd cuéles enteros se pueden escribir como suma de los
cuadrados de otros dos, y cuéles no. A nosotros nos interesaré saber qué primos son
igual a la suma de dos cuadrados, cuestién a la que P. de Fermat dio la siguiente
respuesta: si p es primo, entonces

(8.6) p=r’+y’<=p=2 6 p=1 (méd4),

siendo esta descomposicion, ademas, esencialmente tnica (salvo signos y/u orden de
los términos). Concretamente, entonces, para la curva peculiar en consideracion, el
2 es el tnico (jeconfirmar la unicidad como ejercicio!) primo de mala reduccion, y
resulta que

200 si p=1 (méd 4)yp=a?+ B

N R  E S

Para verificar la igualdad, notemos que si p = 3 (mdd 4), entonces —1 no es un
cuadrado, con lo cual si al evaluar el polinomio p(z) = 2® —z en un z9 € F,
obtenemos un valor no nulo, entonces s6lo uno de los valores p(xg) o p(—xo) puede
ser un cuadrado. En particular, el nimero de puntos de E/F, es 3+1+2- %,
donde el 3 corresponde a las raices de p(z) {0,1, —1}, el 1 corresponde al punto del
infinito, y los otros a los valores donde p(z() es un cuadrado no nulo (que aporta
dos posibilidades para y). En particular, E/F, tiene p+ 1 puntos con lo cual a, = 0.
La otra demostracién es un poco mas avanzada, ver [1, Theorem 14.16], donde

siguiendo su notacion, O = Zli], y la condicién p = 77 es exactamente escribir
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p = (a+ Bi)(«a — Bi). Notar la ambigiiedad entre « y 3, una sola corresponde a la
eleccién correcta.

Digamos de paso, que este resultado de P. de Fermat también viene a decirnos qué
naturales pueden ser normas de enteros algebraicos del cuerpo Q (i) y, en el fondo,
con esto ultimo tiene que ver (luego de que C. Gauss publicara sus Disquisitiones
Arithmeticae, en 1801) el teorema de P. de Fermat sobre los niimeros que se pueden
escribir como suma de dos cuadrados.

Ejercicio 8.4. Calcular los puntos que tiene la curva eliptica E : y? = 23 + 2 + 1
sobre [F5.

Ademas, sobre un cuerpo finito, obviamente todos los puntos de la curva son de
torsion.

9. AcCCION DEL GRUPO DE GALOIS EN PUNTOS DE TORSION

Tengamos presente estos tres resultados ya vistos:

1. E(C)[m] 2 Z/mZ & Z/mZ (Teorema 7.8),

2. E(Q) es un grupo Abeliano finitamente generado (Teorema 7.4),

3. Eior (Q) es un grupo Abeliano cuyo orden |Ei,,. (Q)| esta acotado “universal-
mente” (Teorema 7.9).

A pesar de que la demostracion del Teorema 7.8 involucra trabajar en el cuerpo
C como cuerpo de variacién de los puntos de una curva eliptica, en realidad las
coordenadas de cualquier punto de m-torsion P € E (C) [m] estaran en la clausura
algebraica de Q. De esta tltima observacion y también de las propiedades de los
puntos de m-torsion de E saldran las representaciones del grupo de Galois.

Como los tinicos nameros de C que hemos manejado y manejaremos son sus
nimeros algebraicos (cuyo conjunto se simboliza @, al que también se lo denomina
la clausura algebraica de Q), simbolizaremos E (Q) [m] (en lugar de E (C) [m]) al
conjunto de (todos) los puntos de m-torsion de una curva eliptica E con coordenadas
algebraicas (ya sean reales o complejas). Sabemos que dicho conjunto contiene m?
nimeros algebraicos, tiene estructura de grupo Abeliano, y es isomorfo a la suma
directa de los enteros médulo m : E (Q) [m] = Z/mZ&Z/mZ.

Sin pretender desarrollar la Teoria de Galois en toda su generalidad, ni mucho
menos, lo que haremos seré construir, a partir de los puntos de m-divisién de una
curva eliptica F, su respectivo grupo de Galois.

Recordemos que con cada N, habia asociado un a, y que dada una curva eliptica
E/Q considerabamos un “primo bueno” p y efectuabamos la “reduccion modulo p” de
E, obteniendo asi E (mdéd p): una curva eliptica tal que el polinomio que la define
tiene, ahora, todos sus coeficientes en el cuerpo finito F,. Recordemos también que
la relacién que vincula los N, y los a,, es la siguiente:

(9.1) ap=p+1—N,.

Sea ahora K un cuerpo de nimeros Galoisiano sobre Q, sea G el grupo de Galois
de K (G = Gal(K/Q)) y como hasta ahora, F (K) el conjunto de todos los puntos
de una curva eliptica E con coordenadas en K. Sea P (z,y) € E(K)y o € G.
Entonces:

1. 0 (P) € E(K), donde obviamente o (P) = (¢ (z), 0 (y)). Estamos afirmando
que si P € E (K) entonces o (P) € E(K) o lo que es lo mismo: si P es un
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punto de E, también lo es su transformado por cualquier automorfismo del
grupo de Galois de K.
Por ser ¢ un automorfismo de cuerpos, o(0) = O.

Teorema 9.1. Sea E una curva eliptica sobre Q, K un cuerpo Galoisiano sobre Q

yG=
1.

- W

Gal(K/Q) su grupo de Galois. Entonces:

E (K) es un subgrupo de E (C),

PeE(K)=VYoe(G:0(P)e E(K),
VP € E(K),No,Tt€G:(c07)(P)=0(1(P)), id € G,id(P) = P
Interaccion con la estructura de grupo. VP,Q € E (K) :

a) o (P+Q)=0(P)+0(Q),

b) o(—P)=—0(P),

¢) o (nP) =mno (P).

P e E(K)[m] = o (P) € E(K)[m], donde queremos decir lo siguiente:
st P es un punto de m-torsion de E y de orden exactamente m (en esta
propiedad m si es minimal: es el orden minimo de P) entonces o (P) también
es un punto de m-torsion de E y de orden exactamente m. O sea que no
solo se preserva lo propiedad de “ser punto de torsion”, sino que también se
preserva su “orden” (exacto).

Demostracion. Veremos la prueba de las dos tltimas partes de Teorema, dejando
las otras como ejercicio.

4.

(9.2)

(9.6)

Esta parte del Teorema nos esta diciendo que la estructura de grupo de los
puntos de la curva eliptica E (K) (con la suma de puntos definida geomé-
tricamente por el método de las tangentes y secantes) es compatible con la
accion del grupo de Galois de K.

Sean P = (z1,11),Q = (z2,y2) v (P + Q) = (23,y3). Entonces, por la
formula de adicion (7.18) es z3 = A\* —a — a1 — g, con A = 222 de modo
que:

2
xg,:(yle) —a—T1 — Ta, Y3 = A\x3 + v
Xo — 1

(donde, recordemos, v = y; — Az1, y por lo tanto determinando la abscisa
x3, la ordenada y3 queda automaticamente determinada), y por ser o un
automorfismo resultaré:

(o) o)\ o (ua) —
() == (L =T (o) - o), olm) = ..

de modo que:

O’(P+Q):(J(x3),0'(y3)), y

o(P)+0(Q) = (0(z1),0 () + (0 (x2),0(y2)) = ...

y por lo tanto o (P + Q) = o (P) + ¢ (Q), como querfamos ver.

Las partes b) y ¢) se dejan como ejercicio.
Sabemos que mP = O con m minimal. Entonces por la parte 4. recién
demostrada:

mo (P) =0 (mP)=0(0) =0,
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de modo que o (P) tiene orden dividiendo a m. Para ver el orden de o(P) es
también m, debemos considerar o~!(o(P)) y proceder en consecuencia (lo
cual se deja como Ejercicio). a

Para entender el grupo de Galois que se obtiene agregando a Q todos los puntos
de m-torsion de una curva eliptica E, s6lo hacen falta las partes 4. y 5. del Teorema
9.1.

En el grupo F (C) se define el siguiente morfismo (que no s6lo es un homomorfismo
de grupos, sino también un morfismo en el sentido més general de la Geometria
Algebraica, en donde se definen los morfismos sobre curvas), llamado multiplicacion
por m (con m € N):

(9.7) Am : E(C) — E(C), P — Ay (P) =mP,

el cual, como tal, respeta la estructura de grupo de E (C). Pues bien: el grupo de
los puntos de m-torsiéon de la curva eliptica E no es mas que el nicleo del morfismo
Am precedente:

(9.8) ker (An,,) = E(C) [m] .

Estos morfismos )\, se denominan morfismos triviales y los poseen todas las curvas
elipticas (por tener estructura de grupo abeliano). Sea E [m] el conjunto de todos
sus puntos de m-torsion distintos del punto al infinito O, y sea S el conjunto de
las 2 (m? — 1) coordenadas (z;,¥;), 1 <i < m? — 1, de estos puntos (esto es: S es
un conjunto de 2 (m2 — 1) nameros algebraicos), entonces el cuerpo K de ntmeros
algebraicos en consideracion sera la siguiente extension algebraica de los racionales:

K = Q(S). También se lo simboliza K = Q (E [m]).
Teorema 9.2. Bajo las hipdtesis precedentes, K/Q es una extension de Galois.

Demostracion. Por lo pronto, observemos que todo automorfismo ¢ : K — C
queda determinado por sus valores sobre los niimeros algebraicos x;, y; del conjunto
S.

Por el Teorema 9.1, parte 5., si P; € E [m] entonces o (P;) € E [m] y tiene el mismo
orden exacto que el propio punto P; de partida. Ademaés: P; # O = o (P;) # O, de
modo que si P; # O entonces P; es alguno de los listados en E [m] y su imagen por
o también serd uno de los listados en E [m] : o (P;) = P;, donde las coordenadas de
P;j, que son (z;,y;) estan en S y por lo tanto en K. De modo que o (K) C K y por
lo tanto la extension K/Q es Galois. O

Ahora nos interesaremos en describir el grupo de Galois G = Gal(K/Q) de esta
extension. Tales grupos de Galois, en general, no van a ser conmutativos. Como

(9.9 (PeE[m],c € G)= o (P) € E[m],

en particular el automorfismo o (y por lo tanto: inyectivo) induce una permutacion
de los puntos de E [n] que respeta la estructura de grupo:

(9.10) c(P+Q)=0(P)+0(Q), o(—P)=—-0(P).

De modo que cada o € G da lugar a un homomorfismo del grupo E [m] en si mismo.

En general, el conjunto Z,, := Z/mZ de los enteros moédulo m es un anillo
conmutativo (con la suma y producto habitual de clases) y con divisores de cero
si m no es primo (y consecuentemente Z,, no es un cuerpo si m no es primo).
Pero si m = p es primo, entonces Z/pZ es un cuerpo finito de p elementos, el cual
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acostumbra simbolizarse F,, (como en las secciones anteriores). Esto hace que el
grupo Abeliano F [m] sea:

= un mddulo libre de dimension 2 sobre Z,, (cuando m no es primo), y
» un espacio vectorial de dimension 2 sobre F,, (cuando p es primo).

Luego, o € G actuando sobre E [p] es, para p primo, una transformacion lineal de
un espacio vectorial. Y esto es lo que se denomina una representacion del grupo G
(como las vistas en la seccion 2.2). No todo grupo admite una representacion como
en este caso, y que G la admita es una gran ventaja. Para toda o € G : o~ ! induce
el morfismo inverso, y por lo tanto la representacion tiene inversa.

Cuando m no es primo lo que estamos haciendo es “algebra lineal sobre un anillo”,
y entonces las cosas se complican, porque alli hay elementos que no tienen inverso.
Miremos entonces el caso m = p primo (como veremos, si entendemos este caso
vamos a entender todo). Si tomamos en E[p] dos puntos P; y P> “independientes”,
obtenemos una base de E[p|, dado que

(911) E[p} :{a1P1+a2P2 tai,az GFP}’

y entonces toda transformacion lineal h : E[p] — E[p] queda completamente
definida por sus valores sobre P; y P» (que, como acabamos de decir, constituyen
una base para el espacio vectorial E [p]) :

(9.12) h(P1) = apPy +yn P, h(P>) = BrP1 + 6P,

de modo que h queda caracterizada por la matriz M € GLy(F,) de la transformacion
lineal en la base {P;, P»}.

Volvemos ahora al caso general (m primo o no). Dada ¢ € @G, induce una
transformacion lineal o : E[m] — E[m],P — o (P) (que es la accién de o en
E [n]). Como dicha transformacion lineal tiene inversa, si elegimos una base de E[m]
(como Z,,-mo6dulo) le podemos asociar una matriz M € GLg (Z/mZ). En particular
det (M) € (Z/mZ)*, donde con (Z/mZ)™ representamos el grupo multiplicativo de
los elementos inversibles del anillo Z/mZ.

Estas representaciones que hemos construido se enmarcan dentro de las represen-
taciones de Galois definidas anteriormente, pero provienen de la curva eliptica E en
cuestion.

(9.13) G™ :=Gal (Q(E[m])/Q) ~ pm : G™ — GLy (Z/mZ) .

Ademas, la anterior también se denomina construccion fiel, dado que las p,,
resultan inyectivas. Pero en general no son exhaustivas (o suryectivas).

Recordar que vimos que el anillo de ntimeros p-adicos se podia obtener como
“pegar” los anillos Z/p" para distintos valores de r (esto es truncar las series (1.3)).
Queremos hacer un proceso similar para construir representaciones de Galois con
coeficientes en los enteros p-adicos Z, a partir de las representaciones p,-. Pues
bien, para los anillos Z/p" tenemos definidas las respectivas representaciones pyr :

pp : GP — GL2 (Z/pZ)
ppr : G” — GLs (Z/p*Z)

ppr : GP — GLy (Z/p"7Z)
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Notar que Q(E[p]) € Q(E[p?]) C .... En particular, G? es un cociente de GP” (dado
por restringir los automorfismos al cuerpo Q(E[p])) y asi sucesivamente. Si elegimos
las bases de E[p], E[p?], etc de manera “compatible”, o sea que si {Q1, @2} es base
de E[p?] entonces la base elegida en p, es exactamente {pQ1,pQ2}, entonces si
a los coeficientes de la representacion p,2 los reducimos médulo p, obtenemos p,,.
Esto se debe a que si 0 € Gal(Q/Q), entonces para construir p,2 debemos escribir
o0(Q1) = aQ1 + SQ2, y asi obtenemos la primer columna de la matriz. Pero como o
preserva suma, o(pQ1) = ap@Q1 + fpQ2, lo que da la primer columna de la matriz
de p,. Mirando todas las representaciones a juntas, podemos obtener una matriz
en GLy(Z,) a partir de ellas (de la misma manera como construimos los ntimeros
p-adicos en (1.3). Este proceso como ya mencionamos corresponde a tomar un limite
inverso (que es una construccion general). Asi obtenemos una representacion, que
se simboliza ppoo :

(9.14) ppe 2 GP~ — GLy (Z,) .

Otra forma de obtener dicha representacion, es a partir de los Z/p"-moédulos E[p”],
hacer una construccién similar, tomando limite inverso, lo que da un Z,-médulo de
rango 2, llamado el mddulo de Tate de E, y que se denota por T),(E). Asi, podemos
pensar la representacion como pye : Gal(Q/Q) — Aut(7,(E)). Como vimos en la
seccion de representaciones de Galois, a veces es preferible con trabajar con espacios
vectoriales en lugar de médulos. Como Z, C Q,, simplemente podemos pensar a
nuestra representaciéon como

(9.15) pp= : Gal(Q/Q) — GLy(Qp).

El criterio de Néron-Ogg-Shafarevich dice que la extension Q(E[p"])/Q es no ramifi-
cada fuera de p y de los primos que dividen a A(FE), para todo valor de r. Luego
por el Teorema de Chebotarev, el conjunto {Frob,}, para todo primo ¢ con ¢ # p es
denso en GP™ .

Teorema 9.3. Sean E/Q es una curva eliptica, p un ndmero primo y ppee : Gr~ =
GL3(Zy). Si £ es un primo bueno para E, entonces el polinomio caracteristico de
ppe (Froby) = 2?2 — apz + £.

Demostracion. Ver por ejemplo [21] Proposicion 8.6. O

Lo sorprendente de este resultado esté en que este polinomio caracteristico no
depende del primo p, sino solamente del primo ¢, y que la traza coincide con el
invariante ay que definimos asociado al nimero de puntos de una curva eliptica sobre
el cuerpo ;. De modo que si hubiéramos montado toda la construccién precedente
a partir de otro primo g # p, al pasar al limite (proyectivo) hubiéramos llegado a la
aplicacion pg que a los Frobenius {Frob,} para ¢ primo, £ # p y £ # g, le hubiera
hecho corresponder la matriz de GL2 (Z,) cuyo polinomio caracteristico hubiera
coincidido con el anterior.

Ejercicio 9.4. A la representacion de Galois pp~ le podemos definir una L-serie
denotada L(ppe, s). Probar que dicha L-serie converge absolutamente si R(s) > 2.

Pregunta: dada la representaciéon ppe, jque podemos decir de su imagen?

En general, los tinicos morfismos de curvas elipticas son los triviales A, (9.7).
Cuando hay méas endomorfismos, ademés de ellos (que siempre existen), se dice que
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la curva eliptica E tiene multiplicacion compleja (MC en adelante). Estas ultimas
son curvas “raras”. Una de ellas, por ejemplo, es 4% = 2% 4+ x. Las curvas que tienen
MC tiene la propiedad de que las representaciones de Galois pp asociadas tienen
imagen “no muy grande” para todo p. De hecho, se sabe que la mitad de los a, son
iguales a 0, y esto fuerza al grupo de matrices imagen a ser “casi abeliano", méas
precisamente, es un grupo que contiene un subgrupo abeliano normal de indice 2 .

Para enunciar el teorema de Serre nos ponemos, por el contrario, en el caso (el
mas frecuente) de curvas sin MC. Nos preguntamos:

= pp jes suryectiva ?( es decir, su imagen es todo GLq (Z/pZ)),
m ppee (€S suryectiva?
En primer lugar, se tiene el siguiente resultado (ver [19]):

Lema 9.5 (Serre). Sip > 3, p, es sobreyectiva si y solo si ppes es sobreyectiva.

A partir de este lema, basta estudiar el problema de las imégenes para las
representaciones p,, que tienen la ventaja de que su imagen es un grupo finito, si
se desea probar que las imégenes son grandes. Es asi como comienza la prueba del
siguiente resultado.

Teorema 9.6 (Serre). si E no tiene MC entonces pp~ es suryectiva para casi todo
p (esto es: para todo primo p, salvo un nimero finito). El conjunto finito donde esto
falla es un conjunto a veces llamado de primos excepcionales.

El Ejemplo (8.5), de la curva eliptica peculiar y?> = x> — x, lo era porque la misma

itiene multiplicacién compleja! Otro ejemplo similar es el de la curva dada por la
ecuacion y? = x3 + z, que también tiene MC, el endomorfismo extra es el siguiente:
¢ (z,y) = (—,iy).

El teorema de Serre nos dice por lo tanto que las curvas sin MC tienen grupos
de Galois asociados Gal (Q (E [p™]/Q)) = GL2 (Z,) para casi todo primo p. En
cambio, las curvas con MC (y esto se sabia con anterioridad al resultado de Serre)
tienen grupo de Galois Gal (Q (E [p>°] /Q)) “casi conmutativo” para todo primo p.

10. PUNTOS RACIONALES EN CURVAS DE GENERO MAYOR QUE 1

En la década de 1920, L. Mordell conjeturd que todas las curvas de complejidad
superior (las de nivel siguiente al de las elipticas) poseen sblo un nimero finito
de puntos racionales, esto es, que para ellas #C (Q) < co. Esta propiedad resulto
ser cierta y fue probada por G. Faltings en 1983 (quien en 1986 recibi6 la medalla
Fields por demostrar esta conjetura de L. Mordell y otras, debidas a J. Tate, a I.
Shafarevich, etc.).

La famosa afirmaciéon de P. de Fermat, conocida como “la Conjetura de Fer-
mat” 6 “el Ultimo Teorema de Fermat” (se supone que del afo 1637) de que
para todo n > 3, no existen soluciones en nimeros enteros para la ecuacién
a™ 4+ y™ = 2" fuera de las triviales (que son: (1,0,1) y (0,1,1) cuando n es impar,
y (£1,0,£1),(£1,0,F1),(0,£1 £1) y (0,£1 F1) cuando n es par, ademés del
(0,0,0) en ambos casos), equivale (deshomogeneizando) a la afirmacion de que para
todo n > 3, no existen soluciones en nimeros racionales (fuera de las triviales)
para la ecuaciéon z™ + y™ = 1. Esta familia de ecuaciones define: una curva eliptica
(cuando n = 3) e infinitas curvas de complejidad superior (cuando n > 4).

Aunque en la época en que G. Faltings demostré la conjetura de Mordell, el
Ultimo Teorema de Fermat no habia sido probado, la misma significo un avance
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en favor de la veracidad de este ultimo, pues podia asegurarse, al menos, que de
existir soluciones para la ecuacion 2™ + y™ = z™ (con n > 4), éstas solo podrian ser
un nimero finito para cada n.

Hoy ya sabemos que la Conjetura de Fermat es cierta. Fue probada en sus
primeros casos particulares por el propio P. de Fermat (para n = 4, quien indico el
método a seguir en una carta), por L. Euler (alrededor de 1740, para n = 3), por
A-M. Legendre y G. Dirichlet (en 1823, para n = 5), etc.; y en toda su generalidad
por A. Wiles, en 1994 (ver [25]), quien en 1998 recibi6 un premio especial, otorgado
por la Unién Mateméatica Internacional, en reconocimiento a su trabajo.

Concretamente, por ejemplo, la curva C' de complejidad superior definida por
la ecuacién x% + y® = 1 no tiene puntos racionales aparte de los triviales (0,1) y
(1,0) que constituyen C (Q) en este caso. Ademaés, el conjunto finito C (Q) de las
curvas de complejidad superior no posee ningtn tipo de “estructura” (esto es: sus
puntos no forman grupo, etc.) y también por eso se hace realmente dificil abordar
el estudio de los mismos en dichas curvas.
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Parte 1. Fundamentos de grupos aritméticos
1. INTRODUCCION

El objetivo de estas notas es introducir y describir las principales propiedades de
los subgrupos aritméticos que es una clase muy importante de subgrupos discretos
de grupos de Lie reductivos que a la vez son de gran utilidad en geometria diferencial
y en teoria de nimeros.

En estas notas GG denotara un grupo de Lie, es decir, un grupo que es a la vez
una variedad diferenciable real donde la funcién (x,y) — zy~! es de clase C°.
Requeriremos ademas, que G tenga un numero finito de componentes conexas. El
lector no familiarizado con grupos de Lie, puede pensar en ejemplos concretos
de grupos de matrices tales como GL,(R), GL,(C), SL,(R), SL,(C), SO(n,m),
SU(n,m), que iremos definiendo de manera precisa en el curso de estas notas.

Versién final: 6 de junio de 2019.

Estas notas corresponden al curso dictado por los autores en la escuela AGRA III, Aritmética,
Grupos y Analisis, del 9 al 20 de Julio de 2018 en Cérdoba, Argentina. Las primeras cinco secciones
fueron redactadas por E. Lauret y R. Miatello de manera conjunta, mientras que las dltimas cuatro
fueron escritas por B. Linowitz.
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El primer caso que surge naturalmente es el de un subgrupo discreto L de R", es
decir L = Z;n:l Zv; donde vy, ..., vy, son vectores R-linealmente independientes de
R™. Un subgrupo L discreto de rango maximo (m = n) es denominado reticulo. En
ese caso, el cociente R™/L es isomorfo a un toro n-dimensional.

Otro ejemplo natural surge de la geometria hiperbdlica. El plano hiperbolico se
identifica al semiplano superior H de C munido de la métrica hiperbdlica y en H el
grupo SLa(R) actia por transformaciones de Mobius. Esto es, dado g = [‘Z Z] sea
g-z:= %. El subgrupo de isotropia de i es el subgrupo SO(2) y de este modo se
tiene la identificacion SO(2)\SLz(R) ~ H.

Los subgrupos discretos de SLa(IR) tales que el cociente H/T' tiene medida finita
son llamados subgrupos fuchsianos de primera clase y el espacio cociente se puede
representar por una region fundamental con identificaciones en el borde. Para estos
grupos la region puede tomarse como un poligono hiperbolico con un nimero finito
de lados. En consecuencia, el cociente tiene area hiperbélica finita.

Los casos més simples son los llamados subgrupos principales de congruencia
I'(N), con N € N, donde

(1.1) I'(N)={ge€SLa(Z): g=1d (mé6d N)}.
Se tiene la sucesion exacta
(1.2) 1 —T(N)— SLy(Z) — SLy(Zn) — 1

que muestra que I'(N) tiene indice finito en SLo(Z).
Una region fundamental estandar para SLa(Z) es la region triangular con area
/3 dada por

F={z€H:|Re(z)| <%, |2]/>1}.
En el caso del grupo I'(2) que tiene indice 6 en SLy(Z) se puede tomar
F={z€H:|Re(z)| <1, [z—3|>1, |z2+3]>1}.

Observemos que en estos casos H/I' no es compacto, luego tampoco lo es
SLa(R) /I, pero si es de area finita. En el caso de I'(2), el area es igual a 2.

Definiciéon 1.1. Si G es un grupo de Lie y I' C G es un subgrupo, I' es un reticulo
si I' es discreto y de covolumen finito; I" se dice cocompacto si G/I" es compacto.

Ejemplo 1.2. Algunos ejemplos tipicos de reticulos:

(i) Si{v;}7 es una base de R", L = > Zv; es un reticulo en R". Todo reticulo
en R" es de este tipo.
(ii) T(N) es un reticulo en SLo(R), para todo N € N.
(iii) SL,,(Z) es un reticulo en SL,, (R) para todo n. Esto sera probado mas adelante.

(iv) Sea O(p,q) = {g € GLp14(R) : gJg* = J} donde J = {Ié’ _Olq] es el grupo
de transformaciones lineales en RPT4 que preservan la forma cuadratica
Zl’xf -3 x2. Este grupo contiene el reticulo O(p, q)z de matrices enteras

en O(p, q).

Los ejemplos (ii), (iii) y (iv) son casos particulares de los llamados grupos
aritméticos. Nos interesaran particularmente los subgrupos cocompactos, que son
mas dificiles de construir. Estos seran tratados en las secciones 6 a 9 de las notas.
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2. PRELIMINARES

En esta seccién introduciremos varios conceptos necesarios para el desarrollo de
los temas principales de las notas.

2.1. Medidas y nociones topologicas. Un grupo topoldgico G es un grupo que
es a la vez un espacio topologico donde la funcion ¢(z,y) =2y~ !, ¢ : G x G — G
es continua. El grupo G se dice localmente compacto si para cada punto existe un
entorno compacto. Se asume ademas que tal grupo es Hausdorff, esto es dados dos
puntos distintos z e y, existen entornos disjuntos U, e U, de = e y. Todo grupo
topologico localmente compacto admite una medida invariante a izquierda positiva
boreliana que es tnica salvo miltiplos positivos. Es la llamada medida de Haar.

Sea G un grupo topologico localmente compacto. Se denota C.(G) al espacio
de funciones continuas complejas sobre G con soporte compacto. Fijamos g una
medida de Haar invariante a izquierda de G. Si f € C.(G), la integral de f con
respecto a pug es

/ f(9)duc(g).
G

Para cada x € G, la aplicacion

fHLﬂme@

define una nueva medida invariante a izquierda en GG. Por la unicidad de la medida de
Haar, a menos de un multiplo positivo, existe Ag : G — RT (RT := {t e R: ¢ > 0})
en G, la funcion modular, definida por la ecuacion

AdmLﬂdem:LﬂwwM@»

para cada f € C.(G). Se puede ver que Ag es un morfismo continuo (Ejercicio 2.1).

Se dice que G es unimodular si Ag = 1 esto es, si toda medida de Haar invariante a
izquierda es también invariante a derecha. Se prueba que todos los grupos compactos
son unimodulares, asi como los grupos conmutativos y nilpotentes (ver Ejercicio 2.2).
También lo son los grupos con conmutador denso (e.g. los grupos semisimples), esto
es [G,G] = G, ya que Ag([r,y]) = Ag(xyz~—ty~!) = 1 para todo x,y € G pues R
es abeliano.

Ejemplo 2.1. El siguiente grupo no es unimodular:

{(g yﬂ) :xeR,yeR*}:R*xR.

Sea H un subgrupo cerrado de G. Denotamos por C.(G/H) al espacio de funciones
complejas sobre G/H con soporte compacto.

Teorema 2.2. Si G es unimodular y H es un subgrupo cerrado unimodular, el
espacio homogéneo G/H admite una medida G-invariante. Esta medida es unica
salvo un maltiplo escalar positivo.

La demostracion del teorema se puede encontrar en [14, Lem. 1.4].
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2.2. Grupos de Lie. Un grupo de Lie G es un grupo topolégico que a la vez es
una variedad diferenciable real en el cual las operaciones (z,y) — 2y y © — 2~}
son de clase C*°. En particular, si g € G, las traslaciones a izquierda y a derecha,
lg:x+— gxyry: x— xg respectivamente, son difeomorfismos de G.

Un grupo de Lie mantiene todas las propiedades locales de R”, por ejemplo es
localmente compacto y localmente conexo. Ademas, la componente conexa de la
identidad G° de G es un subgrupo abierto normal de G'y #G /G es igual al niimero
de componentes conexas de G. En estas notas trabajaremos con grupos que poseen
un nimero finito de componentes conexas.

Observamos que todo subgrupo abierto H de un grupo de Lie G es también
cerrado pues GG es union disjunta

G:(UgH)UH

g¢H

y como gH es abierto, para todo g € G, vemos que el complemento de H es también
abierto. R

Un grupo de Lie G posee un cubrimiento universal simplemente conexo G y existe
una aplicacién 7 : G—G que es un isomorfismo local suryectivo, en particular ker(7)
es un subgrupo normal discreto que esta contenido en el centro de G (Ejercicio 2.6).
Si G es simplemente conexo, entonces G coincide con G.

Un grupo G se dice simple si no posee subgrupos normales conexos no triviales y
se dice semisimple si su cubrimiento universal es isomorfo a un producto de factores
simples. Los grupos de Lie reales simples estan clasificados (E. Cartan) y los grupos
simples simplemente conexos estan en correspondencia con las algebras de Lie reales
simples (ver [9] o [8]).

A modo de ejemplo, en estas notas trabajaremos con varios grupos semisimples,
tales como los grupos compactos SO(n) y SU(n) de matrices ortogonales o unitarias
de determinante 1, los grupos lineales especiales SL,(R) y SL,(C), y los grupos
O(p, q) de transformaciones invertibles de R, n = p + ¢, que preservan una forma
cuadrética no degenerada de signatura (p, q).

2.3. Reticulos. Ahora consideremos el caso en que H = I' es un subgrupo discreto
de G, es decir, para todo v € T, el conjunto {7} es abierto, con la topologia relativa
de G.

Lema 2.3. Todo grupo discreto es unimodular.

Demostracion. Sea I' un grupo discreto. Como ur es una medida de Haar invariante
a izquierda, si y, denota la funcion caracteristica del conjunto {z} C T para z € T,
tenemos que

pr({a}) = / e (R)dpur () = / xe(&  h)dur(h) = / (h)dpr () = pr({e}).

Luego, todo conjunto puntual de T tiene la misma medida (positiva).
Si f € C.(T), entonces f es idénticamente nula salvo en un conjunto finito,
digamos {hy,...,hq} C T, entonces

d

/F F(R)dpr(h) = f(hpr({hi}) = (Zf >/Lr {e})

i=1
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y por otro lado, para cada z € I' se tiene que

/F f(ha)dpr (h Zf Dpr({hia™! <Zf )ur {e}).

Luego Ar =1 y I'' es unimodular. (]

Definicion 2.4. Un subgrupo I" de G es un reticulo (o lattice) si T' es discreto
y G/I' admite una medida G-invariante finita. Ademaés, T se dice cocompacto o
uniforme si G/T" es compacto.

Nota 2.5. Todo subgrupo discreto y cocompacto de G es un reticulo.

Ejemplo 2.6. Sea V un espacio vectorial real. Un subgrupo Zv; @ ... ® Zv,, con
v; € V para todo ¢ es un reticulo si y solo si el conjunto {vq,...,v,,} es una base
de V. Mas ain, en este caso, es un reticulo cocompacto pues V/Zvi & ... ® Zv,, es
homeomorfo a un toro de dimensién m.

Teorema 2.7. Sea G un grupo de Lie con un nimero finito de componentes conexas.
Sea T un reticulo en G y sea w : G — G/T la proyeccion candnica. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) G/T es compacto.
(ii) No exzisten g, € G y vy, €T, tales que gnyng, * # e para todo n y gnyng;,
e cuando n — 0.
(ii) Sea my(x) = w(xg). Entonces existe U un entorno abierto de e en G tal que
mglu es inyectiva para todo g € G.

Demostracion. Mostremos primero que la condicién (i) implica la (ii), razonando
por el absurdo. Supongamos que ¢,V g, — € ¥ gnYng, ' # € para todo n. Como
G /T es compacto, existe una subsucesion convergente g, I' — gI'. Luego, existen
Bn; €T tal que gn,B,, — g en G, 0 sea g,, = gEnJB L con €n; — €. Por lo tanto,
la sucesion «; := 5n_,- Yn; Bn; de I satisface que a; # e para todo j y a su vez tiene
limite e, un absurdo pues I' es discreto.

Ahora asumamos (ii) y supongamos que (iii) es falsa. Fijemos una base de
entornos abiertos conexos U, de e con U,, = U, U2, C U, para todo m
y tales que N, U, = {e}. Supongamos que para todo m existe g,, € G tal que
Tg.m |U,, 1O €s inyectiva. Entonces, existen ty,, vy en Uy, v vm € T’ con uy, # vy,
Y UmGm = UmGmYm- Liuego, ’U;zlum = gm’)/mg;Ll — ey U;Llum # e para todo m, lo
cual contradice (ii).

Ahora asumiendo (111) supongamos que G / I" no es compacto. Sea U un entorno
abierto conexo de e con U compacto, U = U~ y sea V = U?. Probaremos que mglu
no es inyectiva para algin g € G. Sea C' compacto en G/T'. Entonces G/T' \VC # (.
Sea g1 € G con g1I" € G/T N\ VC. Entonces, Ug;I' C G/T \ UC. Similarmente
existe ga € G con goI' € G/T' N VC UV ¢TI Tterando este procedimiento se obtiene
una sucesion de conjuntos disjuntos conexos Ug,I' en G/I" para cada n € N. Si
Tyl es inyectiva para todo n entonces w4y : U — my(U) es un homeomorfismo y
payr(mg(U)) = pa(U) para todo n. Luego (G /T') = oo, un absurdo pues I' es un
reticulo. O

2.4. Conmensurabilidad. La siguiente nocion serd muy tutil en el resto de estas
notas.
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Definicion 2.8. Dos subgrupos A y B en un grupo G se dicen conmensurables si la
interseccion es de indice finito en ambos, es decir, si [A/JANB|=[A: ANB] < o
y |B/ANB|=[B:ANB] < .

Se puede ver que la conmensurabilidad es una relacion de equivalencia (Ejerci-
cio 2.7)

Proposicién 2.9. Sean T' y I dos subgrupos conmensurables de un grupo topold-
gico localmente compacto G. Entonces, si I' es discreto, un reticulo, o un reticulo
cocompacto, IV también lo es.

Demostracion. Si T es discreto, entonces I' NIV es discreto. Para probar que I' es
discreto, es suficiente ver que toda sucesion convergente en I' es estacionaria.

Sea x, € I una sucesion convergente a x. Sea {y; = e,72,...,74} C I" los
distintos representantes de IV /T NT". Para cada n € N, existe §,, € T NT” tal que
Tn = i, 0n con iy € {1,...,d}. Luego, existe al menos un ¢ tal que i,, = ¢ para una
cantidad infinita de indices n € N. Definimos la subsucesiéon n;, j € N dada por
tales indices.

Tenemos que z,,; = yt,; — = cuando j — oo, por lo tanto 6,, — v; tx. Como
para cada j € N, 6,,; vive en el conjunto discreto I'NI", la sucesion 6,,; es estacionaria,
es decir, ,; = 6 € I'NT" para todo j > J con J € N suficientemente grande. Luego
la subsucesion z,,; es estacionaria.

Si probamos que existe N € N tal que ¢,, =t para todo n > N, la prueba estara
completa. Supongamos contrariamente que existen infinitos indices m € N tal que
im # t. En ese caso, existe s € {1,...,d} con s # t e indices my, tales que my = s
para todo k € Ny asi x,,, = 7s0m, . Entonces

Ty, = Ybn, con b, = 6 para todo j > J,
Ty, = VsOm, con 6,,, = 01 para todo k > K.
Ademas, como Tn; Y Tm, CONvVergen a r, obtenemos que
Vil = Hmka:;zixnjﬁgjl — 6,071,

por lo tanto 5 1y, = 0,60~ € T NTY, lo que es una contradiccién pues 75 y ¢ son
representantes distintos de I'/T N T”. Luego I es discreto.
Veamos ahora que si I' es un reticulo, entonces I' N TV es también un reticulo. En
efecto
vol(G/TNT') = vol(G/T) - [T : T NT'] < cc.
Por otro lado, I es un reticulo pues
vol(G/T") = vol(G/T NIV : T NT']7* < oo.

Supongamos finalmente que G/T" es compacto. Para ver que G/T” es compacto
basta ver que G/I'NT" es compacto. Sea 7’ : G — G /T NT” la proyecciéon canoénica.
Como G/T" es compacto, existe  C G compacto tal que 7(2) = G/T" (Ejercicio 2.8).

AhoraT'/T NIV = Ulefyi(l‘ NI’) con~; € I', 1 <i < d. Probaremos que

d
(2.1) i (U Q%) = G/INT.
i=1

Si z € G, entonces k~!x € T para algiin k € Q, dado que 7(Q) = G/I". Luego,
k=lz = ~;0, 0 € T NI’ para algtin i € {1,...,d}. Por lo tanto

7'(z) = ' (kv:0) = 7' (kv;) € 7' (),
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lo que verifica (2.1), luego G/T NI es compacto como se afirmé. Esto concluye la
prueba de la proposicién. O

2.5. Ejercicios.

Ejercicio 2.1. Demostrar que la funcién modular Ag : G — R* de un grupo
topologico localmente compacto G es un morfismo continuo.

Ejercicio 2.2. Demostrar que las siguientes clases de grupos son unimodulares:

1. Grupos compactos.
2. Grupos conmutativos.
3. Grupos topoldgicos localmente compactos que admiten un reticulo.

Ejercicio 2.3. Demostrar que el grupo en Ejemplo 2.1 no es unimodular. Ademas,
encontrar el isomorfismo senalado en tal ejemplo.

Ejercicio 2.4. Probar que [, f(z™)dz = [, f(x)A(z™")dx para toda f € C.(G).

Ejercicio 2.5. Sea I un reticulo en un grupo de Lie G. Probar que I' es finito si y
s6lo si G es compacto.

Ejercicio 2.6. Sea G un grupo de Lie con cubrimiento universal « : G = G.

Mostrar que ker(7) es un subgrupo normal discreto que esta contenido en el centro
de G.

Ejercicio 2.7. Demostrar que la conmensurabilidad es una relacién de equivalencia.

Ejercicio 2.8. Sea I" un reticulo cocompacto de un grupo de Lie Gy 7 : G — G/T

la proyeccion candnica. Mostrar que existe un subespacio compacto 2 de G tal que
m(Q) =G/T.

Ejercicio 2.9. Un grupo se llama sin torsién si no tiene subgrupos finitos no
triviales. Mostrar que SL,,(Z) tiene un subgrupo de indice finito sin torsion.

3. GRUPOS ARITMETICOS

En esta seccién introduciremos los subgrupos aritméticos de grupos algebraicos
definidos sobre los ntimeros racionales. Los puntos reales de tales grupos son grupos
de Lie semisimples.

3.1. Grupos algebraicos. Sean V un C-espacio vectorial de dimension finita
y K un subcuerpo de C. Sea Vk una K-forma de V', esto es, Vk es un K-espacio
vectorial tal que V ~ Vx ®k C, o equivalentemente, Vk tiene una K-base que también
es C-base de V.

Denotamos C[V] al espacio de funciones polinomiales en V' con coeficientes
complejos. Esto es, P € C[V]si P:V — C, y para una base de V, {v1,...,v,}, se
tiene que

Plajvy + ...+ apvy) = Z Coalt . anm,
a=(a1,...,0n ) END
con ¢, € C, todos nulos salvo una cantidad finita. Denotamos K[V] a las funciones
polinomiales en V' que tienen coeficientes en K (ver Ejercicio 3.3).

Una variedad algebraica Z es un subconjunto de V' que a su vez es el conjunto
de ceros de una familia de funciones polinomiales en V. Sea I(Z) C C[V] el ideal
de polinomios en V' que se anulan en Z y C[Z] := C[V]/I(Z) el anillo de funciones
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regulares en Z. Diremos que Z estd definida sobre K (o que es una K-variedad
algebraica) si I(Z) es generado como ideal por la interseccion I(Z) NK[V]. Esto
es equivalente a que la variedad puede ser definida como los ceros de funciones
polinomiales en K[V] (ver Ejercicio 3.4). Denotemos K[Z] = K[V]/(I(Z) NK[V]) al
anillo de funciones K-regulares de Z. Un K-morfismo de K-variedades ¢ : Z1 — Z5
es un mapa tal que f oy € K[Z;] para todo f € K[Z5]. En este caso diremos que ¢
estéa definido sobre K.

Notemos que el grupo de transformaciones lineales invertibles GL(V') hereda
una estructura de variedad algebraica del espacio vectorial Endc (V) x C de tal
modo que GL(V) se identifica con la variedad algebraica {(T,t) € End¢(V) x C:
det(T)t — 1 =0} por T ~ (T,det T~1). Més atin, GL(V) esta definido sobre Q, y
por lo tanto sobre cualquier subcuerpo K de C.

Definiciéon 3.1. Un grupo algebraico lineal definido sobre K es un subgrupo G C
GL(V) que es una K-subvariedad algebraica de Endc (V') con respecto a la K-forma
End(V)]K

Nota 3.2. La K-forma End(V)k de End¢(V) esta definida en el Ejercicio 3.2.

En lo sucesivo, abreviaremos llamando K-grupo algebraico a un grupo algebraico
lineal definido sobre K. En el caso K = C, diremos simplemente que G es un grupo
algebraico.

Nota 3.3. Cada vez que tomamos un K-grupo algebraico G C GL(V), estamos
asumiendo que V posee una K-forma Vi, que a la vez induce la K-forma End¢(V)k
que define la estructura de K-variedad algebraica de G. Fijada {v1,...,v,} una
K-base arbitraria de Vi, se tiene la identificacion de GL(V') con GL,,(C) dada por
T — (a;;)i,; donde Twv; = Zj a; jv;j. También se tienen las identificaciones V' = C"
y Vk = K"

Ademas, cuando escribamos GL,,(C), estaremos asumiendo que la K-forma esco-
gida en V = C" es Vg = K". Ademas, si G C GL,(C) es un grupo algebraico y A
es un subanillo de C, denotaremos G4 = G N GL, (A).

Un K-morfismo de K-grupos ¢ : G; — Gg es un K-morfismo de K-variedades
que es también un morfismo de grupos. Un K-morfismo de la forma p : G — GL(V)
es una K-representacion de G.

Nota 3.4. Si G C GL,(C) es un K-grupo, Gg := GNGL,,(R) es un grupo de Lie con
un numero finito de componentes conexas. Diremos que un grupo algebraico G es
semisimple si el algebra de Lie del grupo de Lie Gg es semisimple o equivalentemente,
si el cubrimiento universal es un producto de grupos simples.

Terminaremos esta subseccion con algunos ejemplos de grupos algebraicos de-
finidos sobre K. En lo que sigue, dada una matriz A, denotaremos con a; ; a sus
entradas.

Ejemplo 3.5. Como ya mencionamos, GL(V) es un Q-grupo algebraico. De manera
similar, SL(V') también lo es ya que el polinomio que lo define, det(T) — 1 = 0, tiene
coeficientes racionales.

Ejemplo 3.6. Sea J una matriz simétrica real, n x n, no degenerada, con coeficientes
en K. Entonces,
O(J) :={A € My(C): A'JA=J}
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es un grupo algebraico definido sobre K. En efecto, el ideal de polinomios que lo
define est4 generado por las coordenadas de la matriz A*JA — J, las cuales pueden
verse como polinomios en las entradas a; ; de A con coeficientes en K.

Sea O(J)g, el grupo de transformaciones lineales de R™ que preservan la forma
cuadrética F(z) := z'Jz para todo z = (z1,...,2,)" € R™, es decir, O(J)r = {g €
GL,(R) : F(gx) = F(z), Yz € R"}.

Claramente el subgrupo SO(J) := O(J) N SL,(C) es también un Q-grupo alge-
braico.

Ejemplo 3.7. Como caso particular del ejemplo anterior, tomemos n =p+q, y
J = diag(r1,...,rp, —S1, -+ — Sq);

con 1, 8; racionales positivos para todo 7 y j. Entonces, O(J)r es el grupo transfor-
maciones lineales de R™ que preservan la forma cuadratica

F(z):=a'Jr=rad 4+ -+ Tpx?) — sle,_H — = sqfo_q.

Entre los polinomios que definen O(J) tenemos por ejemplo al inducido por la
ecuacion determinada por la coordenada (1,1): Py 1(A4) = Pr1(a11,61,2,---,04,d) =
7"1@%71 + -+ rpa?)’l — slafﬂrl)l — = sqafﬂrq,1 — 1.

Nota 3.8. Para

I, :=diag(1,...,1,-1,...,-1),
: N— N ——
p-veces g-veces

denotamos O(p, q) = O(L,4) v SO(p,q) = SO(I} 4)-

Se puede ver que para cualquier matriz simétrica real J no degenerada n x n,
existen enteros p y ¢, con n = p+g, tales que los grupos O(J) y O(p, ¢) son conjugados
(ver Ejercicio 3.6). En particular, ellos son isomorfos como grupos algebraicos (sobre
C). Ademas O(J)r y O(p, ¢)r son conjugados, por lo que son isomorfos como grupos
de Lie. A pesar de esto, O(J) y O(p, q) son en general diferentes como Q-grupos
algebraicos, y definen grupos aritméticos esencialmente distintos.

3.2. Subgrupos aritméticos. Sea G un subgrupo algebraico de GL(V') definido
sobre @, donde V' es un C-espacio vectorial munido de una Q-estructura Vg. Sea L
un reticulo contenido en Vg, i.e., un Z-submodulo libre de Vg, generado por una
Q-base de V. !

Denotamos Gg = {g € G : gV = Vi }, el grupo de puntos Q-racionales de G, y
para L un reticulo en Vg, sea

Gr:={9€Gg:9(L)=L}.

Definiciéon 3.9. Sea G C GL(V) un subgrupo algebraico definido sobre Q. Un
subgrupo aritmético de G es un subgrupo I' de Gg que es conmensurable con Gy,
para algin reticulo L en V.

Ejemplo 3.10. Por ejemplo, en el caso G C GL,,(C) (i.e. V=C" y Vu = Q"),
tomando el reticulo L = Z" obtenemos G = Gz = G N GL,(Z).

Mas atn, si L es cualquier reticulo en Q" con Z-base B, y si C € GL,(Q)
es la matriz de cambio de base de B a la base candnica C, entonces se tiene
que G, = C71GzC, y se puede verificar que G, C Gg es conmensurable con
Gz C GL,(Z), pero G|, no es necesariamente un subgrupo de GL,,(Z).

1sar la palabra reticulo para L en Vg es un abuso del lenguaje muy util. Asimismo, L es un
reticulo en el sentido usual en el R-espacio vectorial Vg ®g R.



174 EMILIO A. LAURET, ROBERTO J. MIATELLO, Y BENJAMIN LINOWITZ

Nota 3.11. Mencionamos en la Nota 3.3 que, tomando cualquier Q-base de Vg, todo
Q-grupo algebraico G C GL(V) puede realizarse dentro de GL,,(C) con respecto a
la Q-forma estandar Q™ en C™. Esto nos permitira asumir (sin perder generalidad)
en algunos de los siguientes enunciados que los grupos algebraicos sobre Q estan
contenidos en GL,,(C) (con respecto a la Q-forma Q™ en C™).

Definicion 3.12. Sea G C GL,(C) un Q-subgrupo algebraico. Para N € N,
definimos el subgrupo principal de congruencia de nivel N como

Gz(N)={9€Gz:9g=1d (méd N)}.

El siguiente resultado nos muestra que Gz no depende, salvo conmensurabilidad,
de la realizacion de G como grupo algebraico definido sobre Q.

Proposicion 3.13. Sea G C GL,(C) un subgrupo algebraico definido sobre Q, y
sea p: G — GL(V) un morfismo de Q-grupos algebraicos.

(i) Si L es un reticulo en Vg, entonces existe N € N tal que p(Gz(N))- L = L.
(ii) p(Gz) preserva algun reticulo de Vy.

Demostracion. Sea L un reticulo en Vg, y fijemos una Z-base de L. Sea m la
dimensiéon de V. Para cada g € G, sea [p; j(9)];; la matriz de p(g) : V. — V con
respecto a la base fijada. Se tiene que p(g)i; € Qlg] = Qlg1,1,91,2,-- -+ gm,m] PO
estar p definida sobre Q.

Para cada 1 < 4,5 < m, consideremos

P; (g —1d) := pij(g) — di;.

Claramente P; ; es un polinomio con coeficientes racionales. La razén de tomar como
variables las coordenadas de g — Id = (gx,; — 0,1)x, en lugar de g es para obtener
un polinomio sin término constante. En efecto, P; ;(0) = p; ;(Id) — d;; = 0 para
todo i,j ya que p(Id) = Id.

Sea IV € N elegido de modo que el polinomio N P; ; tenga coeficientes enteros para
todo ¢,j. Si g € Gz(N), entonces gi; — 0x; =0 (méd N) para todo 1 < k,l < m.
Como P, ; no tiene término constante, obtenemos que P; ;(g — Id) € Z para todo
i,j. Luego p; ;(g) € Z para todo g € Gz(N), lo que significa que p(g)- L C L. Como
Gz(N) es un grupo, p(g) - L = L para todo g € Gz(N). Esto prueba (i).

Para la segunda afirmacion, tomamos cualquier reticulo L en Vg. Por (i), existe
un subgrupo de indice finito ' de Gz que deja estable a L. Sean {7v1,...,7%}
representantes de Gz /I, y definimos

L'= Z p(i) (L)
k=1

Se puede ver que L’ es un reticulo en Vg (Ejercicio 3.8) y ademas, claramente L’ es
invariante por p(Gz), lo que prueba (ii). O

Proposicién 3.14. Sea G un subgrupo algebraico de GL(V') definido sobre Q. Si
L y L' son dos reticulos en Vg, entonces Gr, y Gr: son conmensurables.

Demostracion. Por la Proposiciéon 3.13 (i) con p la identidad, existe un subgrupo
I' de indice finito en Gz que deja invariante a L’. Por lo tanto I' C Gp/, luego
I'c G, NG € Gy, lo que implica que Gy N Gy, es de indice finito en Gy,.
Intercambiando L con L’ se ve que G, NGy, es de indice finito también en Gy,. O
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Nota 3.15. A raiz de la proposicion anterior, concluimos que todos los subgrupos
aritméticos de un Q-grupo algebraico fijo G C GL(V) son conmensurables. En
efecto, cada uno de ellos es conmensurable a G, para cualquier L reticulo de Vg,
y la conmensurabilidad es transitiva (ver Ejercicio 2.7). En particular, todos los
subgrupos aritméticos seran cocompactos o no cocompactos simultaneamente.

Corolario 3.16. Sea ¢ : G — G’ un Q-isomorfismo de Q-grupos algebraicos. Si T
es un subgrupo aritmético de G, entonces p(I') es un subgrupo aritmético de G'.

El siguiente teorema es uno de los resultados fundamentales sobre grupos aritmé-
ticos.

Teorema 3.17. Sea G C GL,(C) un grupo algebraico semisimple definido sobre Q.
Entonces Gr/ Gy, tiene medida de Haar finita.

En particular, este resultado asegura que todo subgrupo aritmético en G es un
reticulo en Gg. Su demostracion, debida a Borel y Harish-Chandra [3], es muy
técnica y extensa. En la siguiente seccion, demostraremos el caso particular de SL,,(Z)
como reticulo de SL,,(R) usando los llamados dominios de Siegel. El caso general se
basa en una generalizaciéon de estos dominios a grupos algebraicos arbitrarios.

Ejemplo 3.18. Sea J = diag(2, 3, —1) y definamos B : R3xR? — R la forma bilineal
dada por B(z,y) = 2x1y1 +3x2y2 —T3y3 para & = ($17$2,$3)t7y = (yl,yg,y3)t e R3.
Claramente B es no degenerada, aunque no es definida positiva sino que es indefinida
de signatura (2, 1). El grupo O(J)z esta dado por matrices enteras g cuyas columnas
91,92, 93 € Z* cumplen B(g1, 1) = 2, B(ga, g2) = 3, B(gs,93) = =1, ¥ B(gi,gj) =0
para i # j.

Observamos que no es facil mostrar que O(J)z tiene una cantidad infinita de
elementos (cf. Ejercicio 3.10). El Teorema 3.17 nos dice que O(J)z es un reticulo en
el grupo de Lie no compacto O(J)g, lo cual implica en particular que O(J)z debe
tener una cantidad infinita de puntos (Ejercicio 2.5).

3.3. Ejemplos de grupos aritméticos. Terminamos esta seccién con una serie
de ejemplos de grupos aritméticos.

Ejemplo 3.19. Como ya hemos visto, SL,(Z) (y cualquier subgrupo de SL, (Q)
conmensurable a él) es un subgrupo aritmético de G = SL,,(C). Por lo tanto, SL,,(Z)
es un reticulo de Gg = SL,,(R). En la préxima seccién mostraremos que no es
cocompacto.

Ejemplo 3.20. De manera similar al ejemplo anterior, se tiene que SLo(Z[v/—1])
es un reticulo en el grupo de Lie (real) SLa(C). Para ello, es necesario exhibir un
Q-grupo algebraico G cuyo conjunto de puntos reales sea Gg ~ SLy(C). Lo mismo
vale cuando reemplazamos los enteros de Gauss, Z[v/—1], por los enteros algebraicos
Ok de cualquier extension cuadratica imaginaria K de Q. Estos grupos aritméticos
son conocidos como grupos de Bianchi.

Ejemplo 3.21. Ahora demostraremos que SLy(Z[v/2]) es un grupo aritmético, es
decir, construiremos un Q-grupo algebraico G C GL(V) y un reticulo en L en Vg
tales que G, es isomorfo a SLQ([\/ﬁ}). Notar que Gg no puede ser SLy(R), ya que
SLo(Z[+/2]) ni siquiera es discreto con la topologia relativa (Ejercicio 3.11).

Sea Z[\/ﬁ] = 7 + v/2Z. Tomemos en V := C? x C? la Q-forma dada por

Vo = {(v + v2w,v — V2w) : v,w € Q%}
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y sea

G={9=(55)€GL(C* x C?) : det(g1) =det(gs) =1, g2 = g5 = (§ )},
el cual claramente es un grupo algebraico definido sobre Q. Ademas, es isomorfo
(como grupo abstracto) a SLy(C) x SLy(C), y Ggr ~ SL2(R) x SL2(R) como grupos
de Lie.

Sea

L= {(v+vV2w,v—V2w) :v,w € Z*}.

Resta ver que SLy(Z[+/2]) puede ser identificado con G . En efecto, si o : Q[v/2] — C

denota la incrustacion no trivial (i.e. o(a + \/ib) = a— v/2b para a,b € Q), v la
extendemos a las matrices 2 x 2, entonces

9= <g U?g))

Los tres ejemplos anteriores pueden ser enmarcados dentro de un método general
llamado restriccion de escalares que ahora describiremos sin precisar mayores detalles
(ver [17, §5E]). Sea K un cuerpo de niimeros (i.e. una extension finita de Q) con r
incrustaciones reales y 2s incrustaciones complejas, y sea G C GL,,(C) un grupo
algebraico definido sobre K. Entonces existe un Q-grupo algebraico G’ € GL,,(C),
con m = n(r+2s), tal que Go, = GNGL,(Ok) se identifica de una manera natural
con G7, usando las incrustaciones de K a C. Més atn, G C GL,(R)" x GL,(C)®.

Un buen ejercicio es intuir cémo definir G’, en términos de una familia de
polinomios con coeficientes en K que definen G.

En la siguiente seccién estudiaremos condiciones para que el subgrupo aritmético
O(J)z como en el Ejemplo 3.6 sea cocompacto en O(J)g. Otro método muy usado
para construir subgrupos aritméticos I en SLo(R) y SLo(C) utiliza las algebras de
cuaterniones. Se daran muchos més detalles en las ultimas secciones, donde propieda-
des aritméticas de estas algebras se relacionaran con propiedades geométricas de los
cocientes H2/T' y H3/T respectivamente, donde H™ denota el espacio hiperbolico
de dimensién n.

identifica SLy(Z[v/2]) con Gr.

3.4. Ejercicios.

Ejercicio 3.1. Sea V un subespacio vectorial de R™. Probar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
1. VNZ" es un reticulo cocompacto en V.
2. V es generado por V NZ".
3. VNQ" esdensoen V.
4. V puede ser definido por un conjunto de ecuaciones lineales con coeficientes
racionales

Ejercicio 3.2. Sea Vi una K-forma en el C-espacio vectorial V. Mostrar que
End(V)k := {T € Endc(V) : T(Vk) C Vk} es una K-forma de Endc(V), y que
End(V)g ~ Endg (Vk) como K-espacio vectorial.

Ejercicio 3.3. Sea K un subcuerpo de C, sea Vk una K-forma del espacio vectorial
V sobre C con base {v1,...,v,}. Si P:V — C es una funciéon polinomial, entonces

i i
Playvr + ...+ apv,) = g coall ...ar,

a=(11,..yin)
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con ¢, € C todos nulos salvo una cantidad finita. Mostrar que P(v) € K para todo
v € Vi siy solo si ¢, € K para todo a.

Ejercicio 3.4. Sea Z una variedad algebraica. Demostrar que Z esté definida sobre
K siy solo si Z es el conjunto de ceros de una familia de polinomios en K[V].

Ejercicio 3.5. Sea K un subcuerpo de C. Demostrar que si G C GL,,(C) y
H c GL,,(C) son grupos algebraicos sobre K, entonces G x H también lo es.

Ejercicio 3.6. Probar que los grupos O(J) y O(p,q), como en la Nota 3.8, son
conjugados. Para J como en el Ejemplo 3.7, dar explicitamente la matriz que conjuga
O(J) en O(p, q). Notar que en general sus coeficientes no son racionales, por lo que
la conjugacién por ella no es un Q-morfismo.

Ejercicio 3.7. Demostrar que el subgrupo principal de congruencia Gz(N) de nivel
N (ver Definicion 3.12) tiene indice finito en Gz.

Ejercicio 3.8. Probar que L’ es un reticulo en la demostracion de la Proposicion 3.13.
Ayuda: Es suficiente demostrar que es discreto, para lo cual basta encontrar m € Z
tal que mL’ C L.

Ejercicio 3.9. Demostrar el Corolario 3.16.

Ejercicio 3.10. Demostrar (sin usar el Teorema 3.17) que O(J)z, como en el
Ejemplo 3.18, tiene infinitos elementos.

Ejercicio 3.11. Demostrar que SLy(Z[v/2]) no es discreto en SLa(R).

Ejercicio 3.12. Mostrar que una matriz real triangular superior con entradas
diagonales positivas que a su vez es ortogonal, es necesariamente la matriz identidad.

Ejercicio 3.13. Sea L un reticulo en R™ y sean {vy,...,v,} vy {w1,...,w,} dos
Z-bases de L. Demostrar que det(vy,...,v,) = £det(wy, ..., wy).

4. DOMINIOS DE SIEGEL

El objetivo de esta seccion es construir ciertos dominios fundamentales aproxima-
dos para la accion de GL,,(Z) en GL,(R) llamados conjuntos de Siegel.

Borel y Harish-Chandra [3] generalizaron esta construccion a todo subgrupo
aritmético de un grupo algebraico semisimple G definido sobre los nimeros racionales,
demostrando que Gz tiene covolumen finito en el grupo de Lie Gg (Teorema 3.17),
es decir, es un reticulo en Gg.

Los conjuntos de Siegel tiene aplicaciones a la teoria de reducciéon de formas
cuadréaticas, tal como veremos en la Subsecciéon 4.2.

4.1. Descomposicién de Iwasawa. El resultado siguiente describe la llamada
descomposicion de Iwasawa G = KAN del grupo G = GL,(R). La misma descom-
posicién es valida para todo grupo de Lie semisimple real, pero daremos la prueba
s6lo en el presente caso por simplicidad.

Proposicion 4.1. Sean G = GL,(R), K = O(n) el subgrupo de matrices ortogona-
les, A el subgrupo de matrices diagonales con entradas positivas, y N el subgrupo de
matrices unipotentes triangulares superiores. Entonces la funcion ® : Kx AXN — G,
dada por ®(k,a,n) = kan es un difeomorfismo.
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Demostracion. Veamos primero la inyectividad de ®. Si g = kan = k’a’n’ con
k,k' € O(n), a,a’ € Ay n,n’ € N, entonces k'"*k = a/n’'n"ta"! es a la vez
ortogonal y triangular superior con entradas diagonales positivas. Esto implica que
'k =a'n'n"'a~! =1d. Luego an = a’'n/, o sea a’~ta = n'n=!. Como n'n~"! es
diagonal con 1’s en la diagonal se deduce que o’ = a, n’ = n y ya habfamos visto
que también k' = k.

Ahora definiremos la inversa de ®. Sea g € GL,(R) y sean v; = g~ 'e; donde
e1,...,en €s la base candnica de R™. Aplicamos el método de Gram-Schmidt a
V1,...,V,. Definamos u; = ||vy||~tv; e inductivamente, sean

. -1

Upt1 = ||Vkt1 — E (Vg41, uj)u Vg1 — Y (Ukt1,Uj)U;j

J=1 i

-

1

Entonces u; = ) i<i @iV donde la matriz a;; es triangular superior y a;; > 0 para
todo i. Esto define a(g) € Ay n(g) € N tales que (a;;) = a(g)n(g) y k(g9) € O(n)
de modo que para todo i, a(g)n(g)g~te; = k(g)~*

Se tiene asi que g = k(g)a(g)n(g), luego la funcion ® es sobre y ¥ : g +—
(k(g9),a(g),n(g)) es la inversa de ®. Claramente ® y ¥ son continuas, luego @ es
un homeomorfismo. Ademas puede comprobarse que ® y ¥ son diferenciables, pero
omitiremos esta ultima verificacion. (]

Definicién 4.2. Sean ¢,u > 0. Un conjunto de Siegel en GL,,(R) es un conjunto de
la forma S; , = KA:N,, donde

AtZ{GGAIai,iStai+17i+1 i:l,...,n—l},
Ny={neN:|n;;|<u 1<i<j<n}

Nota 4.3. Recordemos que N es difeomorfo a R*"~1/2 y A = (R*)". Observemos
también que si w C N es relativamente compacto, entonces el conjunto

es también relativamente compacto. En efecto, sin = (n; ;) € w, entonces obtenemos

-1y
(ana™');; = anm Luego

[(ana™")ij| <77 [n
para todo i < j, a € Ay, n € N.

Para cada a € A, sea 0, el automorfismo de N dado por o,(n) = ana™!. Entonces
se verifica que |det(oan)| =[], ; aii/a;;.
El siguiente es uno de los principales resultados de la seccion.

Teorema 4.4. Sea G = GL,(R) y I' = GL,(Z). Entonces G = S;,I' para todo
t>2/V3 y|u| <1/2.

Demostracion. En primer lugar veamos que

(4.1) N = Ny 2Nz,

donde Nz = N NGL,(Z). En efecto, si u € N,z € Ny, entonces
(uz)i; = 2zij + Uiit1%Zi41,5 + ...+ Ui j

para 1 < ¢ < j < n, lo que permite definir z; ; por recurrencia desde z,_1 .
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Definamos ® : G — R dada por ®(g) = ||ge1||. Claramente ®(kan) = |jae;|| =
a1 = ®(a). Si g € G fijo, la funcién z — ®(gz) con z € I tiene un minimo positivo
enI' pues {gye; : v € I'} es un subconjunto de elementos no nulos del reticulo g(Z").
Notar también que para u € Nz se verifica que ®(gu) = ®(g) vy agu = aq4.

Afirmacién 1. Si ®(g) < ®(g7) para todo v € T, entonces ai 1 < (2/v/3)az..
Demostracion. En efecto, sea 0 € I' que permuta ey y es vy fija los otros e;. Entonces

go(er) = g(ea) = ka(ea + ni2e1) = k(az2e2 + a1,1n1 2€1).

Luego |lgo(e1)||* = a3 5 + af ;ni 4 < ai /4 + a3 ,. Entonces

®(g)* = a%,l < a%)1/4 + a%z,

lo que implica la afirmacion. |
Afirmacion 2. Sig € G, el minimo de ® en gI' se alcanza en gI' N Sz/\/§,1/2'

Demostracion. Probaremos la afirmacién por induccién. Si n = 1 no hay nada que
probar.

Siz € G, existe y € 2T tal que ®(y) < ®(x) para todo v € T'. Fijemos tal y.
Escribamos k,; Ly = [a})'l Z], con b e GI;n_l(R). Entonces, por hipoétesis inductiva,
existe 2’ € GL,,_1(Z) tal que bz’ € S;/_\/E,l/f

Escribamos bz’ = k’a’n’. Luego

-1 ai,1 * "o
k z= ’ =k"'a"n
y Y 0 ka'n' ,

0 a 0n'
(2/\/§)a§+17i+1 para todo i. Ademas ®(yz) = ®(y) y P(yz) < ®(yz7y) para todo .
Como ademés por la Afirmacién 1 se tiene que af ; < (2/v/3)d4 ,, resulta que
yz € KAQ/\/gN7 luego usando (4.1), z € yI' C KAQ/\/§N1/21" = 82/\/571/21", lo que
prueba la afirmacion. [ |

con z = [(1)3’]’ = K, a! = |:(l1,1 0/} y n! = [1 *} c N y donde 01271' <

Claramente, esto completa la demostracion del teorema. O

En el caso de G = SL,(R), la descomposicion de Iwasawa es la misma que
para GL,(R), es decir SL,(R) = SO(n)A*N, con A* = SL,(R) N A. El conjunto
de Siegel S/, para SL,(R) se define igual que en el caso de GL,(R) y se tiene
Sfu = SLp(R) N S -

El siguiente resultado nos dice que una medida de Haar invariante a izquierda en
G estd dada por p(a)dkdadn donde p(a) =[], aii/a; ;.

Proposicion 4.5. Sean G = GL,(R), K, A y N como en la Proposicion 4.1, y
sean dk, da, dn medidas de Haar en K, A y N respectivamente. Entonces eziste
C > 0 tal que para toda f € C.(G),

/ f(g) dg =C f(kcm) H ai,i/aj,j dk da dn.

G KXxAXN i<j

Demostracion. Por la féormula del cambio de variables, existe una funcién suave
h(k,a,n) tal que

/f(g) dg=/ f(kan)h(k,a,n) dk da dn.
G KXxAXN
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Como dg es invariante a izquierda y a derecha, h es independiente de k y n. Entonces
podemos escribir h(k,a,n) = h(a). Luego

(4.2) /Gf(g)dg:/KXAXNf(kan)h(a) dk dadn.

Ahora, si ag € A,

(4.3) /Gf(g)dg:/Gf(gao)dQZ/KXAXNf(kanao)h(a)dkdadn
:/ f(kan)h(aap™)| det(jac(n — agnag ') dk da dn
KxAxN

= / f(kan)h(aag™ Haoz i/ a0 ; dk da dn.
KXAXN

1<J
Por lo tanto, de (4.2) y (4.3) resulta que
h( - h aa’o HaOZ Z/a’OJJ
i<j
para todo a,ag € A. Tomando a = ag se tiene que h(ao) = h(e) [[;; aoii/ao; ;. lo

que prueba la proposicion.

Proposicién 4.6. El volumen de un conjunto de Siegel Sf',, en SL,(R) con respecto
a la medida de Haar es finito.

Demostracion. Si K* = SO(n) y B* = A*N, sean dk, da, dn medidas de Haar en
K*, A* y N, todas biinvariantes ya que estos grupos son unimodulares.
De manera anéloga a la Proposicion 4.5, dg = p(a)dkdadn es una medida de Haar

en G = SL,(R), con p(a) =[], aii/a;jj. Ademas p(a) = [, <,<,(aii/ait1,i41)™,
con r; € N.
Se tiene entonces que existe C,, > 0 tal que

(4.4) (Cu)_l/s dQS/ p(a)daz/ H(ai,i/flz‘+1,i+1)”da
h log(t
H / (exp riy;) dyi, = H t" < o0,

1<i<n ¥ 1<i<n

lo que completa la demostracion. O

4.2. Teoria de reduccion de formas cuadraticas. El siguiente resultado es
consecuencia de Teorema 4.4.

Corolario 4.7 (Hermite). Si g € G, entonces

lg) < (2/V3)" D72 | det(g)]'/.

min
A€z ~{0}
Demostracion. Sea g’ € gI' N 82/\/5 1/2- Se tiene

, )\ < , _ / _ /
e lla( )Il_glelltlllgv(el)ll llg'(en)ll = aiq,

donde ¢’ = k'a’n’ es la descomposicion de Iwasawa de ¢g’. Luego
(all,l)n < (a1 )" ! 2/\[) a2 2> (2/\f)n(n D72 a/1 1a2 2 a;l,nv

lo cual finaliza la prueba pues det(g) = a} ;a5 5. ...4aj, . O

n,n
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Nota 4.8. El lector interesado en conjuntos de Siegel podra encontrar en [12, 13, 1§]
investigaciones recientes sobre ellos, como asi también algunas de sus aplicaciones
en otras areas de la matematica.

4.3. Ejercicios.

Ejercicio 4.1. Describir una descomposicion de Iwasawa para SO(n,1). Mas pre-
cisamente, encontrar un subgrupo compacto K, un subgrupo abeliano A, y un
subgrupo nilpotente N tal que ® : K x A x N — SO(n, 1), ®(k,a,n) = kan es un
difeomorfismo.

Ejercicio 4.2. Describir el conjunto de Siegel para el reticulo SL2(Z) de SL2(R).

5. CRITERIO DE COMPACIDAD

En esta seccion daremos algunos criterios de compacidad de G/T', donde T es un
reticulo en un grupo de Lie semisimple G.

5.1. Espacio de reticulos. Denotaremos L el espacio de reticulos de R™. Sea

la aplicacion GL,(R) — £ dada por g — g(Z™). Se ve facilmente que esta funcion

es suryectiva. Ademas, si g(Z") = h(Z") para g, h € GL,(R), entonces h=1g(Z") =

Z™ y por lo tanto h~'g € GL,(Z) y en consecuencia tenemos la identificacion

GL,(R)/GL,,(Z) ~ L. Damos a L la topologia inducida por esta identificacion.
La siguiente proposicién ayuda a comprender la topologia de L.

Proposicion 5.1. Una sucesion {L,,}59_; en L converge a Lo si y solo si existe

(m) (0)

una base B, = {vgm), . ,uﬁ[”)} de L., para cada m € Z>q tal que v; ~ — v,

para todo 1 < i < n.

Demostracion. Denotamos 7 : GL,(R) — GL,(R)/GL,(Z) la proyeccién canodnica;
7 es abierta pues si U es abierto, 7717 (U) = Uaecr, z)A - U es abierto.

Sea ¢, € GL,(Z) tal que g, (Z") = Ly, para todo m € Z>. Entonces, 7(gm) —
7m(go). Si U es un abierto de GL,(R) que contiene a gg, entonces existe N € N
tal que 7m(gm) € 7(U) para todo m > N. Entonces g,, € 7~ '7(U), por lo tanto
existen h,, € GL,(Z) tales que h.,'g,, € U para todo m > N, o equivalentemente,

hoytGm — go. Sim > 0, definimos vgm) cc()rn)o la z'—(%?ima columna de la matriz h,,! g,
m

con hg = Id. Se tiene claramente que v;”’ — v, ’ para 1 < i < n, luego las bases
B = {vim), .. ,Uy(lm)} tienen la propiedades requeridas.

Ahora consideremos la reciproca. Para cada m > 0 sea

gm = Ugm) . e 'Uf,(lm)

| |
Como vfm) — v§0)7 se tiene que g, — go en GL,(R) y 7(gm) — 7(go) en

GL,(R)/GL,(Z). Como L, = g,Z", resulta que L, — L. O

Para cada L € L, definamos A(L) = |det(vy,...,v,)| para cualquier base
{v1,...,v,} de L. Como dos bases difieren en un elemento g de GL,,(Z) con deter-
minante +1, A(L) esta bien definido (Ejercicio 3.13).

Teorema 5.2 (criterio de Mahler). Dado un subconjunto M C L, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
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(i) M es relativamente compacto,
(if) A|m estd acotada y existe U un entorno abierto de 0 en R™ tal que LNU = {0}
para todo L € M.

Demostracion. Sea S, un conjunto de Siegel mapeado sobre £ por la aplicacion
g — g(Z™). Es claro, por el Teorema 4.4, que (i) equivale a la existencia de M’ C S,
relativamente compacto tal que M'(Z"™) = M.

Por otra parte, por la definicion de S ,,, M’ es relativamente compacto si y sélo
si las componentes a;, x € M’ forman un subconjunto relativamente compacto de
A. Esto es, si y solo si existen constantes a, 5 > 0 tales que

(5.1) a<(ag)ii <B, geM

para todo 1 < i <n.

A su vez, (ii) equivale a decir que g — |det(g)| esta acotado en M’ y existe
¢ > 0 tal que ||g(A)|| > ¢ para todo g € M" y A € Z™. Teniendo en cuenta estas
consideraciones, veremos ahora que las condiciones (i) y (ii) son equivalentes.

Supongamos que (i) es cierta. Claramente | det(g)| < C para todo g € M’.

Sea A € Z"~ {0}, A = Z’f mse; con my, # 0, k < n. Entonces [|g(A\)| = [|agng(N)]|
y la k-ésima coordenada de agng(X) es (ag)r,xmy lo cual implica que [|g(\)|| > .
Por lo tanto, (ii) es valida.

Asumiendo (ii), tenemos que ||g(e1)| = (ag)1,1 > ¢. Como a, € Ay, esto implica
que existe a > 0 tal que (a4);; > « para todo i. Como el producto de los (ag);;
esta acotado, se obtiene (5.1).

5.2. Criterios de compacidad. En esta subseccion daremos criterios de cocom-
pacidad para subgrupos aritméticos. Para probar los resultados principales, seran
de suma utilidad los siguientes lemas.

Lema 5.3 (Jacobson-Morozov). Sea G un grupo de Lie real conexo semisimple
con centro finito. Para todo elemento unipotente u € G, existe un homomorfismo
continuo ¢ : SLa(R) — G tal que

A3 1)

Lema 5.4. Sea G C GL,(C) un subgrupo algebraico definido sobre Q sin Q-
caracteres no triviales (i.e. todo Q-morfismo x de G a GL1(C) ~ C* es trivial).
Supongamos que existe un polinomio G-invariante P € Q[x1,...,xz,] tal que

P(v)=0, veQ" <= v=0.
Entonces Gr/ Gy, es compacto.

Demostracion. Escribimos
« (e}
P(xy,...,op) = E aq 29" .. xye,

a=(a,...,0q)

con a, € Q para todo a. Como P(0) =0, a(,...0y = 0, es decir, P no tiene término
constante. Sea m € N tal que ma,, € Z para todo a. Entonces P(mx1,...,mz,) € Z
si x; € Z para todo 4, o equivalentemente P(mZ"™) C Z. Para probar el lema es
suficiente ver que Ggr/Gy,z es compacto por la conmensurabilidad de Gz y Gz
(Proposicion 3.14).

Dado que £ ~ GL4(R)/GL4(Z), €l cociente Ggr/Gyz se identifica con el conjunto
M :={g(Z") : g € Gg}. Veamos que M es compacto usando el Teorema 5.2.



GRUPOS ARITMETICOS 183

Para esto debemos probar que existen «, 8 > 0 tales que

(i) Alg(Z") < 5, (i) | _dnf [l > 0 Vg € Gy

El Q-caracter det : G — C* es trivial por hipétesis, por lo que G C SL,(C).
Luego, (i) vale pues A(g(Z™)) = |det g|.

Para ver (ii), supongamos que es falsa, entonces existen sucesiones g; € Ggr y
Aj € Z" ~ {0} tales que g;(A;) converge a cero. Como P es G-invariante, tenemos
que |P(gj(A\))] = |P(A\;)] = 0. Alavez P(Z") CZy P(\) # 0 para todo A # 0, lo
que implica que |P();)| > 1, que es una contradiccion. O

Teorema 5.5 (Criterio de compacidad de Godement). Sea G C GL,(C) un Q-
grupo algebraico semisimple. Entonces, Gr/ Gy es compacto si y solo si Gz no tiene
elementos unipotentes distintos de la matriz identidad.

Demostracion. Supongamos que Gr/Gz es compacto. Sea u € Gg un elemento
unipotente. Por el Lema 5.3, existe un homomorfismo continuo ¢ : SLy(R) — Gg

(3]

Seaa:go([ (2) 8 ]) € Gg. Entonces
2

=[50 01102 0))
([0 5 ) =ello V) -

si k — o0o. Siu # e, entonces a~Fua® # e para todo k, luego Gr/Gz no es compacto
por el Teorema 2.7, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto u = e.

Ahora veamos la reciproca, razonando por el absurdo, es decir, supongamos que
Gr/Gz no es compacto. Como Gz es un reticulo en Gg por el Teorema 3.17, el
Teorema 2.7 implica que existen sucesiones g, € Gr y v, € I tales que gxvi gk_1 —e
sik— o0y gkvkgk_l # e para todo k € N.

Ahora bien, esto implica que el polinomio caracteristico de gryrg, L Xgmgr® (x) =

X~x (), tiende al polinomio caracteristico de e, que es igual a (x — 1)¥. Como
Y, € Gz C GL,(Z), su polinomio caracteristico x., () tiene coeficientes enteros.
Luego, si x+, (¥) — (z — 1)*, existe ko tal que X, (z) = (z — 1)*, para todo k > ko,
luego Gy tiene elementos unipotentes no triviales ya que v # e. O

5.3. Ejemplos de subgrupos aritméticos cocompactos. Como ya vimos en
el Ejemplo 3.6, si J es una matriz simétrica racional no degenerada, entonces O(J)z
es un reticulo en el grupo de Lie O(J)g. Aplicaremos el Teorema 5.5 para obtener un
criterio de compacidad para O(J)g/O(J)z. Denotemos J[z] := z'Jxr € Q si x € Q™.

Teorema 5.6. El cociente O(J)r/O(J)z es compacto si y sdlo si J[z] # 0 para
cualquier © € Q", x # 0 (i.e. la forma cuadrdtica asociada a J no representa a cero
en Q™ de manera no trivial).
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Demostracion. Supongamos que O(J)r/O(J)z no es compacto. Por el Teorema 5.5,
existe un elemento unipotente U # Id en O(J)g. Entonces N := U —Id es nilpotente,
por lo que podemos elegir v; € Q¢ tal que Nv; # 0 y N2v; = 0. Mostraremos que
J[Nwvi] = 0. Denotemos B(z,y) = x'Jy, la forma bilineal asociada a J, la cual es
no degenerada. Para z,y € W := Cv; & CNvy, usando que U € O(J)g y N?|w =0,
tenemos

B(Nz,y) = B(U —1d)z,y) = BUz,y) — B(x,y)
= B(z,U™"y) - B(z,y) = B(z, (Id~N)y) — B(z,y).
Por lo tanto B(Nz,y) = —B(x, Ny) para todo x,y € W. En particular
J[Nvi] = B(Nvy, Nvy) = —B(vy, N*vp) = 0,

lo que prueba el resultado en una direccion.

Ahora supongamos que existe vg € Vg \ {0} tal que J[vg] = B(vg,vp) = 0. Como
la forma es no degenerada, existe v; € Vg tal que B(vg,71) # 0. Sea ¢ € Q la
solucién a la ecuaciéon

0 = B(v1 + quo, U1 + quo) = B(v1,01) + 2¢B(v1, vg).

Sea v1 = U1 + qug. Tenemos que B(vg,v1) =c# 0y B(v;,v;) =0,4=0,1.

Sea W = Cuvo@Cuvy, y W+ el subespacio de V ortogonal a W con respecto a B(-, -).
Veamos que V = W @ W+. Supongamos que w € W N W, luego w = kqug + k101
ya que w € W, pero como w € W+ tenemos 0 = B(w,vg) = kic, lo que implica
que k; = 0. Anélogamente 0 = B(w, v1) = B(kgvo,v1) = koc, por lo tanto kg = 0.
Entonces W N W+ = {0}. Resta ver que V = W + W+. Veamos que la sucesion de
espacios vectoriales

0wtV IAws=o,
es exacta, donde n(v)(-) = B(v,-).

Es claro que el niicleo de 7 coincide con W+, por lo tanto sélo resta mostrar
que 7 es sobre. Sea v € W+ y si denotamos 7' € V* a su extension a V, la
aplicacién V' — V* es sobre pues tienen la misma dimensiéon, por lo tanto existe
vo € V que cumple v(w) = v (w) = B(vg,w) = n(vo)(w) para todo w € W.
Finalmente concluimos que V =W & W+ pues la exactitud de la sucesion implica
que dim W +dim W+ = dim V.

Veamos que existe vy € Wd- tal que B(vg,v2) = ¢ # 0. Supongamos que B(v,v) =
0 para todo v € W+. Sea w € W+, luego existe w’ € W+ tal que B(w,w’) # 0.
Entonces 0 # 4B(w,w') = B(w + w',w + w') — Blw —w,w —w') =0—-0=01lo
cual es un absurdo.

Sea ahora la transformacion lineal N : V. — Cuvg @& Cvs dada por N(z) =
—B(x,vg)v2 + B(x,v2)vg, es decir,

0 0 ¢
0 0 O *

N~ 0 —c O
0 0

con respecto a una base con primeros elementos vg, vy y vo. Claramente N2 = 0,
pues N2 es triangular superior con ceros en la diagonal. De manera, similar, tenemos
W+ = Cvy @ {Cvy}t, donde {Cvy}+ denota el subespacio de W+ ortogonal a vy.



GRUPOS ARITMETICOS 185
Luego si © = kouo + k1v1 + kovo + w,y = kjvo + Kjvy + khva +w' € V con
ki, k! € Cy w,w’ € {Cva}+, tenemos
B(Nx,y) = B(N(kovo + k1v1 + kava + w), kjvo + kjv1 + kjva + w')
= cB(—kyvg + kavo, kjv1 + kvs)
= 2(=ky kb + kok)).
Similarmente se calcula que B(x, Ny) = c¢?(—kjks + kbk1), por lo tanto
B(z,Ny) = —=B(Nz,y).

n .
Sea U = eV = 3" L N?, luego

i=1

B(Uz,Uy) = Z 1LB(N'z, Niy Z CH BNz, y)

4.7=0 i =0

_B((ZU 0 1Ij|) NH‘J) y)

Mas aun,

1,7=0 k=0 \j=0
n k
=D 5 Z(j)(—l)J N* =1d,
k=0 7=0

lo que implica que U € O(J). Para finalizar, es claro que U = eV # Id pues N # 0,
y ademas U € O(J)q, pues {vg,v1,v2} C Vo, y si a este conjunto lo completamos a
una base de Vg, se ve que N (V) C Vg, por lo tanto U(Vy) C Vp. O

5.4. Ejercicios.

Ejercicio 5.1. Usar Teorema 5.5 para mostrar que el reticulo SLo(Z) de SLy(R)
no es cocompacto. De manera similar, mostrar que los grupos de Bianchi (ver
Ejemplo 8.5) no son cocompactos en SLy(C).

Ejercicio 5.2. Dar un ejemplo concreto de una forma cuadrética J[z] que no repre-
sente a cero en Q", y asi obtener un reticulo cocompacto en O(J) por Teorema 5.6.

Parte 2. Geometria espectral de 3-variedades hiperbdlicas aritméticas

En la primera parte de estas notas se dio la nocién general de un grupo aritmético.
Uno de los primeros ejemplos dados fue el subgrupo SLz(Z[v/—1]) de SL2(C) en
Ejemplo 3.20. Este grupo actiia por isometrias en el espacio hiperbélico de dimensién
3 y por lo tanto define una 3-orbifold hiperbolica. En esta segunda parte del curso
exploraremos la geometria de los subgrupos aritméticos de SLa(C) (en realidad de
PSL2(C)) en gran detalle. Por ejemplo, mostraremos como construir una cantidad
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infinita de tales grupos (cocompactos como asf también no cocompactos) y daremos
una férmula para sus covoliumenes. Como objetivo final, usaremos estos grupos para
construir 3-variedades hiperbélicas isospectrales pero no isométricas.

6. ALGEBRAS DE CUATERNIONES

Uno de los temas a tratar en estas notas es la idea de que muchos aspectos de la
geometria de una 3-variedad hiperbolica pueden ser caracterizados de una manera
algebraica y estudiados usando técnicas provenientes del algebra no conmutativa y
la teoria de ntameros. Es crucial para esta caracterizaciéon la nocién de dlgebra de
cuaterniones, ya que veremos que todo grupo Kleiniano aritmético de covolumen
finito es un algebra de cuaterniones definido sobre un cuerpo de ntimeros. En esta
seccion veremos algunas de las propiedades basicas de las dlgebras de cuaterniones.
Muchos resultados de esta seccion serdn mencionados sin demostraciéon. Para las
pruebas, ver [16] o [11].

6.1. Algebras de cuaterniones: generalidades. Sea k un cuerpo de caracte-
ristica distinta que 2.

Definiciéon 6.1. Un dlgebra de cuaterniones sobre k es un algebra simple central
de dimension 4 sobre k con base {1,4,j,4j} que satisface las relaciones

7:2:(17 j2:b7 Zj:_jla
para algin a,b € k* =k \ {0}.

Denotaremos el algebra de cuaterniones en la Definicién 6.1 por su simbolo de

Hilbert (“,;b). Notar que la terminologia “algebra de cuaterniones” esta motivada

por el hecho de que las algebras definidas arriba generalizan la construccion de
Hamilton de H, que con nuestra notaciéon se corresponde al algebra (71]1{1). Es
llamado por el dlgebra de division sobre R.

Teorema 6.2. FEl dlgebra de cuaterniones (a,;b> es un dlgebra simple central de

dimension cuatro. Reciprocamente, si A es un dlgebra simple central de dimension

cuatro sobre k entonces existen a,b € k* tales que A & (%)

En su total generalidad, el teorema de estructura de Wedderburn implica que
toda &algebra central simple es isomorfa a un algebra de matrices sobre un algebra
de divisién central.

Teorema 6.3 (teorema de estructura de Wedderburn para algebras de cuaterniones).
Sea A un dlgebra de cuaterniones sobre un cuerpo k. Si A no es un dlgebra de division
entonces A = Ma(k).

Notar que si bien el Teorema 6.2 asegura que si A es un algebra central simple

de dimension cuatro sobre k entonces existen a,b € k* tales que A =2 (a,;b>, esto

no implica que a, b determinen univocamente la clase de isomorfismo de A. Esto se

explica en el siguiente resultado, que dice que la clase de isomorfismo de (“,;b) no
cambia si multiplicamos a a o b por cuadrados.

Proposicion 6.4. Sia,b,z,y € k* entonces

a,b\ o ax?, by?
E ) k '
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Demostracion. Sean {1,4,3,ij} y {1,4,7',4'j'} bases para (“éb) v (%) respec-

ax?, by? a,b
o (45) > (%)
el homomorfismo obtenido al definir ¢(1) = 1, ¢(i') = xi, ¢(j') = yj, &(i'5") = zyij

y extenderlo linealmente. La imagen de ¢ es la k-subalgebra de (a,;b) con base

tivamente, y sea

{1, 24, yj, xyij}. Como esta subalgebra tiene dimension cuatro sobre k, debe coincidir

con “T’b . En otras palabras, ¢ es suryectiva. Cualquier homomorfismo suryectivo

entre k-algebras de la misma dimension es un isomorfismo, por lo que la proposicion
sigue. (I

k
es a un algebra de division (que por el teorema de Wedderburn son las tinicas dos
posibilidades). La siguiente proposiciéon serd muy util en este aspecto.

Naturalmente, es muy ttil saber cuando (“—b) es isomorfo a My (k) y cuando lo

Proposicion 6.5. Las dlgebras de cuaterniones (1;:’) y Mo (k) son isomorfas para

cualquier b € k*.

Demostracion. El isomorfismo buscado estéd dado por

vi (52) = M)

donde

. . . T+ z+w
Yz +yi+ zj +wij) = < b(z—%) vy >

La inversa est& dada por

s ((2F)) = 5latdt @it 307+ (6= b7

O

6.2. Algebra de cuaterniones sobre los niimeros complejos. Las algebras
de cuaterniones sobre C son muy féciles de entender. Hay una tnica algebra de
cuaterniones sobre C: My(C).

Teorema 6.6. Si A es un dlgebra de cuaterniones sobre C entonces A = Ma(C).

Demostracion. El teorema fundamental del algebra implica que todo elemento de
C* es un cuadrado, entonces A = (%) por la Proposicion 6.4. Esta dltima algebra
de cuaterniones es isomorfa a My(C) por la Proposicion 6.5. O

6.3. Algebras de cuaterniones sobre los niimeros reales. La estructura de
las algebras de cuaterniones sobre R es méas complicada que sobre C. Hay solo dos
algebras de cuaterniones sobre R salvo isomorfismos: Ma(R) y H.

Teorema 6.7. Si A es un dlgebra de cuaterniones sobre R entonces es A = Ma(R)
o A=H.

Demostracion. La Proposicion 6.4 implica que A es isomorfa a una de las siguientes
. . L (=1,—1 1,—1 1,1 . -

trgs algebras de cuaternlop?s. ( R ) , ( = ) o ( = ) La primera de est.as algebras

es isomorfa a H por definicién, mientras que la segunda y la tercera son isomorfas a

M3 (R) por Proposicion 6.5. |
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6.4. Algebras de cuaterniones sobre cuerpos p-adicos. Sea K un cuerpo
p-adico con uniformizador fijo 7. Como ocurri6 en el caso sobre R, hay precisamente
dos clases de isomorfismo de algebras de cuaterniones sobre k. Ademaés, otra vez
tenemos una descripciéon explicita de la tinica algebra de cuaterniones de division
sobre k. Como la demostracion nos llevaria demasiado lejos, solo citamos el siguiente
resultado y remitimos al lector a [16] para ver mas detalles.

Teorema 6.8. La k-dlgebra (“;f) es la unica dlgebra de cuaterniones de division
sobre k, donde k(\/u) es la tnica extension cuadrdtica no ramificada de k.

6.5. Algebras de cuaterniones sobre cuerpos de nameros. Sea k un cuerpo

de nameros, a,b € k* y consideramos el algebra de cuaterniones (a,;b). Si K es un

cuerpo que contiene a k entonces podemos obtener una K-algebra de cuaterniones de

(a,;b) por extension de escalares: (a]’cb> Qr K = (afb) En el estudio de la estructura

de las algebras de cuaterniones sobre cuerpos de niimeros, a veces se elige como K
a la completacion de k (i.e., C,R o un cuerpo p-adico k, para algtin primo p de k)
y se estudia el algebra sobre K obtenida por extensiéon de escalares. Por supuesto,
uno espera poder obtener informacion acerca de la estructura del algebra original
sobre k.

Para hacer todo esto mas preciso, sea {1,4,7,4j} la base estandar de (a];b) y

0 : k — K una incrustacion fija.

Lema 6.9. Tenemos el siguiente isomorfismo

(50) o (2220,

Demostracion. Sea {1,i',5',i'j'} la base estdndar para (%) El isomorfismo
es el que asigna
(ap + a1i + azj + azij) @y a v alo(ag) + o(ar)i’ + o(az)j’ + a(az)i’s’).
([l

Como una aplicacién de esto, consideramos el dlgebra de cuaterniones (71@71)

Sio:Q — R es la inclusion estdndar, entonces el Lema 6.9 implica que (_1@_1> es

un algebra de division (ya que o(—1) = -1y (%) es un algebra de division).
Un hecho interesante en la teoria de las algebras de cuaterniones sobre cuerpos de
ntmeros es que a diferencia de lo que sucede sobre R, no hay una tnica algebra de
divisién sobre un cuerpo de ntumeros. De hecho, sobre todo cuerpo de ntimeros jhay
infinitas clases de isomorfismos de algebras de cuaterniones!

Definicion 6.10. Sea k un cuerpo de numeros, v un lugar de k correspondiente
a o,y sea k, la correspondiente completacion de k. Decimos que un algebra de
cuaterniones A sobre k es ramificada en o y v si A ®, k, es un algebra de division.
Si no, decimos que A se parte en o y v.

Nota 6.11. Por conveniencia, usualmente diremos que un algebra de cuaterniones A
sobre k es ramificada en un lugar v de k y omitiremos mencionar la incrustaciéon o
asociada.

Nota 6.12. Notar que si A = Ma(k) entonces A ®, k, = Ma(k,) para todo o,v. En
particular, todo lugar de k se parte en My (k).
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Recordar que por el Teorema 6.6, toda &lgebra de cuaterniones sobre k se parte
en todos los lugares complejos. Entonces so6lo los lugares reales o p-adicos podrian
ramificar.

Supongamos ahora que k tiene r; lugares reales y o lugares complejos. Denotamos
por Sy, el conjunto de lugares arquimedianos de k, que es la union de los lugares
reales y complejos. Tenemos entonces los isomorfismos

AgqR= P Aepk,

VESs

=My(C)? x @ A®,k,

o:k—R
& My(C)"? x My(R)® x H' %,

donde s es el namero de lugares reales de k en los que A se parte. En la Seccion 8
veremos que los grupos Kleinianos aritméticos se construyen a partir de las algebras
de cuaterniones en que 72 = 1 y s = 0. Una manera simple de ver esto es tomando
como k un cuerpo cuadratico imaginario, en cuyo caso s = 0 ya que alli no hay
lugares reales.

Sea Ram(A) el conjunto de lugares de k (pueden ser finitos o infinitos) en que
A es ramificado. El siguiente teorema clasifica las algebras de cuaterniones sobre
cuerpos de numeros e implica, como fue dicho arriba, que hay infinitas clases de
isomorfismo de algebras de cuaterniones de divisiéon sobre todo cuerpo de niimeros.
Para la demostracion de esto, ver [16, Chapitre IIL.3].

Teorema 6.13 (Clasificacion de algebras de cuaterniones sobre cuerpos de ntimeros).
Sea k un cuerpo de nimeros. Si A es un dlgebra de cuaterniones sobre k entonces
Ram(A) es finito y de cardinalidad par. Reciprocamente, dado cualquier conjunto
finito S de lugares (finitos o infinitos) de k con cardinalidad par, existe una unica
dlgebra de cuaterniones A sobre k tal que Ram(A) = S.

El siguiente es un corolario inmediato del Teorema 6.13.

Corolario 6.14. Sik es un cuerpo de nimeros y A, A’ son dlgebras de cuaterniones
sobre k entonces A= A’ si y solo si Ram(A) = Ram(A").

7. ORDENES EN ALGEBRAS DE CUATERNIONES: UN PRIMER VISTAZO

En esta secciéon introducimos la nocién de orden en algebras de cuaterniones
y exploramos algunas de sus propiedades basicas. Nuestro objetivo es proveer los
conocimientos necesarios para describir la construcciéon de subgrupos discretos
de PSL2(C) a partir de 6rdenes en algebras de cuaterniones definidas sobre cier-
tos cuerpos de nimeros. Esto nos permitira dar la definicion de una 3-variedad
hiperbdlica.

7.1. Definiendo 6rdenes. Sea R un dominio de Dedekind con cuerpo cociente
K. En la practica siempre tomaremos K un cuerpo de ntimeros o su completaciéon en
un primo finito y R denotaré su anillo de enteros. Sea A un algebra de cuaterniones
sobre K.

Definicion 7.1. Un elemento a € A es integral con respecto a R si su polinomio
caracteristico (reducido) 2% — tr(a)z + n(a) tiene coeficientes en R. Llamamos a
tr(a) la traza (reducida) de v y a n(a) la norma (reducida) de «.
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Recordar que el conjunto de todos los elementos integrales de un cuerpo de
nimeros forman un anillo (y muy importante para lo que sigue, un Z-mo6dulo
finitamente generado). Sin embargo, esto no es cierto en el caso de algebra de
cuaterniones. Considerar los siguientes dos elementos de My (Q):

() o)

Los polinomios caracteristicos de Ay B son pa(z) = 22 —2x+1y pp(z) = 2% —32+2.
Entonces A y B son integrales (con respecto a Z). Sin embargo, ni A+ B ni AB

son integrales; sus polinomios caracteristicos son paip(z) = z? — 5z + % y
pap(r) = 2% — %x + 2. Veremos que el hecho de que el conjunto de elementos

integrales en un algebra de cuaterniones no es un anillo hace que la teorfa de 6rdenes
en éalgebras de cuaterniones sea significativamente mas complicada que el estudio de
ordenes en cuerpos de niimeros. Por otro lado, esto también hace que la teoria sea
mucho mas rica. En efecto, este hecho hace posible la construccién de Vignéras de
3-variedades hiperbdlicas isospectrales.

Definicién 7.2. Sea V un espacio vectorial sobre K. Un R-reticulo en V es un
R-modulo finitamente generado contenido en V. Un R-reticulo L se dice completo
siLer K=V.

El siguiente es un resultado basico en dlgebra conmutativa.

Proposicion 7.3 ([1, Prop. 5.1]). Un elemento o € A es integral si y sélo si R[a]
es un R-reticulo en A.

Ahora somos capaces de dar nuestra primera definicion de 6rdenes en dlgebras de
cuaterniones.

Definicién 7.4. Un orden O en A es un R-reticulo completo en A que es también
un subanillo de A. Un orden mazximal es un orden en A que es maximal con respecto
a la inclusion.

Ejemplo 7.5. Damos algunos ejemplos de érdenes.

1. El anillo M3(R) es siempre un orden de My(K). (Ver el Lema 7.7 abajo.)

2. Supongamos que A = (‘}b), donde a, b son elementos integrales de K. (Notar

que A puede escribirse siempre de esta forma ya que el simbolo de Hilbert
esta definido salvo cuadrados, por lo que podemos ‘limpiar denominadores’
multiplicando a a y b por un cuadrado de K.) Entonces R[1,%,j,4j] es un
orden de A.

Proposicion 7.6. Un anillo O es un orden en A si y sélo si O es un anillo de
elementos integrales en A que contiene a R y satisface O @ g K = A. Ademds, todo
orden estd contenido en un orden mazximal.

Demostracion. Sea O un orden de Ay a € O. Como O es un R-reticulo, también
lo es R]a]. Sigue entonces de la Proposicion 7.3 que « es integral. Que O satisface
las otras propiedades sigue de nuestra definicién de orden.

Veamos ahora la reciproca. Como O ®r K = A, podemos elegir una base
{x1,29,23,24} de A en la que todos los z; estan en 0. Como la traza reducida
determina una forma bilineal simétrica no singular sobre A, d = det(tr(z;z;)) # 0.
Sea L = {> a;x; : a; € R}. Entonces L C O pues R C O y z; € O para todo
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i. Supongamos que « € O con o = Y b;x; y b; € K. Para cada j tenemos que
ax; € O, entonces tr(ax;) = Y. b; tr(z;x;) € R. Por lo tanto b; € 2Ry O C LL.
Sigue entonces que O es finitamente generado, lo que prueba la primera afirmacion.
La segunda afirmacién se demuestra utilizando el lema de Zorn. O

Lema 7.7. El orden Ma(R) es un orden mazimal de My (K).

Demostracion. Si Ma(R) no es maximal, entonces sea @ un orden maximal que

Y

contiene a My (R) y algtin elemento con al menos uno de los z,y, z, w que

no pertenezca a R. Sumando y multiplicando elementos de R podemos conseguir un
elemento a € O de la forma a = (g (1)> con a ¢ R. Tal elemento claramente no es
integral, lo cual es una contradiccion. [

Hemos demostrado que si O es un orden en A entonces todo elemento de O es
integral. La siguiente proposicién nos provee una reciproca de este enunciado.

Proposicion 7.8. Si a € A es integral entonces a estd contenido en un orden
mazimal de A.

Demostracion. Si a € R entonces «a esté en todo orden A por la Proposicion 7.6.
Podemos asumir entonces que o € R. En tal caso, K(«) es una extension cuadratica
de K que esti contenida en A. Sea 8 € A* tal que BaS~! = @. La existencia
de tal elemento es debida al teorema de Skolem—Noether y podemos tomar [
integral simplemente limpiando denominadores. El R-moédulo generado por a 'y
es R+ Ra+ RS + Raf y es claramente un orden de A. Este orden podria no ser
maximal, pero hemos visto que todo orden esté contenido en un orden maximal. [J

7.2. Numeros de tipo. Supongamos que O; y O son 6rdenes en A que son
isomorfos via algin isomorfismo f : O; — Os. Por extension de escalares, la funcién
f induce un isomorfismo f : O ®r K — Os ®p K tal que f( ) = f(z) para todo
x € O1. Como O7 y Oy son 6rdenes en A, O1 ®p K 2 A~ Oy ®p K. Por lo tanto
f es un automorfismo de A y estd dado por conjugaciéon por un elemento a € A*
por el teorema de Skolem—Noether. En particular, Oy = a®1a~'. Concluimos que
en un algebra de cuaterniones, dos érdenes son isomorfos si y sélo si son conjugados.

Definicion 7.9. El numero de tipo de un algebra de cuaterniones es el niimero de
clases de conjugacion de 6rdenes maximales.

El niimero de tipo de un algebra de cuaterniones sobre un cuerpo de nimeros es
de algtin modo una reminiscencia del nimero de clases de un cuerpo de ntmeros.
Si bien el niamero de tipo es siempre finito (lo cual a priori no es obvio), puede
ser arbitrariamente grande. Ademaés, cuando A es no ramificado en un primo
arquimediano de K veremos que el numero de tipo es siempre una potencia de 2.

El ntiimero de tipo de un algebra de cuaterniones sobre un cuerpo de nimeros
juega un rol crucial en la construcciéon de Vignéras de 3-variedades hiperbdlicas
isospectrales, como también en aplicaciones a otros temas como las formas modulares.

Sea k un cuerpo de nameros y A/k un algebra de cuaterniones que cumple que
A®gR HFQ | Sea k4 la extension abeliana maximal de k que tiene exponente
2, que es no ramificada fuera de los lugares reales en Ram(A), y en la que todo
primo finito de Ram(A) se parte completamente. El siguiente teorema sigue de los
resultados probados en [10, Section 3.
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Teorema 7.10. Las clases de conjugacion de drdenes mazimales en A estdn en
correspondencia uno a uno con los elementos de Gal(ka/k).

Los nimeros de tipo son muy féciles de computar usando Magma. A continuacion,
mostraremos cuantos célculos se pueden realizar facilmente usando Magma. Los
lectores pueden realizar de manera gratuita éstos o otros calculos similares en linea
en http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/.

Ejemplo 7.11. Sea k = Q(v/—10). Consideramos el algebra de cuaterniones A =
(%) Veremos que el nimero de tipo de A es 2 y calcularemos los conjuntos
generadores para los representantes de las dos clases de conjugacién de érdenes
maximales de A (considerados como mo6dulos sobre Oy).

> k<t> := QuadraticField(-10);

> t72;

-10

> A<i, j, ij> := QuaternionAlgebra<k | -1, -3>;
> C := ConjugacyClasses(MaximalOrder (A));

> #C;

2

> IsConjugate(C[1], C[2]);

false

> Generators(C[1]1);

[ 1, i, 1/2%i + 1/2%j, 1/2 + 1/2%t*i + 1/6xt*j + 1/6%ij ]

> Generators(C[2]);

[1, 2%i, txi, 1 + 1/2%i + 1/2%], 1/2xt + 1/4xtxi + 1/4xtxj,
1/2%(t + 1) + 1/4*%(t + 4)*i - 1/12%t*j + 1/6%ij ]

8. GRUPOS KLEINIANOS ARITMETICOS Y 3-VARIEDADES HIPERBOLICAS

8.1. Espacio hiperbdlico tridimensional. Comenzamos definiendo el espacio
hiperbolico de dimensién 3, representado en el modelo del semiespacio superior
H? = {(2,t): 2 € C,t > 0}

con la métrica
|dz|? + dt

2
De esta forma, H? es la tnica variedad riemanniana conexa, simplemente conexa de
dimensiéon 3 con curvatura seccional constante —1. Veremos a la esfera de Riemann
C = CU {00} como la esfera al infinito correspondiente a t = 0. Las geodésicas en
H? son rectas euclidianas verticales o semicirculos ortogonales a C.

ds? =

8.2. Grupos Kleinianos. Un grupo Kleiniano es un subgrupo discreto de iso-
metrias del espacio hiperbolico H? que preserva orientacion. Ya era conocido por
Poincaré que el grupo Isom™ (H?) de isometrias del espacio hiperbolico de dimension
3 es isomorfo a PSLy(C), luego un grupo Kleiniano es simplemente un subgrupo
discreto de PSLy(C) de covolumen finito.

Los elementos de PSLy(C) inducen una funcién biholomorfa de C dada por
transformaciones de Mdobius:

a b N Haz—i—b
c d T td)
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Estas transformaciones fraccionarias lineales de C se extienden a H? via la
extension de Poincaré. La extension de Poincaré puede ser descripta geométricamente
como sigue. Toda transformacion fraccionaria lineal de C puede escribirse como
una composicién de inversiones en circulos y rectas de C. Dado un circulo o una
recta, hay un tnico hemisferio o plano en H? que es ortogonal a C y que corta a C
precisamente en dicho circulo o recta. La extension de Poincaré es simplemente la
composicién de las inversiones en H3. Mas concretamente, la extension esta dada
por la formula:

a b () (az + b)(cz + d) + act? t
c d ’ lez +d|2 + |e|?t2 ez + d|? + |¢|?t2

Por ejemplo, la traslacion z — z + 1 se extiende a (z,t) — (z + 1,¢).
Si bien hay varias razones excelentes para estudiar grupos Kleinianos, nuestro
interés en ellos se debe principalmente a lo siguiente:

Teorema 8.1. Si M es una 3-variedad hiperbdlica orientable entonces M es isomé-
trica a H3 /T donde T' es un grupo Kleiniano libre de torsion.

8.3. Conmensurabilidad. Introducimos ahora la nociéon de conmensurabilidad,
la cual estarda muy presente en lo que sigue. La conmensurabilidad fue ya definida
en la primera parte de las notas en Definicién 2.8. A continuacién, daremos una
nocion ligeramente més refinada de conmensurabilidad en el caso de los subgrupos
de PSLy(C) y definiremos una nocién relacionada para las 3-variedades hiperbolicas.
En efecto, uno de los objetivos principales serd asociar a una 3-variedad hiperbolica
de volumen finito invariantes que solo dependan de la clase de conmensurabilidad de
la variedad. La nocién de conmensurabilidad es natural del punto de vista de las 3-
variedades hiperbélicas aritméticas, ya que veremos que la clase de conmensurabilidad
de tales variedades corresponden a una cierta dlgebra de cuaterniones, es decir un
objeto de la teorfa de nimeros con una teoria de estructura muy rica.

Definicién 8.2. Sean I'1,T's subgrupos de PSLy(C).

= Decimos que I'1 y I'y son directamente conmensurables si I'y NT'y tiene indice
finito en I'y y I's. Decimos que I'y y 'y son conmensurables en un sentido
amplio si I'; y un conjugado de I's son directamente conmensurables.

= Sean M, My 3-variedades hiperbdlicas. Decimos que M; y M5 son conmen-
surables si tienen un cubrimiento finito hiperboélico en comun.

Notar que en la definicion de conmensurabilidad, el cubrimiento comun sera consi-
derado tnico salvo isometrias. En este caso, las dos variedades seran conmensurables
si y solo si sus grupos fundamentales son conmensurables en el sentido amplio. Es
por esta razén que estaremos interesados en la conmensurabilidad en el sentido
amplio.

8.4. Grupos aritméticos Kleinianos. En esta seccién construiremos subgrupos
discretos de PSLo(C) a partir de 6rdenes en dlgebras de cuaterniones y relacionaremos
las propiedades geométricas de los grupos Kleinianos resultantes con propiedades
algebraicas de las algebras de cuaterniones asociadas. Esto nos permitira definir lo
que significa que un grupo Kleiniano sea aritmético.

A lo largo de esta secciéon emplearemos la siguiente notaciéon. Sea k un cuerpo de
numeros con anillo de enteros Oy, y sea A un algebra de cuaterniones sobre k. Un
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orden O de A significara siempre que O es un Og-orden de A. Si B es un subanillo
de A entonces denotaremos por B! el subgrupo multiplicativo de B* generado por
elementos que tienen norma reducida igual a 1.

Finalmente, recordamos que Ram(A) (respectivamente Ramy(A) o Ramy,(A))
denota el conjunto de todos los lugares de k (respectivamente finitos o infinitos) que
ramifican en A.

8.5. Grupos discretos de 6rdenes en algebras de cuaterniones. Sea k un
cuerpo de numeros de grado n con un unico lugar complejo v. Recordar que esto
significa que de las n incrustaciones o : k — C, la imagen o (k) de k estara contenida
en R para precisamente n — 2 de ellas. Las otras dos incrustaciones estaran dadas
por v y 7, el conjugado complejo de v. Denotaremos S, al conjunto de lugares
arquimedianos de k.

Suponemos ahora que A es un algebra de cuaterniones sobre k que es ramificado
en todos los lugares reales de k. Al recordar que siempre hay un isomorfismo

AqR= @ Aeyky,

VES

deducimos que
(8.1) A®oR=H"2 x My(C).

Sea ¢ : A — M;s(C). Denotamos por ¢ : A — My(C) la composicion de la
incrustacion natural A <— A ®g R con el isomorfismo en (8.1) y la proyeccion de
H"~2 x My(C) sobre Mz (C).

Teorema 8.3. Sea O un orden mazimal de A y To = Py(O') C PSLy(C).

1. To es un subgrupo discreto de PSLo(C).
2. El volumen de H3/To estd dado por

22
Vol o) = it | T - 1))
pERamy(A)

donde dj, es el valor absoluto del discriminante de k y (i(2) es la funcion
zeta de Dedekind de k evaluada en s = 2.

Demostracion. Para la prueba de que ' es discreto, ver [16, Chapitre IV, Theoreme
1.1]. La féormula para el covolumen de I'p se debe a Borel [2, Section 7.3]. O

Ahora podemos definir lo que significa que un grupo Kleiniano sea aritmético.

Definiciéon 8.4. Sea k un cuerpo de nimeros con un unico lugar complejo, sea A
un algebra de cuaterniones sobre k que ramifica en todos los lugares reales de k y
sea O un orden maximal de A. Un subgrupo de PSL2(C) es un grupo Kleiniano
aritmético si es conmensurable con I'o para algun triple (k, A, O).

Los grupos I'o seran lo suficientemente importantes en nuestra discusién de
grupos Kleinianos por lo que serd muy tutil denotarlos de una manera simple.
De ahora en adelante, nos referiremos a los grupos de la forma I'o como grupos
Kleinianos aritméticos principales. Asi, un subgrupo de PSLy(C) es un grupo
Kleiniano aritmético si y sélo si es conmensurable a un grupo Kleiniano aritmético
principal.
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Recordar que el teorema de Wedderburn nos decia que si un algebra de cua-
terniones sobre k no es isomorfo a My (k) entonces es un algebra de division. En
el contexto de las algebras de cuaterniones A que ramifican en todos los lugares
reales de k, esto significa que A no es un algebra de divisién si y so6lo si k& no tiene
lugares reales (i.e., k = Q(v/—d) para algiin entero positivo d libre de cuadrados) y

A= My(Q(v=d)).

Ejemplo 8.5. Consideremos un cuerpo cuadratico imaginario Q(v/—d) con anillo
de enteros @,4. En Lema 7.7 vimos que M2(O,) es un orden maximal en el algebra
de cuaterniones My (Q(v/—d)). El grupo PSLy(0y) es llamado un grupo de Bianchi
(ver también Ejemplo 3.20). Todo grupo de Bianchi contiene la isometria z — z + 1
de C y por lo tanto es no compacto. De hecho, es un resultado conocido que el
nimero de ctspides del grupo de Bianchi asociado a Q(v/—d) es igual al nimero de
clases de ideales de Q(v/—d). De acuerdo al Teorema 8.3, PSLy(03) es el grupo de
Bianchi de covolumen mas chico. Usando Magma es fécil calcular los covoliimenes
de los grupos de Bianchi.

CUADRO 1. Volumenes de pequenas orbifolds de Bianchi

d | Vol(H3/PSL,(0,))
1 | 0.30532186472574. .
2 | 1.00384100334120. ..
3 | 0.16915693440160. ..
5

6

7

4.20396925947605. . .
5.18217289781959. ..
0.88891492781635. . .
10 | 9.81811844389802. . .
11 | 1.38260830790264. . .
13 | 13.9979614019778. ..
14 | 20.3513407500735. . .

Dado un entero positivo libre de cuadrados d, el volumen Vol(H3/PSLy(Oy))
puede ser computado en Magma con los siguientes comandos:

d :=1;

RR := RealField();

pi := Pi(RR);

R<x> := PolynomialRing(Rationals());
k := NumberField(x~2 + d);

Dk := Abs(Discriminant(Integers(k)));
Zeta := Evaluate(LSeries(k),2);

Dk~ (3/2) * Zeta / (4*pi~2);
.3056321864725739671684867838311

OV V V V VYV VYV

Si bien no es necesario usar un programa computacional para calcular el discri-
minante de un cuerpo cuadréatico, el codigo anterior puede modificarse facilmente
para calcular el volumen de grupos Kleinianos aritméticos de la forma I'o. Uno
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simplemente necesita reemplazar 22 4+ d por el polinomio que define k y calcular el
término

II &™we-1

pERamf (A)

que aparece en el Teorema 8.3, ya que este término es trivial en el caso en que
A= My (k).

El siguiente teorema relaciona la topologia de una 3-variedad hiperbolica aritmé-
tica H?/T" con la estructura de un algebra de cuaterniones asociada.

Teorema 8.6. Sea M = H?/T una 3-variedad hiperbélica aritmética y supongamos
que T' es conmensurable con I'p, donde O es un orden mazximal en un dlgebra de
cuaterniones A sobre un cuerpo de numeros k. Son equivalentes:

1. M es no compacta.
2. k es un cuerpo cuadrdtico imaginario y A = My (k).
3. I' es conmensurable en el sentido amplio con un grupo de Bianchi.

Demostracion. Si T no es cocompacto entonces tampoco es I'p. Luego I'o contiene
un elemento parabolico v. Como el elemento y—Id no es invertible podriamos concluir
que A no es un algebra de divisiéon. Por el teorema de Wedderburn, A = Ms(k).
Ya vimos que un orden maximal de My (k) sera un grupo Kleiniano aritmético solo
si k es cuadratico imaginario. Luego (1) implica (2). Que (2) implica (3) sigue de
la definicién de un grupo de Bianchi y del hecho que los 6rdenes maximales en la
misma algebra de cuaterniones siempre nos daran grupos Kleinianos aritméticos que
son conmensurables. Para probar que (3) implica (1), notar que todos los grupos
de Bianchi contienen elementos parabélicos, por lo tanto I' también lo har4 si es
conmensurable en un sentido amplio a un grupo de Bianchi. ]

Como consecuencia del Teorema 8.6 obtenemos lo siguiente.

Corolario 8.7. Sea M = H?/T una 3-variedad hiperbélica aritmética y supongamos
que I' es conmensurable con I'p, donde O es un orden mazximal en un dlgebra de
cuaterniones A sobre un cuerpo de numeros k. La variedad M es compacta si y sdlo
si A es un dlgebra de division.

9. UNA CONSTRUCCION DE VIGNERAS: EJEMPLOS DE 3-VARIEDADES
HIPERBOLICAS ISOSPECTRALES

Sea M una 3-variedad hiperbolica compacta y £(M) el multiconjunto de auto-
valores del operador de Laplace-Beltrami actuando en L?(M). Llamamos &(M) al
espectro de autovalores de Laplace de M. Es conocido que (M) es un subconjunto
discreto e infinito de los nimeros reales positivos. Si M y N son 3-variedades hiper-
bolicas compactas para las que (M) = E(N), entonces decimos que M y N son
isospectrales.

En esta seccién construiremos pares de 3-variedades hiperbolicas aritméticas
compactas con el mismo espectro de autovalores del operador de Laplace. El método
es debido originalmente a Vignéras [15]. De hecho, las 3-variedades hiperbolicas
que construiremos seran siempre fuertemente isospectrales; esto es, tendran el
mismo espectro de autovalores con respecto a cualquier operador diferencial eliptico
autoadjunto natural, e.g., el Laplaciano actuando sobre p-formas.
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9.1. Generalidades sobre isospectralidad. Sea G un grupo de Lie semisimple
y I un subgrupo discreto cocompacto de G. Denotamos por L?(T'\G) el espacio de
funciones complejas de cuadrado integrable sobre I'\G con respecto a la medida de
Haar inducida de G y por C.(G) el espacio de funciones a valores complejos con
soporte compacto e infinitamente diferenciables sobre G. Definimos un operador
unitario Rr de G en L*(T'\G) por

(Br(9)f)(x) = f(zg)

donde f € L3(I'\G),z € T\G, y g € G. Si I es otro subgrupo discreto y cocompacto
de G decimos que I' y IV son equivalentes en representaciones si existe un isomorfismo
unitario T : L?(T'\G) — L*(I"\G) tal que

T(Rr(g)f) = Rr/(9)T(f)

para todo g € Gy f € L*(I'\G).

Es un hecho bien conocido que la equivalencia en representaciones implica isospec-
tralidad con respecto al espectro de Laplace. De hecho, es un teorema de DeTurck y
Gordon [5, Teorema 1.16] que equivalencia en representaciones implica isospectrali-
dad fuerte.

Teorema 9.1 (DeTurck y Gordon). Sea G un grupo de Lie que actia sobre una
variedad riemanniana M por isometrias. Supongamos que I'; T < G actian propia y
discontinuamente sobre M. Si T y I son equivalentes en representaciones entonces
\M y T'\M son fuertemente isospectrales.

Sea ¢ € C.(G) y definimos el operador Rr(¢) sobre L?(I'\G) por

(Re(6)f)(x) = /G 6(9) 1 (xg)dy.

Este operador satisface la formula de la Traza de Selberg.

Teorema 9.2 (Formula de la Traza de Selberg). Tenemos

whe@) = Y [ alg o
yeAr Y COWING

donde Ar denota el conjunto de clases de conjugacion de elementos en T' y C(v,T)
es el centralizador en T de .

Notar que Rr estd determinado por su traza. Esto es esencialmente debido a
Dixmier [6] y usa el hecho que Rr se descompone como suma discreta de representa-
ciones unitarias irreducibles de G con multiplicidades finitas. La idea es como sigue.
Sea (7;) una coleccion de representaciones unitarias irreducibles de G tal que para
toda @ € C.(G) tenemos

Zmi tI"/Ti((I)) = an trm-((I)).

Supongamos que hay algun i para el que m; # n;. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que m; > 0y n; = 0. Por Dixmier [6, Propositions 5.3.1 and 6.6.5],
las representaciones Y m;trm; y Y. n;trw; son cuasi-equivalentes, una condicion
que implica que n; # 0.

Definimos el peso de una clase de conjugacion [y] en ', por una medida sobre
C(v,T), como el volumen vol(C(y,T)\C(y,G)). Uno entonces deduce lo siguiente
de la féormula de la Traza de Selberg.
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Teorema 9.3. Si dos subgrupos discretos cocompactos I',TV < G tienen el mismo
nimero de clases de conjugacion con un mismo peso y clase en G, entonces T' y T
son equivalentes en representaciones.

9.2. Espectro de grupos Kleinianos aritméticos principales. Sea k un
cuerpo de nameros que tiene un tnico lugar complejo y A un algebra de cuaterniones
de division sobre k. Sean O, (O’ 6rdenes maximales de A y I'o,['os los grupos
Kleinianos aritméticos asociados. El Corolario 8.7 dice que I'o, '/ son cocompactos.

Como estamos interesados en construir 3-variedades hiperbdlicas, necesitamos
asegurarnos que Py(A') contiene elementos no triviales de orden finito. Supongamos
que Pi(A') contiene un elemento de orden n. Entonces cos(w/n) € k y k(e™/™)
es una extension cuadratica de k que se incrusta en A. Hay finitos n > 4 para
los que [k(e™/™) : Q] = 2[k : Q], entonces usando apropiadamente el teorema de
Albert-Brauer-Hasse-Noether (que implica que para un algebra de cuaterniones A
sobre k y una extension cuadratica L de k, existe una incrustacion de L en A siy
solo si ningln primo que se parte en L/k ramifica en A) cuando construimos A via
el conjunto Ram(A) de primos que ramifican en A podemos asumir que Pi)(A) es
libre de torsion. Sigue que I'n, '¢s son libres de torsion.

Dado un grupo U y un elemento = € U, denotamos por [z]y la clase de conjugacion
de x en U. El siguiente lema se hace claro.

Lema 9.4. La incrustacion v de A' en G = SLa(C) induce una biyeccion entre
elementos O\ {£1} yTo \{£1}. Sea x € O\ {&1} tal que v = ¥(z) es el elemento
correspondiente de T'p \ {£1}. El centralizador C(v,T) corresponde a k(z) N O y
la clase de conjugacion [ylc NTo corresponde a [x]a N OL.

Notar que el cuerpo k(z) es una extension cuadratica de k que se incrusta en
Ay Q:=k(z) N O es un Og-orden cuadratico de k(x) que es independiente de
la seleccion de z en [z]p1. Llamaremos B al orden de la clase de conjugacion de
x. Esta discusion, junto con los Teoremas 9.1 y 9.3 y un resultado de Eichler [7,
Theorem 2], nos permiten deducir lo siguiente.

Teorema 9.5. Supongamos que O y O'' tienen el mismo nimero de clases de
conjugacion de elementos con una traza reducida fija y orden fijos, entonces I'o\H?
y To/\H? son fuertemente isospectrales.

Hemos reducido nuestra construccién de 3-variedades hiperbdlicas isospectrales
al estudio del numero de clases de conjugacién de elementos en un algebra de
cuaterniones con traza reducida fija. Para simplificar ain mas este problema haremos
uso del siguiente hecho, probado en [11, Theorem 12.4.5].

Teorema 9.6. Sea O como antes y asumimos que I'o contiene un elemento de
traza ty. Entonces el nimero de clases de conjugacion en I'o de elementos de I'p
con traza ty es independiente de la eleccion del orden mazimal O.

A la luz de los teoremas 9.5 y 9.6 es suficiente mostrar que si Q es un Og-orden
cuadratico que se incrusta en O entonces ) se incrusta en O’ también. En efecto, si
2 = Oy[x] entonces toda incrustacion de Q en O determina (y es determinada por)
un elemento de O con el mismo polinomio caracteristico que x, la imagen en O de x.

Recordar de la Seccion 7.2 que el niimero de clases de isomorfismos de érdenes
maximales de A es llamado el nidmero de tipo de A. Resulta que cuando A ®g R 2
H*Q es siempre el caso que el ntmero de tipo es una potencia de dos (para una
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prueba, ver [4]). En particular, en el caso que estamos considerando tiene sentido
hablar de €2 incrustado en % de las clases de isomorfismos de érdenes maximales
de A. (Esto es por supuesto un abuso de lenguaje. Seria mas correcto decir que 2
se incrusta en representantes de la mitad de las clases de isomorfismos de 6rdenes
maximales de A.)

La pregunta de si todo orden maximal de A admite una incrustaciéon de un orden
cuadratico fijo £ tiene una larga historia que retrocede al trabajo de Chevalley
en los 1930’s. En 1999, Chinburg y Friedman [4] resolvieron completamente este
problema y mostraron que la proporciéon de clases de isomorfismos de érdenes
maximales de A que admite una incrustacion de 2 es igual a 0, % o 1. De hecho, su
teorema principal da condiciones necesarias y suficientes para que cada una de esas
proporciones ocurran. Uno de los resultados de su trabajo, que seré suficiente para
nuestro proposito, es el siguiente.

Teorema 9.7 (Chinburg-Friedman). Sea k un cuerpo de niimeros y A un dlgebra de
cuaterniones sobre k para el que A ®g R 2 HFQ | Si A es ramificado en un primo
finito de k y Q es un Og-orden cuadrdtico que se incrusta en un orden mazximal de
A entonces todo orden mazximal de A admite una incrustacion de €.

Del Teorema 9.7 y la discusiéon anterior concluimos lo siguiente.

Teorema 9.8. Sea k un cuerpo de nimero con un unico lugar complejo y A un
dlgebra de cuaterniones de division sobre k que ramifica en todos los lugares reales de
k. Sean O, 0’ érdenes mazimales de A para los que T y Tor son libres de torsion.
Si A ramifica en un primo finito de k entonces las variedades T'o\H? y To/\H? son
fuertemente isospectrales.

Para estar seguros de que las 3-variedades hiperbdlicas que construimos no son
isométricas primero vemos que si 'o\H? y I'o/\H? fueran isométricas entonces
habria un elemento v en PGLy(C) para el que I'o = 7T'o,y~!. La siguiente pro-
posicion demuestra que esto a su vez prueba que O y O’ son conjugados en A*.
Para obtener variedades que no son isométricas es entonces suficiente elegir 6rdenes
maximales que tengan diferentes tipos; esto es, que no sean conjugados en A*.

Proposicion 9.9. Bajo la misma notacion de antes y suponiendo que Lo = YT oyt

para algin v € PGLy(C), se tiene que O y O’ son conjugados en A*.

Demostracion. Sea v = P(c) donde ¢ € GLy(C). Entonces ¥(A) = AT'p = AT o,
luego conjugar por ¢ induce un k-automorfismo de A via

Z a;Yi — Z aicyic!

paraa; € ky~y; € ¢¥(O%). Por el teorema de Skolem—Noether este es un automorfismo
interno y existe un elemento a € A* tal que aO'a~! = O'!. Ahora consideramos el
orden Oy (0O%) de 9)(A) definido por

Op(0') := {Zai% ra; € O, € ¢(01)} :
Supongamos que D es un orden maximal de A para el que ¥(D) contiene Op(O%).
Si D # O entonces [['o : PY(DNO) > 1. Pero (DN O) D (Op(O1)) D p(OL).
Luego D = O y similarmente, O es el tnico orden maximal de A para el que

O (O") esta contenido en 1(0’). Como 9 (a) conjuga OY(O) en O(O™), a debe
conjugar O en O'. O
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9.3. Un ejemplo. Sea k = Q(y/—5) y consideramos los ideales p; = (11) y
p2 = (3 4+ 2y/=5) de Q(/—5). Ambos son ideales primos y tienen norma 121 y
29 respectivamente. Sea A el algebra de cuaterniones de division sobre k defi-
nida por Ram(A) = {p1,p2}. En términos de simbolos de Hilbert, A esta dada

por (44_11‘/&5\’/;555_6‘/?5). Todo esto puede verificarse con el siguiente cédigo de

Magma.

> k<t> := QuadraticField(-5);
> Zk := Integers(k);
> pl := 11xZk;

> IsPrime(pl);

true

> p2 := (3 + 2%t)*Zk;
> IsPrime(p2);

true

> Norm(p1l);

121

> Norm(p2) ;

29

A := QuaternionAlgebra(pl * p2);
Basis(A);

1, i, j, k1

i := Basis(4)[2];

j Basis(A) [3];
i~2;

(44 - 11xt)

> j72;

(-38 - 6xt)

V V.V —/,V VvV

El ideal primo p; = (11) se parte completamente en k(v/—1) y k(v/—3), entonces
el teorema de Albert-Brauer-Hasse-Noether implica que ninguna de estas extensiones
se incrusta en A. Ninguna otra extension ciclotomica de k es cuadratica, entonces A
no contiene otras raices de la unidad aparte de +1.

El namero de tipo de A es dos, luego existen 6rdenes maximales O y O’ de A
que no son conjugados.

> #ConjugacyClasses(MaximalOrder (A));
2

Hemos mostrado que I'p y I'or son libres de torsion. Sigue del Teorema 9.8 y la
Proposicion 9.9 que las 3-variedades hiperbolicas aritméticas o \H? y T'o,\H? son
fuertemente isospectrales pero no isométricas.

Ahora usamos el Teorema 8.3 para calcular el volumen de nuestras 3-variedades
hiperbolicas isospectrales. (La ley de Weyl implica que las variedades riemannianas
compactas isospectrales tienen siempre el mismo volumen). En este caso tenemos

di, =20

Ck(2) = 1,85555689374712063476271341165 . . .
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entonces

20%/2 . (1,8555...) - 120 - 28
472

Nota 9.10. Notar que el teorema de rigidez de Mostow implica que cualquier

isomorfismo de I'o y T'or deberfa ser inducido por una isometria de I'p\H? y

I'o/\H3. Sigue que nuestras 3-variedades fuertemente isospectrales y no isométricas

tienen grupos fundamentales no isomorfos.

Vol(Tp\H?) = Vol(T'p/\H?) = = 14125,336712. ..
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RESUMEN. Sea A(n) = 1 cuando n tiene un ntimero par de divisores primos
(contados con multiplicidad) y A(n) = —1 de lo contrario. En general, distinguir
entre nameros con un numero par o impar de divisores primos es una de las
tareas mas dificiles en la teoria analitica de nameros. Un trabajo reciente
de Matomaki y Radziwill muestra que, en promedio, ambos existen con la
misma frecuencia atn en intervalos muy cortos. Este avance ya ha tenido
varias aplicaciones importantes en las manos de Matomaki, Radziwill, Tao y
Terdvainen. Explicaremos en detalle una prueba completa del resultado original
de Matomséki y Radziwill, asi como de varias aplicaciones.
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1. INTRODUCCION

1.1. Primalidad y paridad. Los nameros primos son uno de los objetos de
estudio principales de la teoria de ntimeros. Los problemas clasicos acerca de los
primos son clésicos en parte por su dificultad: nuestras técnicas nos permiten
acercarnos a la meta, pero, una vez que se trata de encontrar todos los casos primos
y s6lo ellos, nos vemos a menudo frustrados.

Consideremos un ejemplo entre muchos. La conjetura fuerte de Goldbach dice que
todo namero par n > 4 puede escribirse como la suma de dos primos. Rényi [22]
mostré que todo niimero par suficientemente grande puede escribirse como la suma
de un primo y un niimero que es el producto de a lo mas K primos, donde K es
una constante. Luego hubo una sucesiéon de trabajos que mejoraron la constante.
Finalmente, en [4], Jing-Run Chen logr6 mostrar que todo par suficientemente
grande puede escribirse como la suma de un primo y un nimero que es ya sea un
primo o el producto de dos primos. Empero, la conjetura fuerte de Goldbach sigue
sin resolver.

La misma situacién ocurre con la conjetura de los primos gemelos, la cual plantea
que hay un nimero infinito de primos p tales que p + 2 también es primo. Se puede
dar una cota superior al nimero de tales p con p < N mediante métodos de criba
(como veremos en los ejercicios en la seccion 2.2), pero no tenemos una cota inferior.
Como en el caso de Goldbach, hubo una sucesion de trabajos llevando a un resultado
similar al de Chen; también hay otras aproximaciones a las dos conjeturas (Goldbach
débil, distancias acotadas entre primos). Empero, las conjeturas en si siguen abiertas.

En general, distinguir entre un primo y el producto de dos primos es muy dificil.
Si se usa un procedimiento de criba de tipo tradicional, hacer tal distincién es no
sblo dificil sino imposible. En general, las cribas, por si solas, no llegan a distinguir
entre nimeros con un numero par o impar de factores primos; se trata del problema
de paridad (§2.2). Claro est4, hay otros procedimientos, generalmente analiticos, que
nos permiten probar algunos enunciados sobre los niimeros primos.

Un resultado de base de este tipo es el teorema de los niimeros primos. Recordamos
que nos dice que el niamero 7(z) de primos entre 1 y x es aproximadamente x/log x.
Para ser méas precisos, en la version de Hadamard y de la Vallée Poussin (1896), nos
dice que

(1.1) m(x) = Li(x) + O (gce_cV log”) )
donde Li(z) = [} 15%’ ¢ > 0 es una constante y O(f(z)) quiere decir un término

cuyo valor absoluto esta acotado por f(x) por una constante.

La prueba se basa sobre las propiedades de la funcion zeta de Riemann ((s), y, en
particular sobre el hecho que sabemos que no toma el valor 0 cuando s esta dentro
de una cierta region. Por los mismos métodos, o usando (1.1), podemos mostrar
que el nimero de enteros n < z con un nimero par o impar de factores primos es
asintoticamente el mismo:

(1.2) Z A(n) =0 (e_c\/mx> ,

donde A(n) es la funcidn de Liouville, la cual es la funciéon completamente multipli-
cativa tal que f(p) = —1 para todo namero primo. El enunciado (1.2) también es
cierto si A(n) se reemplaza por la méas familiar funcion de Mébius p(n), definida
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como p(n) = A(n) para n sin divisores cuadrados (aparte de 1), y como u(n) = 0 si
d?|n para algtn d > 1.

De hecho lo més importante es que la cota en (1.2) dividida por la cota trivial x
va a cero:

Z A(n) = o(x),

n<x

donde o(f(z)) denota cualquier funcion g(z) tal que lim,_, o g(z)/f(x) = 0. (Aqui,
f(z) = x.) En otras palabras, el promedio de A en el intervalo 1 <n < z es o(1), es
decir, tiende a cero.

En general, es muy interesante saber que A tiene promedio o(1) en un intervalo
o conjunto de nimeros, pues esto quiere decir precisamente que sabemos que en
ese conjunto el numero de enteros con un nimero par o impar de factores primos
(contados con multiplicidad) es asintoticamente el mismo. Sabiamos, por ejemplo,
que

1 N+H
= 3w =o()
n=N+1

para H > N® y « dentro de un cierto rango. El primer resultado con a < 1 fue
probado por Hoheisel (1930); el mejor valor de a conocido en nuestros dias es
7/12 4 €, € > 0 arbitrario ([20] y [21], basados en parte en [8]). También se tenian
resultados “en promedio”: por ejemplo, se sabia que

2

2X
(1.3) / > An)| do=o(Xh?)

X \z<n<z+h

para h > X1/6%¢ ¢ > 0 arbitrario. La desigualdad (1.3) es equivalente al enunciado
siguiente: dado h = h(zx) tal que h(x) > z1/6+¢,

Y. An) = o(h(x))

N<n<N+h(z)

para todo entero N € [z, 2z] fuera de un conjunto de o(x) excepciones. (La equiva-
lencia es inmediata; el lado izquierdo de (1.3) es una varianza.)

La conjetura de Chowla nos dice que, para hi, ho, ..., h enteros distintos,
; 1
(1.4) ngnwﬁ%mml)---x(nmk)_o.

Cuando k > 1, la conjetura esta abierta y se considera muy dificil. En general, se
cree que, para todo polinomio P € Z[z] no constante,

1
Jim = ;VM(P(J?)) =0.

(Las conjeturas de Hardy-Littlewood y de Schinzel son enunciados relacionados para
los niimeros primos.) Nuevamente, no hay caso probado con deg P > 1, si bien se
tienen resultados para polinomios en dos variables.

Una puerta fue abierta recientemente por Kaisa Matoméki y Maksym Radziwitt
[11]. Ha conducido ya a numerosos resultados.
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1.2. Resultados de Matoméiki, Radziwill y Tao. El siguiente resultado fue
un gran avance, puesto que, como hemos visto, la conclusion se sabia solo bajo la
condicion h(z) > z/6+¢, mucho mas fuerte que h(z) — oco.

Teorema 1.1. Sea h = h(z) tal que h(z) = oo cuando x — co. Entonces, cuando
X — o0,

(1.5) Y. A =o(h(X))

N<n<N+h(X)
para todo entero N € [X,2X] fuera de un conjunto de o(X) excepciones.

En verdad, con algo de trabajo adicional, Matoméki y Radziwilt demuestran un
analogo del Teorema 1.1 para todo f : Z — R multiplicativo que satisfaga |f(n)| <1
para todo n [11, Thm. 1]:

o X fm-g X | =)

N<n<N+h(X) X<n<2X

para todo N € [X,2X] fuera de o(X) excepciones. (Hay generalizaciones también
para f con valores complejos [12, Thm. A.1].)

(Por cierto, es plausible que (1.5) sea cierto para todo N € [X,2X], con tal
que, digamos, h(z) > C(logz)?. Empero, es facil construir contraejemplos a tal
enunciado con f multiplicativa, f # \.)

Asi como el Teorema 1.1 es un resultado sobre la cancelaciéon en intervalos cortos
en promedio, se puede probar la conjetura de Chowla en promedio.

Teorema 1.2. ([12, Thm. 1.1]) Sea k > 1 arbitrario. Sea h = h(x) tal que h(x) = oo
cuando r — co. Entonces, cuando N — oo,

> A A hy) - An+ hy) = o(N)
n<N

para enteros (hi,...,h;), 1 < h; < h(N), cualesquiera, fuera de un conjunto de
o (h(N)*) excepciones.

La prueba se basa en la del Teorema 1.1, via el método del circulo.
Los Teoremas 1.1 y 1.2 admiten variantes cuantitativas. Ain para h(X) pequeilo,
los métodos de Matoméki, Radziwill y Tao pueden dar una cota de la forma

O((loglog h(X))/log h(X)).

Los términos de error de esta forma son tipicos de pruebas en las cuales el caso de
los primos se ve como una excepcién. Las pruebas que veremos no son una excepcion;
de hecho, ponen a los enteros que no tienen una factorizaciéon tipica en el término
de error.

(En verdad, nosotros probaremos cotas del tipo O(1/(log h(x))®), a > 0. Nuestro
énfasis serd en dar una exposiciéon clara y concisa, y no en conseguir necesariamente
las mejores cotas que los métodos permiten.)

Los métodos y resultados de Matoméki y Radziwitt han tenido varias otras
aplicaciones [13], [25], [26], [15], [14]. Discutiremos una de ellas: la prueba de una
version logaritmica de la conjetura de Chowla con k = 2.
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Teorema 1.3. ([26, Thm. 1.1]) Sean aq,as,b1,bs enteros tales que (a) aj,as > 1y
(b) (a1,b1), (az,b2) no son maltiplos el uno del otro. Sea w = w(x) tal que w(xr) — o0
cuando x — oo. Entonces, cuando x — oo,

Aain + bi)X(asn + by
3 ( )A( )

- = o(logw(x)).

z/w(z)<n<z

También este teorema se generaliza a una clase de funciones multiplicativas,
incluyendo algunas para las cuales la conjetura de Chowla “estandar” (1.4) no seria
cierta.

1.3. Notacion. Cuando escribimos f(n) < g(n), g(n) > f(n) o f(n) = O(g(n)),
queremos decir la misma cosa, esto es, que hay N > 0y C > 0 tales que |f(n)| <
C'-g(n) para todon > N. Escribimos <, >>,, O, si N y C dependen de a (digamos).
Como de costumbre, f(n) = o(g(n)) significa que |f(n)|/g(n) tiende a 0 cuando
n — oo.

Dado un subconjunto A C X, 14 : X — C es la funcién caracteristica de A:

1 sizeA,
1A(m):{o si no

Denotamos por |A| el nimero de elementos de un conjunto finito A.

Escribiremos (a, b) por el maximo comun divisor de dos enteros a, b # 0, siempre
y cuando no haya posibilidad de confusion con el par ordenado (a, b).

La distancia d(f, B2) entre dos elementos (31, f2 € R/Z se define como min,¢yz |a+
B1— B2|. Por ejemplo, la distancia entre 0,01 y 0,99 es 0,02. Podemos también definir,
para § € R, la distancia d(f8,Z) como la distancia entre 8 y el entero mas cercano.
Esta claro que d(B,Z) depende sblo de  modZ, y que d(f1,52) = d(B,Z) para
cualquier S tal que 8 = 81 — B2 mod Z.

1.4. Agradecimientos. El viaje y estadia de los autores fueron financiados
en parte por la fundacion Humboldt. Se deben las gracias a Boris Bukh y Nikos
Frantzikinakis por sus valiosos comentarios.

2. BREVE REPASO Y RESULTADOS PRELIMINARES

2.1. Funcién zeta. Formula de Perron. Sea f : N — C. Muchas veces estamos
interesados en sumas finitas de f:
> fn).

n<zx

En general, podemos tratar de obtener resultados sobre una funcion f estudiando
una funcion generatriz de f, como, por ejemplo, >->° ; f(n)z™. Si f esta asociada a
un problema multiplicativo, tiene sentido estudiar la siguiente funcién generatriz,
llamada funcion zeta de f:

(o9}
Zi(s) = Z f(n)n™° seC.
n=1
La idea de usar los factores n~° es que son multiplicativos: (ab)™® = a~*b°. La
idea es que, si obtenemos suficiente informacion sobre Z¢(s), podremos deducir
informacion sobre f(n).
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Si f es multiplicativa, entonces, como lo noté ya Euler, podemos factorizar Z¢(s)
como un producto sobre los primos:

(2.1) Zis) =+ fep =+ f@p > +...)  Rs>1

p

Por ejemplo, en el caso f = 1 tenemos que su funcion zeta es

o0 e 1
(2.2) Zis) =) =D n " = 1;[—1_1 T

de donde, por ejemplo, obtenemos que hay infinitos primos, puesto que h'm+ Yo,nt
s—1

diverge, y lim,_,;+ 1/(1 — 1/p®) puede divergir sélo si es un producto infinito.
Escogiendo s de manera mas precisa, podemos obtener cotas tutiles sobre los primos
(ejercicio 2.4).

Veamos como usar la funcién zeta de manera elemental para acotar la suma de

una funcion aritmética, Y-, . 7(n?)n~!, con 7 la funcién divisor. Para s > 1,

3 Y ) oy () 2wy ()
_xs1}[(H;+o(;zs)>;wn(l+;)
xs—ll;[ <1+p15> Zn si_ll)

donde hemos usado el hecho que >~ n™° — floo t7°dt < 1. Tomando s =1 + @,
obtenemos

7(n?) 3
(2.4) Z - < (logz)”.

n<z

Este es el orden de magnitud correcto: en verdad, >, <7 7(n?)n~1! es asintotica a
una constante por (logz)3.

Si queremos asintdticas para sumas necesitamos algo mas preciso para relacionar
las sumas con la funcion zeta. La herramienta que lo permite es la integral de Perron,
que es capaz de expresar que un nimero y sea mayor o menor que 1 en términos
analiticos, y en particular en términos de los «armoénicosy y®, s complejo: para

o >0,

1 otico 1 si0<y<1,
S
2.5 — T—=11 iy=1
(2.5) i) VS /2 sty =1,
0 siy > 1.

Esta formula puede probarse usando el teorema de los residuos, o el teorema de

inversion de Fourier para la funcion 1 «)(z)e "% en 2 = logy, ya que y~* =

e~1°8 L a integral debe comprenderse como el limite limy_, o I J+ZTT Yy~ *ds/s.

Asi, usando Perron, obtenemos, para x > 0,

otico sds 1f(z) sizez,
(2:6) Z fn ~ om /a_ioc Zy(s)x s + {S siz & 7Z.

n<x
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Si bien todos los arménicos z** contribuyen a la integral, tipicamente los importantes

van a ser los que tienen frecuencia t pequena. Para demostrarlo, la idea es que
es mejor trabajar con una funcién continua, antes que con la funcién en el lado
derecho de (2.5). Podemos, por ejemplo, trabajar con la siguiente funcion, continua
n (0, 00):

(2.7) Ys(x) = lo,1-6) + %1[1,5’1] 0<do< %

Por lo mismo que es igual a 1 1y(x) cuando 0 <o < 1—4§ 0 2 > 1, esta claro que,
st |f(z)| <1 para todo z, entonces

(2.8) S f(n) = O(62) +Zf ( )

n<zx

Usando el teorema de inversion de Fourier (o la integral de Perron), no es dificil
demostrar (ejercicio 2.5) que

1 o+i00 .
(29) vslo) = 5 [ Oty s
T Jo—ico
donde
1 1-(1-9g)t!
2.10 M =
Utilizamos la notacion M1 aqui pues se trata de una transformada de Mellin (lo
cual no es sino una transformada de Fourier con un cambio complejo de variable).

En general,
~ [ vt ta,
0

y, bajo ciertas condiciones de integrabilidad sobre ¥ y M1,

1 o+100
Y(z) = — / My(s)x™%ds (teorema de inversion de Mellin),

2T S ioo
lo cual se deduce del teorema de inversion de Fourier.

Lema 2.1. Si|f(n)| <1 para todo n, entonces

1+—10;m+i6*2

> f(m) = O(éwlogn) + 5 - o (Mbs) (5) 2 (s)ds.

1+ loé.’t —i6=2

n<lx

Demostracion. Por (2.8) y (2.9), para o > 0,
o+i00

S fn) 53:—!—% wH (M)()Z5(s)ds.
n<z g0

Vemos que (2.10) implica que |M(¢5)(s)| < 2/6|s(s + 1)| cuando Rs > 0. Como

|f(n)|] <1 para todo n, |Zf(c +it)| < (o) <1/(6 — 1)+ O(1) para o > 1. Por lo
tanto,

e ol 1 o)
2.11 S(M Z d dt .
ey [, ez« 5 | < oy

Tomamos 0 = 1+1/logx y T = 62, y el lado derecho de (2.11) se vuelve O(dz log ).
La cota para la integral de 0 — ico a 0 — i1 es evidentemente la misma. O
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Luego efectivamente solo las frecuencias pequenias van a ser importantes para
controlar el promedio. Veamos como usar este hecho para ver que hay cancelaciéon

en la suma
> Am)

n<z
Para ello, miramos a su funcién zeta correspondiente a A(n):

—S

23(s) = M = [l =+ =) = [T = [

p p

luego

(2.12) Zx(s) =

Para acotar el promedio de f queremos extender Z;(s) a s con parte real < 1 con
el proposito de usar la integral en (2.6) para la ¢ mas pequena que podamos, ya
que |z°| = 2°.

Para Rs > 1,

1 0 ] 1 o0 n+1
(2.13) C(S):;—&-;n —/1 u du:s_l—i—;/n (™% —u"%)du

y es muy sencillo ver que la dltima sumatoria converge en Rs > 0. Por lo tanto,
podemos hablar de {(s) como 1/(s — 1) mas una funcién analitica en la region
Rs > 0. Asi, hemos extendido el numerador y el denominador en (2.12) a Rs > 0;
empero, también debemos controlar cuando el denominador se desvanece. Como el
denominador es ((s), controlar cuando es cero en toda la region Rs > 0 equivaldria
a la hipotesis de Riemann. Vamos a citar el mejor resultado conocido en dicha
direcciéon, debido a Vinogradov y Korobov:

Teorema 2.2. ([9, Thm. 8.29]) Hay una constante ¢ > 0 tal que ((s) # 0 para
s=o0+it con o >1— c(logt)~?/3(loglogt)~'/3, |t| > 3, y en dicha zona también
se cumplen las cotas

1
—— < (logt)*3(loglog t)'/?,

¢(s)

¢'(s)
¢(s)

Con dicho resultado podemos acotar el promedio de A:

< (logt)*3(loglog t)'/3.

Teorema 2.3.
Z )\(’I’L) Lz eXp(—(log l‘)3/5+0(1))_

n<z

Demostracion. Aplicamos el Lema 2.1 para f = A, y definimos 7" = §~2. Por el
teorema de Cauchy, podemos desplazar la linea de integracion a los segmentos rectos
L_,Ly,Ly,donde Ly vadeoc—iT ac+iT, L_vadel+1/logae—iT aoc—iTy Ly
de o +4iT al+1/logx +iT; aqui o = 1 — c(log T)~2/3(loglog T')~/3, y utilizamos
el Teorema 2.2 para asegurarnos que ((2s)/((s) es analitica en la region entre la
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vieja y la nueva linea de integracion. Asi,

s ¢(2s)
Z)\ O(dzlogx) + 2m/L_+L1+L+m Ms(s) (s ds

n<x

o+1T
= O(dxlogz) + O(x6) + %/ . stwé(S)CC((QSS)) ds,

donde usamos la cota del Teorema 2.2, asi como la cota M1s(s) = O(1/6]s(s+1)|), y
el hecho que ((2s) esta acotada por ((20); podemos asumir 20 > 3/2 (digamos), asi
que ¢(20) = O(1). Como |z*| = |27| = zexp (—c(log z)(log T)~*/3(loglog T) ~/3),
obtenemos, usando las mismas cotas,

2.14) 3 Am) 6xloga:)+0<5 we—cllog ) (log T) =2/ (loglog 7) ! 10g33>

n<z

< xlogx (e—C(logw)“(log log x)” + eC’(log; z) (loglog z)”

efc(log z)(2C(log z)* (log log z)?) ~2/3 (log 2C+a log log =+ log log log z) _1/3)

para § = e~ C(logz)%(loglog @)? y T = 6~ 2. Esta claro que lo éptimo es escoger a y 3
tales que a =1—2a/3y 8 =-23/3—-1/3,1e,a=3/5y = —1/5. Asimismo,
escogemos C' suficientemente pequefio para que C' < ¢(2C)~2/3 . (2a)~1/3, digamos.
Asi obtenemos

Z )\(’Il) < efC(log z)%/5 (log log a:)_l/sx IOg T << 67(0/2)(10g z)%/% (log log w)_1/5x

n<lz

para C' méas grande que una constante. O

Corolario 2.4. Sean x> 1,t < exp(log 7”)3/576, € > 0. Entonces

A(n o
Z nl(Jri)t < exp(—(logz)?/5Fo< (W),

z<n<2z

Demostracion. Por el Teorema 2.3 y sumacion por partes (ejercicio 2.2), obtenemos
en verdad que
M) )
> S < (1 [t exp(~(log )/ +M) log .
r<n<2x

O

Es de suponer que la gran mayoria de lectores ya han visto por lo menos una
prueba del teorema de los nimeros primos basada sobre la integracién compleja y
las propiedades de ((s). De todas maneras, demos los primeros pasos de una prueba
siguiendo las lineas generales que acabamos de sentar.

Por (2.2), la funcion Z(s) = log ﬁ es de la forma Z;, +O(1) para Rs > 1, donde
Zip = Zp p~° es la serie que corresponde a la funcién indicatriz 1p del conjunto
de todos los primos. Un problema con usar esta funcién Z(s) es que 1/¢(1) =0, lo
cual significa que no podemos definir Z(s) como meromorfa alrededor de s = 1. Una
manera de solucionar el problema seria integrar por partes en la integral que va de
¢ — 100 a ¢+ ioo; luego apareceria, en vez de Z(s), su derivada

(2.15) Z'(s) = CC/((;) = Zj,
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donde A(n) =logp para n = p*, p algtin primo, y A(n) = 0 para otros n. Debido a
(2.13), Z(s) es meromorfa en s > 0 con un polo en s = 1 de resto 1.

En vez de seguir el procedimiento descrito en el parrafo anterior, es mas facil usar
directamente Z, para demostrar el teorema de los nimeros primos en la siguiente
forma.

Teorema 2.5. Para x > 0,

Z logp = z + O(z exp(—(log x)3/5+°(1))).

p<z

Demostracion. Ejercicio 2.7. O

Corolario 2.6. Para xz > 0,

(2.16) 7(z) = Li(z) + O(z exp(—(log x)3/5+0(1)))’
(2.17) Z logp _ log z + k1 + O(exp(—(log z)3/5+°M)y),
p
p<z
(2.18) > 1/p=loglog + sy + Ofexp(—(log2)*/>+*M)),
p<z

donde k1 Yy Ko son constantes.

Por cierto, las formulas menos precisas > (logp)/p = logz + O(1) y también
> p<x 1/p=loglogz + ra + O(1/log ) ya eran conocidas antes del teorema de los
nameros primos (Chebyshev-Mertens, afios 1848-1874; ver [9, §2.2]).

Esbozo de prueba del corolario. Por sumacion por partes. En el caso de (2.17), para
evitar problemas debidos al hecho que exp(—(logz’)3/5+°(1)) puede ser bastante
més grande que exp(—(log x)3/ 5+°(1)) para ' mucho mas pequeiflo que x, conviene
estimar las sumas

(2.19) > (e 2ER 1) X

n>x

1/n =
logx 4+ v 4+ O(1/x), donde 7 es una constante (constante de Euler). Esta tltima
formula se establece facilmente: las areas que quedan entre la hipérbola y = 1/x
y las lineas horizontales y = 1/n para n < z < n + 1 pueden ponerse en pila, y
entonces esta claro que su suma para n > 1 es una constante, y su suma para n > x
es O(1/x). Notese por tltimo que la primera suma en (2.19), tomada sobre todos
los n > 1, converge a una constante, gracias a la estimaciéon de esa misma suma
por sumacién por partes para x general. Estas observaciones son suficientes para
construir una prueba (ejercicio).
Procedemos de la misma manera para establecer 2.18: estimamos las sumas

n nlogn /)’ nlogn’

n>x n<z

la primera de ellas por sumacion por partes, y la segunda por la formula )",

la primera de ellas por sumacion por partes, y la segunda por una comparaciéon con
J5 1/nlogn. O

De manera anéloga, podemos calcular la probabilidad de que un niimero no tenga
factores primos en un rango dado.
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1
Lema 2.7. Sea 1 < Q% < Q < xleslos)® | Entonces

) l=ax+2-0 (exp (_ min ((a log Q)T %))) '

n<z,pln=pg¢(Q°,Q]

Para @) cercano a z, el problema comenzaria a cambiar de cariz (funcion de
Dickman, funcién de Buchstab; ver, por ejemplo, [19, §7.1-7.2]).

Demostracion. Observemos que la suma del enunciado es »° _. g(n), donde g
es la funcién totalmente multiplicativa con Zy(s) = [[,¢qe g (1 — p~ )t =
C(8)[[ga<pcq(l — p~°). La funcién Z,(s) tiene un polo en s = 1 con residuo

[Ige<p<q(l —p~"). Gracias a (2.18), vemos que

H(l —p H =exp —Zp_l +c+0(2_1)

p<z p<z

— ¢~ loglog z+c'+O0(exp(—(log 2)*/°T(1)))

_ C 3/540(1)
= 1ogz(1 + O(exp(—(log 2) ),
donde ¢, ¢ y C son constantes. En consecuencia,
(2.20) I[I a-p")=a-(1+0(exp(~(alog@)?>M))).
Q<p<Q

Por otra parte,
Zy(o +it)] < [¢(o+it)| [T (1 +p7°).
p<Q

Para1l—1/logQ <o <1,

[Ta+p ) <exp D p| <exp|Q'7D> p!

p<Q p<Q p<Q

< exp(e(loglog @ + k + 0(1))) < (log Q)?,
por el corolario 2.6. Usando (2.13), vemos que, para s = o + it con o > 1 —1/logQ,

Q 00
¢(s) i +0 (/1 (lu=*) —u=®)du +/ (lu=*] —u®) du)

Q

1 @ >
—+0 (/ du + |s|/ u_”_ldu>
s—1 1 U Q
1
= L 000sQ +11/Q7).
Asi, para |t| < @, concluimos que |((s)] = 1/(s — 1) + O(log Q). En particular,

|Zy(0 +it)] < (log Q)* para 1 < |t| < Q.
Procedamos como en la demostracion del Teorema 2.3, s6lo que con

oc=1—min <c(logT)*2/3(loglog T)*l/‘g, 1/log Q) .
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Obtenemos que

Z g(n) = ax - (1 + O(exp(—(alog Q)*/°T°MY)) + 8,

donde
S = O(6xlogx) + O(x6%(log Q)*)
+0 (571xef(log z) min(c(log T)"2/3(loglog T) ~%/%,1/log Q) log ZL’) )

Si log@Q < c(logT)?/3(loglog T)'/?, procedemos exactamente como lo hicimos
anteriormente, y obtenemos S = z0(exp(—(logz)3/5t°(M)). Si contrariamente
log@Q > c(logT)?/?(loglog T)/3, tomamos § = x~1/21°8Q T = §=2 = z1/1e@,
y asi

1 gl‘ <<J; 3101gQ

S =0 (6zlogz) + O(%z(log x)*) <

x2logQ
3
para Q < ml/(loglogm) . 0
FEjercicios.
Ejercicio 2.1. Una herramienta ttil para nosotros va a ser sustituir sumas por

integrales. Vamos a demostrar la Regla del rectdngulo.

1. Demuestre que f(n) = f:H f(n)dt = an f(t)dt + O(f:—s_1 |f/(t)|dt).
2. Usando el apartado anterior, pruebe que, para enteros a < b cualesquiera,

(2.21) / f@)dt+0 </ lf (1t dt) (regla del rectangulo)

a<n<b

Por cierto, existen también expresiones similares con términos de error que
involucran f”, f"', etc. (formula de Euler-Maclaurin).

3. Observe que si f es mono6tona, entonces la formula del apartado anterior da
algo similar al criterio integral para series:

S fn) = / f(tydt + O(f(b) - f(a)])

a<n<b

4. Use las formulas anteriores para demostrar las siguientes aproximaciones:

$4 n2
Swt=T o6, Y (fg) = et 0,

n<x n<x

con ¢ > 0 la constante ¢ = f°° “’\‘}g du.

Ejercicio 2.2.

1. Muestre que, para cualquier entero N y aq,...,any € C, by,...,by € C
arbitrarios,
Z anbn = Z (A(?’l) - A(?’l - 1)) ' bn
(2.22) 1<n<N 1<n<N
=A(N)-by = Y A()- (g1 —bn),
1<n<N-1

donde A(x) =3, ., <, an- (Se trata simplemente de recomponer los términos
de una suma.) A esta técnica se la denomina sumacion por partes. Es utilizada
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cuando sabemos como estimar las sumas de tipo A(z), y queremos estimar
una suma y . .y Gnbn.

. Poner la igualdad de la forma siguiente hace mas claro el paralelismo con la

integracion por partes (la técnica basica aprendida en un primer curso de
célculo integral). Reescriba (2.22) como sigue: para N, Ag, 41,...,An €Cy
b1,...,by € C arbitrarios,

> (An— Ap_1)by = Anby — Agbr = Y Ap - (bg1 — by).
1<n<N 1<n<N-1

Alternativamente, muestre que (2.23) es un caso especial de la integracion
por partes, formulada para integrales de Lebesgue.

Ejercicio 2.3.

1.

Sea 7(n) la funcién que cuenta el ntimero de divisores de n, es decir 7(n) =
> djn 1- Demuestre, cambiando el orden de sumacion, que

>rm =[] =+ 3 3+ 0w = aioga +0w)
d d
n<z d<z d<z

donde |x] es la parte entera de z. (Evidentemente, |z| =z + O(1).)

. (Comentario) En otras palabras, la esperanza del namero de divisores de

un entero aleatorio n < z es logz + O(1). Empero, la mayor parte de
enteros tienen un namero de divisores bastante menor. Como veremos después
(ejercicio 2.4), la esperanza del nimero de divisores primos de un n < z
aleatorio es (140(1)) log log z; Verifique que un namero con (1+0(1)) loglog x
divisores primos y sin divisores cuadrados aparte de 1 tiene (log x)(H"(l)) log 2
divisores.

Lo que sucede es que, si bien los numeros con > C'loglogx divisores
primos (C' > 1) resultan estar en la minoria, tienen un nimero tan grande de
divisores (jcuantos?) que hacen que el promedio (o esperanza) sea bastante
superior a la mediana (el valor tal que mitad de los casos son superiores y
mitad son inferiores a él).

Use sumaciéon por partes e integracion por partes para demostrar las siguientes
aproximaciones:

2 2
%m-(n) = £%logac + O(2?), %T(nn) = @ + O(log z).

1

Ejercicio 2.4. En este problema vamos a demostrar la asintotica ) =

p<z p

(14 0(1))loglogz a partir del producto de Euler (2.2). Antes de ello, observa que

de dicha asintotica es posible deducir que )

w(n) = x(1 + o(1)) log log z, con

n<x

wn) =3, 1.

1.

2.

Use el criterio integral para series para demostrar que ((s) =Y > n~ % =

-4+ 0(1) para s > 1.
Tomando logaritmos en la identidad de Euler (2.2), usando el apartado
anterior y la aproximacién de Taylor log - = z + O(2?) para |z| < 1/2,
demuestre que

1
Zp_s =(1+o0(1)) logm para s > 1.
P
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En este contexto particular, o(1) quiere decir “una cantidad una cantidad
que tiende a 0 cuando s +— 17,

3. Tome s =1+ loig’iw Usando > . p™* <>, ,n"°y el criterio integral,
demuestre que Zp>xp k1.

4. A partir de los dos apartados anteriores, demuestre que

Sptz Yo 2 30 L 0(1) = (14 o(1) loglog
p

p<z p<z

5. Para p < z, demuestre que p_l_logloglm wex = p (14 0(1)). A partir de ahf,
pruebe las desigualdades

Y p < (T+o(1) Y p T = (14 0(1)) loglog .
p

p<z

Ejercicio 2.5.

1. Para y > 0, la ecuacion de Perron (2.5) nos dice 1(.1)(y) = 55 ch;;o —sds

asumiendo que definimos 1(1)(1) = 1/2. Usando dicha féormula, y te-
niendo en cuenta que 1 (y) = 1¢o,1)(y/b), demuestre que 1) (y) =

1 fetico bs —5 ds
271 Je—ioco s
2. Usando la formula del apartado anterior, demuestre la expresion (2.9).

3. Demuestre que si 15 es la funcion definida en (2.7) entonces se cumple que
Iy~ ¥s(u)us~tdu es igual a la funcion Ms(s) definida en (2.10). Asi, el
Teorema de inversion de Mellin también demuestra la formula (2.9)).

4. Recuerde que |M1s(s)| < 2/8|s(s + 1)|. Pruebe que |Mw;s(s)| < 2/s para
0 <1/2(s+ 1). Concluya que |[M1s(s)| < 4/s para todo § > 0.

Ejercicio 2.6. Decimos que un entero n es libre de factores cuadrados si no es
divisible por ningun cuadrado d? con d un entero mayor que 1. Vamos a demostrar
que la proporciéon de ntmeros sin divisores cuadrados es 1/{(2) = 0,6079... Para
ser precisos: sea Q(x) el namero de enteros n < z libres de factores cuadrados;
mostraremos que lim,_, . Q(z)/x = ﬁ

Como veremos en el ejercicio 2.9 de la seccion siguiente, es posible dar una
prueba elemental de este mismo enunciado (con un mejor término de error). Ahora
mostraremos como probarlo usando la funciéon (s), simplemente para practicar las
técnicas que hemos expuesto en esta seccion.

1. Demuestre que Z,2(s) = CC(( )) Aplique el Lema 2.1 para expresar Q(m) en

+it
loga; ’
con —0 ¢ <t <6¢ donde § € (0,1) y ¢ > 0 son pardmetros que luego
elegiremos.
2. Usando la formula (2.13), demuestre que

14t
~% min (1, ’;' |> < (1+ )7

para s = o +it, o > 1/2. (Es posible probar cotas mas fuertes, comenzando
por la cota de converidad ((s) <, (14 [t|)(179)/27¢; no las necesitaremos.)

3. Deduzca del apartado anterior y del producto de Euler (2.2) para ((2s) que
si estamos en la zona og < o < 3 para algtn oo > 1/2 y a distancia > 1 de
s =1, entonces Z,2(s) <o, (14 [t])*7°.

términos de una integral sobre el segmento Vj descrito por s =1 +

(s) =
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4. Usando el Teorema de los residuos y el apartado a), demuestre que

T 1
Q(z) = — + O(dzlog x) + —/ x*Mips(s)Z 2 (s)ds.
¢(2) 2mi Ju, ovon_ g
con V el segmento 0 = g9 (09 > 1/2), —67¢ <t <6 ¢y Hy, H_ los
segmentos horizontales que unen los extremos de V' con los de Vj.
5. Use las cotas que tenemos para Z,2 y M1;s para demostrar que

x - g So—

Qx) = @ + O(bxzlogx) + O (x5(1+”)c 1) + 0 (x ) 1) .

6. Eliga 6 > 0, 0 > 1/2 y ¢ adecuadamente para demostrar que Q(z) =
ﬁ + O(2%/3+€) para € > 0 arbitrario.

El método elemental que veremos en la siguiente seccion da un mejor exponente:
1/2, en vez de 2/3. Es posible obtener algunas mejoras ulteriores combinando el
método elemental y el método analitico.

Ejercicio 2.7. Siga los pasos de la prueba del Teorema 2.3, usando la férmula
(2.15) y el Teorema de Vinogradov-Korobov (Teo. 2.2), para demostrar el teorema
de los ntimeros primos en la siguiente forma:

> A(n) = 2+ O(z exp(—(log z)*/ 7o),

n<z

Deduzca el Teorema 2.5.

Definicion 2.8. Mencionamos la transformada de Fourier, asi que debemos precisar
las constantes en nuestra definicion. La transformada de Fourier f : R — C de una
funcion f : R — C se define por

fo- [ 7 f(@)e(—at)de

donde e(a) = e*™“. Requerimos siempre que f esté en L', es decir, [ |f(z)|dz < oo
(“f es integrable”).

2.2. Las cribas y sus limitaciones: el problema de paridad. Hagamos una
breve pausa, no para ver mas resultados que necesitamos, sino para comprender
mejor por qué los problemas con los que lidiaremos son dificiles, y no pueden ser
resueltos s6lo mediante cribas.

Digamos que tenemos un conjunto finito A y un conjunto finito de propiedades P.
Para cada subconjunto de P, se nos da una férmula aproximada — con algin término
de error — para el numero de elementos de A que satisfacen todas las propiedades
en el subconjunto. Se nos pide dar una cota, superior o inferior, para el nimero de
elementos de A que no satisfacen ninguna de las propiedades.

La estrategia evidente seria aplicar el principio de inclusion-exclusion (ejercicio
2.8). Empero, el namero de términos en una inclusion-exclusion completa es expo-
nencial en el nimero de propiedades, por lo cual el error total podria ser enorme.
Nos podemos preguntar si existe alguna manera de usar un nimero mucho més
pequeno de términos para obtener cotas superiores o inferiores, o atn expresiones
asintoticas. Una criba da una respuesta afirmativa a esta pregunta en contextos
comunes en la teorfa de ntmeros. (En particular, A serd un conjunto de enteros, y
las propiedades a considerar estaran dadas con una biyeccién natural con los primos
en un conjunto finito.)
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Una amplia clase de cribas (cribas pequernias) se pueden poner en el formalismo
siguiente. Para permitir multiplicidades, en vez de trabajar con un conjunto A,
trabajaremos con reales no negativos a, para 1 < n < z. Las propiedades que
consideraremos seran la divisibilidad por un conjunto & de primos p < z, donde z
es un parametro. Para cada d < D (donde D > z) libre de factores cuadrados y con
factores primos so6lo en &, se nos da que

(2.24) Z an = g(d)X + rq,
1<n<zx
dln
donde g : ZT — R es una funcién multiplicativa, rq es el término de error y X
depende solo de x. Aqui 0 < g(p) < 1 para p € &. Los términos de error r4 son tal
que > < p |ra| sea pequefio comparado con X (digamos, O(X/(log X)%4)).

Hay diversas cribas para diversos problemas. Una criba muy simple nos permite
calcular anw:wx, d2fn On- Asimismo, es posible usar una criba para dar cotas
superiores e inferiores para D, . . tione < 3 factores primos Ons digamos, o para dar
una cota superior para Zpgm ap.ZPodemog, empero, dar una cota inferior no trivial
para ) . ap, o una estimacion no trivial de
una criba?

La respuesta es no, como lo muestra el siguiente argumento de Selberg. Por una
parte, la secuencia a,, = 1/2 satisface (2.24) con g(d) = 1/d, |rq4| < 1. Por otra parte,
consideremos la secuencia al, = (A(n) + 1)/2. Vemos que, para d < D = x1~¢,

, 1 A(d x x/d
Zan:§ Z 1—&-% Z /\(n):2d+0((logx/)f4+1>

n<z n<z/d n<z/d
d|n

n<z AM(N)ay, puramente a través de

gracias a (1.2). Por lo tanto, (2.24) se cumple para d < D, nuevamente con g(d) = 1/d
¥ Y g<p|ral = O(z/(logz)™). En otras palabras, una criba con el dato (2.24) para
d < D = 2'7¢ no puede distinguir entre a, y a,,. Ahora bien, dop<ay =0
Y Yon<a Mn)ay, = > a;, ~ x/2, sumas que difieren drésticamente de 3 a, =

Por lo tanto, una criba, atn con datos validos para todo d < z'!~¢, no puede,
por si sdla, darnos una cota inferior para Zp ap, 0 una estimaciéon no trivial para
> n AM(n)an. A este hecho se le llama “problema de la paridad”; fue formulado en la
forma que acabamos de ver por Selberg.

La razon del nombre se vuelve mas clara si consideramos tambén la secuencia
a’ = (1 — A(n))/2. Exactamente por el mismo argumento que acabamos de ver,
esta secuencia satisface (2.24) con los mismos valores de g(d) para d < z'~¢ que
las secuencias {a,} y {al,}. Por lo tanto, una criba, por si sola, no puede distinguir
entre a}, y a!’. Ahora bien, a/, = 1 cuando n tiene un ntimero par de factores primos,
y a,, = 0 de lo contrario, mientras que a,, = 1 cuando n tiene un ntimero impar de
factores primos, y a,, = 0 de lo contrario.

No utilizaremos métodos de cribas en el trabajo presente. Empero, se trata de
herramientas utiles y completamente usuales en la teorfa de niimeros, por lo cual un
cierto conocimiento de ellas es de suma importancia.

€

Ejercicios.

Ejercicio 2.8.
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1. Sea A un conjunto finito. Entonces el ntimero de elementos de A que no son
ni rojos ni grandes es igual a

|A|—|{a € A:aesrojo}|—|{a € A:aesgrande}|+|{a € A: a es rojo y grande}|.

Este es un caso especial del principio de inclusion-exclusion.

2. He aqui un enunciado general del principio de inclusion-exclusiéon. Sea A un
conjunto finito y &2 un conjunto finito de propiedades que los elementos de A
pueden o no tener. Para P C &, denotemos por Ap el conjunto de elementos
de A que satisfacen todas las propiedades en P, y por A\ » el conjunto de
elementos de A que no satisfacen ninguna de las propiedades en &?. Muestre

que
|2 .

(2.25) A =3 (-1) 3 JApl.
i=0 PC2:|P|=i

Ejercicio 2.9. Veamos como aun el principio de inclusion-exclusion, sin més
elaboracién, puede dar una solucién a un problema de criba bastante particular.
Recordemos que Q(z) denota el nimero de enteros n < z libres de factores cuadrados.

1. Usando (2.25), muestre que, para P el conjunto de primos p < +/z,

|P|
Q(a:):Z(—l)i Z ‘{nga::p2|n VpeP}}
i=0 PCP:|P|=i
= Y udln <z dn) = Y uld)|{n <z dn)]
A pep P d<vz

Sugerencia: utilice dos veces el hecho que d?|n implica d < /.
2. Tomando en cuenta que, para todo £ € Z™,

{n<a:tn}| =7 +0(),

muestre que

ew == Y Dy owm.
A<z
Concluya que

=x- 3 ,u(d) T) = L T
Q) =2 3555 +O/0) = 57 + O

Ejercicio 2.10. Demuestre las dos siguientes desigualdades, las cuales podriamos
llamar versiones “incompletas” de (2.25): para j < |Z?| par,

J

<SS Y (4l

i=0 PC2:|P|=i

(2.26) |A\ »

mientras que, para j < || impar, la desigualdad va en la otra direccion:
J
(2.27) A =Y (=1 > |A4p].

i=0 PCZ:|P|=i
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El primer resultado no trivial de cribas (eriba pura de Brun) se basd en estas
desigualdades. En la teoria de probabilidades, se llaman desigualdades de Bonferroni,
aunque el trabajo de Bonferroni [1] es posterior a aquel de Brun [3].

Para ver porque estas desigualdades pueden ser tutiles para las cribas, acote
el namero de términos del las sumas en el lado derecho de (2.26) o (2.27), y
compérelo, para j pequefio, con el nimero 2/’ de términos de la suma para j = | 2|.
Tipicamente, cada cantidad |Ap| se estima de manera aproximada, con un error,
y por lo tanto el término de error total crece con el nimero de términos. Asi, las
desigualdades (2.26) y (2.27), tomadas juntas, pueden terminar dando un resultado
mas preciso que la igualdad (2.25).

Ejercicio 2.11. Discutamos algunos resultados generales, concretos y no triviales
de cribas, utilizando la notacién que acabamos de explicar.

Suponemos siempre que hay una constante x > 0 (llamada la dimension de la
criba) tal que

V(w) logz \ "
2.28 K
(2:28) Viz) — <1ogw
para todo 1 < w < z y alguna constante K, donde V(y) = [[,c5.,<,(1 —9(»)), g
cumpliendo (2.24). Entonces tenemos el siguiente resultado.

A

Lema 2.9 (Lema fundamental de las cribas). Sean dados {an}n<z, &, 2, D, g,
X, rq, & con las propiedades mencionadas. Entonces, para s = (log D)/ log z,

(2.29) > an=(140.(K°Me ™)XV (2) + R,
n<lz
pln=>pg¢ P
donde
IRI<RD)= > [|rdl-
d<D
pld=>peZ?

Demostracion. Por la criba (no tan pura) de Brun (o varias otras). Ver, por ejemplo,
[6, Cor. 6.10] o [7, §2.8). O

Para el ejercicio siguiente, es suficiente saber que

(2.30) > an <x KOWXV(2) + R(D),
n<z
pln=p¢ P

lo cual se deduce inmediatamente del Lema 2.9. A tal resultado se le puede llamar
criba de cota superior. Se puede obtener (con definiciones del término de resto R(D)
ligeramente distintas) de muchos procedimientos de criba distintos, e.g., la criba de
Selberg ([9, §6.4] o cualquier otra fuente), la cual da (2.30) sin la dependencia en K,
bajo condiciones muy generales.

Ejercicio 2.12.

1. Sea k > 2. Veamos como utilizar una criba de cota superior para acotar el
niumero de primos p tal que p + k£ también es primo.
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2. Como practica, utilizando (2.30) con a, = 1 para n < z, muestre que

m(x) < gz

Use la férmula de Mertens

m(i-t)- 5522

<y

la cual se deduce del Corolario 2.6, pero es histéricamente anterior al teorema
de los numeros primos. (Solo requiere el método de Chebyshev en su prueba;
ver [9, §2.2]. Por cierto, la constante ¢ es igual a e~7, donde « es la constante
de Euler.)

3. Sean k, X € Z*, x = X(X + k). Para n < z, sea a, la sucesion indicatriz de
los nimeros n = m(m + k) para algin 1 < m < X. Muestre que la condicion
(2.24) se cumple para todo d > 1 libre de factores cuadrados con

1 2
g9(d) = H » : H »
pld pld
plk ptk
y |ra| < 7(d). Verifique también que (2.28) se cumple con kK =2, K = O(1) y
& = {p < z: p primo}, para z arbitrario. Aqui

Vy) =0 -9b).
p<y
4. Usando el Lema 2.9 (o (2.30)), deduzca que, para ¥ > X >0y k € Z*
arbitrarios, el nimero de enteros Y < m <Y + X tales que m(m + k) no
tiene factores primos de tamano < VX es

X
Z an < XV (2) + VX log(X) < C(k) log X7

n<x
pln=p>vX

con C(k) = lek’pﬂ(l —1/p)/(1 - 2/p) < Hp‘k(l + 1/p). (Claro esta,

ngD 7(d) = ngD ledl = ZlgD |D/l] < DlogD.) Concluya que el
nimero de primos Y < p <Y + X tal que p + k también es primo es

X
2.31 Ck) ——s-
(231) < Ch) G
Se cree que la asintética correcta es proporcional a C(k) X/(log X)? para
k par; mas precisamente, la asintotica seria

_ 2 _ ' 2"
o L= Y/p)? Do 1—1/p (log X)
Este es un caso especial de la primera conjetura de Hardy y Littlewood. (Para
k impar, la asintdtica es claramente 0, pues existe a lo mas un primo p tal que
p+ k también es primo: p = 2.) No sabemos, empero, siquiera si el namero de
primos p con p + 2 primo es infinito o no (problema de los primos gemelos).
Lo mismo vale parapy p+ k, k > 2.
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2.3. Estimaciones de valor medio.

Lema 2.10. (|16, Thm. 6.1]); see also [9, Thm. 9.1]) Sean aj,as,...,an € C.
Entonces, para todo T > 0,

(2.32) / > aun® (T +O(N)) > lan|*.

n<N n<N

Esta es una cota que no deja de recordar a la gran criba (de la cual no precisaremos).
Como en ciertas pruebas de la gran criba, es mas sencillo probar una cota con un
factor de log de mas. Expliquemos la prueba asi, comenzando con una demostracion
de esa cota mas débil.

Demostracion. Hagamos un intento directo e ingenuo. Expandiendo el cuadrado,
vemos que

T T
(2.33) / Z ann’| dt = Z am@/ (n1/no)®dt.
0 0

n<N n1,n2 <N

Ahora bien, para todo r > 0,

T iT
. -1 1
(2.34) / ritdt = = -0 ( ) .
0 ilogr logr

Puesto que logr > (r — 1)/(r + 1) para r > 1 (como podemos verificar comparando
derivadas), log(ni/na) > (n1—n2)/(n1+n2) > (n1—n2)/2N paral <ny < n; <N,
y asi log(ny/ng2) > |n1 — na|/2N para 1 < ny,ny < N. Por lo tanto, la expresion en
el lado derecho de (2.33) es

_ _ N
(235) T > and@m+O0| ) \amanz\m
ni,ne <N ni,ne <N ! 2
ni=nq nl;énz

2 2
+ |an,| 1
_ T 2 N ‘an1| 72
> anP+0 3y : ——
n<N ny,na <N
ni#n2

= (T+O(NlogN)) Y |an|*.
n<N

Hemos obtenido casi lo que queriamos. Veamos ahora porqué hay un factor de
log N espurio. La integral en (2.34) no es sino @(—(log r)/2m), donde 15 es la
funciéon caracteristica del intervalo I. Estamos en verdad en una situaciéon muy
similar a la de la seccion §2.1, cuando examinamos la formula de Perron (2.5).

Como (2.34) nos muestra, la transformada de Fourier de una funcion 1;(t) decae
como 1/]t| cuando t — Foco, mientras que, como es bien conocido y facil de probar,
la transformada de Fourier de una funcién continua f decae por lo menos tan
rapidamente como 1/t? (esto es, es O(1/t?) cuando t — +00). El factor de log N
viene de una suma ) 5 1/n; nos lo ahorraremos si tenemos una suma de tipo

< 1/n?, que converge.
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Por lo tanto, lo que hacemos es elegir una funcion f continua tal que f(t) > 1jo.7(t)
para todo ¢, y, al mismo tiempo, [ f(¢)dt no es mucho mayor que fl[o,T] (t)ydt =T
y la derivada f’, aparte de estar definida en casi todas partes, no tiene grandes
fluctuaciones (pues esto afectarfa la constante en la cota f(t) = O(1/t2)). Algo
estandar es la funcion “trapecio” f(t) igual a 0 cuando t < —N ot > T + N, igual a
1 para 0 <t <T,y lineal afin en [-N,0] y [T,T + N] (igual a 1+¢/N en el primer
intervalo, y a1 — (¢t —T')/N en el segundo). (Es en verdad el mismo tipo de eleccion
que en (2.7). Otras funciones continuas también servirian; ésta es simplemente
conveniente. )

COHlOf() 10T]()

2 2
T .
|3 am dtg/ S aun
(2.36) 0 In<N n<N
~( logni/ny
S amamf(—% .
ni,n2<N
Ahora bien, para f la funcién “trapecio”, f = [ f(t)dt =T + 2N, y (ejercicio

2.14)
fle)y=0 (lerz) .

Por lo tanto, el valor absoluto del lado derecho de (2.36) es

2 2
E N
(2.37) |an|2(T +2N)+ 0 2 : |an, |* + [an,|

2 \nl — n2|2
n<N ni,ne <N
ni#ng

T+O Z |an|2

n<N
]

Si en la parte izquierda de la igualdad (2.32) integrasemos en un subconjunto &
de [0,T] en vez de en el total & = [0, T, entonces parece razonable que se siguiera
cumpliendo la desigualdad (<) sustituyendo en la parte derecha T por algo menor.
Esto es lo que demostraremos en la Proposicion 2.12. El problema es que para
conseguirlo no sirve la técnica de la prueba del Lema 2.10, ya que ésta dependia de
la cancelacién que se obtiene al integrar (n1/n2)% en [0,T], y no esta claro que se
pueda obtener al integrar sobre subconjuntos .7 generales de [0, T]. Sin embargo,
veremos que es posible sustituir dicha cancelacion por la de las sumas > n para t
fijo, que es lo que establecemos a continuacion.

Lema 2.11. Sea f : RT — R definido por f(x) =1para0 <z <1, f(z)=2—1x
para 1 < x <2,y f(x) =0 de lo contrario. Entonces, para x > 1 y t € R arbitrario,

(2.38) > fnjzn't < + /|t log(1 + |¢]).

Como de costumbre, la eleccién de f no tiene nada de particular; cualquier f
doblemente diferenciable con f” en L' nos daria una cota de la misma forma que
(2.38).

(L+]t))? It\
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Demostracion. (O mas bien dicho un comentario; la demostracion esta en los ejerci-
cios.) En los ejercicios 2.15-2.19, para ser precisos. Se trata de una aplicacion de
la férmula de sumacion de Poisson, seguidas de cotas generales para integrales del
tipo f;n(x)e(ﬁ(x))dx, n continua y 6 en C'. (Se trata de cotas superiores, no de
asintoticas, para los dos casos principales — fase no estacionaria y fase estacionaria
con 0 # 0.) Algunos notaran que las mismas cotas aparecen en el método de van
der Corput. De hecho, los ejercicios estan cercanos al tratamiento clasico de tal
método ([17, §3.3] o [9, §8.3]), con las mejoras que son de esperarse dado que usamos
un peso liso f. Si no se usa tal f, se obtiene un resultado ligeramente peor:

(2.39) > nt <7 + V]t log(1 + [¢]).

n<z

Esbozo de otra demostracion. Por el teorema de inversion de Mellin,

) 1 o+i00
Zf(n/x)n” = — M f(s)C(s — it)ds
n 2mi o—100

para o > 1. Desplazamos la integral hacia la izquierda, pasando por polos en s =1
y en s = 0. Las contribuciones de los polos dan los términos del lado derecho de
(2.38).

(Aqui estamos utilizando el hecho que la funcion zeta tiene continuacion analitica
a todo el plano complejo, asi como la cota estandar |((it)] < v/tlogt, y cotas
similares para |((o + it)|, Ro < 0. Para obtener tales cotas, es necesario utilizar la
ecuacion funcional de ((s) (la cual también da la continuacion analitica). Como la
prueba usual de la ecuacion funcional se basa sobre la formulacién de Poisson, esta
demostracion y la anterior no son tan distintas como parecen a primera vista.) O

Proposicion 2.12 (Halasz—Montgomery). Sean T' > 2 y & C [-T,T] medible.
Sean ay,as,...,any € C. Entonces
2

(2.40) / Z ann®| dt < (N 4 |F|VTlogT) Z lan|?.

n<N n<N

El lector avisado notard que la prueba tiene gran similitud con una de las pruebas
de la gran criba (distinta de las pequerias cribas que consideramos en §2.2). La
diferencia consistira en que aplicamos el Lema 2.11 en vez de cotas sobre sumas
exponenciales. Parte del procedimiento (utilizaciéon de un f continuo) es como en la
prueba del Lema 2.10 que acabamos de ver.

Demostracion. Por el principio de dualidad (ejercicio 4), basta mostrar que, para
a€L*7),
2

Claro esta, para cualquier f : [0, oo) — [0,00) con f(xz) > 1para0<a <1,

2
/ 2)/atn”
N7z

< (N + |y|ﬁlogT)/ la()[2dt.
T

n<N

n<N
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Expandiendo, vemos que

(241) Y f (%) - /y /qma(tg)Zf (%) 200 gt dt

Usando la desigualdad |ajaz| < (Jai|? + |az]?)/2 y el Lema 2.11, concluimos que el
lado derecho de (2.41) es a lo més

(2.42) /y|a(t1)\2/ Zf(%) nit2=t) gt dt,

2 TlogT | dt,dt
<</\at2| / ((1+|t1t2|) +\/>0g ) 1dt2
< (N+|9\x/flogT)/ la(ty)|?dts,
T

que era lo que queriamos demostrar. O
Ejercicios.

Ejercicio 2.13. En este problema vamos a ver que es sencillo demostrar el Lema
2.11 en cierto rango para t. Demostrarlo para todo t sera méas complicado, como
veremos en los siguientes ejercicios.

1. Demuestre que podemos extender la regla del rectangulo (2.21) a funciones
complejas f : R — C usando la desigualdad |a| 4 [b| < v/2+/]a|*> + [b]%.
2. Aplicando el apartado anterior, pruebe la desigualdad (2.39) en el rango

[t] < /x/logzx.

3. Demuestre el Lema 2.11 en el rango |t| < (x/logx)'/3.

Ejercicio 2.14. Sean T, D > 0. Sea

0 sit<—Dot>T+D,
1+t/D si—D<t<0,

2.43 t) = - -

(2.43) Uy 1 si0<t<T,
-~ §iT<t<T+D.

1. Muestre, por integracion por partes, que, para t # 0,

ft) = it (/ / /T+D (—at)dx )
D ( /_ _el=at) - /T o 6(—33t)dx> .

2. Concluya que, para t # 0,

I()I_( nEl

3. En general, sea f : R — C tal que (a) f(z), f'(z) — 0 cuando  — o0, (b)
f" es continua e integrable (i.e., |f”|1 = [*_|f”(x)|dz es finita). Usando
integracion por partes dos veces, muestre que, para t # 0,

7 Lf"]1
|f(t)] < CoEk
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Nota. La condicion que f” sea continua puede ser reemplazada por
condiciones bastante méas débiles; basta con usar versiones mas generales
de la integracion por partes (mediante integrales de Riemann-Stieltjes, o
distribuciones, medidas, etc.). Basta con que f sea continua, f’ sea definida
fuera de un conjunto finito de puntos, f’ sea de wvariacidon total finita y
f(@), f'(x) = 0 cuando & — +oo. Un enunciado de esta generalidad cubre la
funcion f en (2.43).

Ejercicio 2.15. Sea f: R — C continua e integrable, asi como diferenciable fuera
de un conjunto finito de puntos. Asumamos también que f’ es integrable (en todo

intervalo donde esta definida) y que ), |f(n)| < oo. Entonces

(2.44) Z f(n) = Z Fn). (formula de sumacion de Poisson)
nez neZ
Veamos como probar esta formula.
1. Muestre que la funcion F': R — C dada por F'(t) = ), o, f(t + n) esta bien
definida (es decir, la suma converge). Verifique también que F' es de periodo
1y que fol |F'(t)|dt < oo.
2. El teorema de inversion de Fourier (para funciones de periodo 1) nos dice que

F(t) = Z ane(nt),

ne”Z

donde a,, = fol F(t)e(—nt)dt, bajo la condicion que ) |a,| < co. Muestre

que a, = f(n).
3. Concluya que

S f(n) = F(0) = 3 Fm).

newZ neEZ

Ejercicio 2.16. Fuse no estacionaria. Sean 6,7 : [a,b] — R tales que n y ¢’ son
continuas. Asumamos que #'(z) # 0 para todo = € [a,b]. (Esta es la suposicién
crucial, llamada “fase no estacionaria”, pues 6(z) es la “fase”.) Asumamos también
que g(x) = n(x)/0 (z) es mondtona en [a, b].

Muestre, por intregraciéon por partes, que

1 b

| @0y = 5 <g<x>e<e<x>> b [

a

6(9($))d9(l‘)> :
Concluya que

mix(|g(a)], |9(b)])

™

b
(2.45) / n(x)e(0(z))dz| <

En particular, para §’ monétona con 6'(z) # 0 para todo z € [a, b,

1/7

(2.46) min(|6/(a)|, |6/ (b))

/:ew(x))dx <

Deduzca de (2.45) la siguiente variante: sea 6 : [a,b] — R diferenciable, con 6’
continua y 6'(z) # 0 para todo z € [a,b], y n1,72 : [a,b] — R tales que ni(x) y
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n2(2) /6’ (z) son mondtonas. Entonces, para n = 1 - 72,
b
¢ . (Im(a)l |772(b)|)
n(x)e(0(z dqunax(/ ,
[, reetoan) < 2 (L

con ¢ = max(|n(a)l, |n ()], |m(a) —n1(b)]). Es facil obtenir otras variantes: por
ejemplo, si, en vez de 7; mondtona en [a,b], tenemos 7; mondtona en [a,zp] y
en [xo,b] para algun zo € [a,b], y m1(a) = n1(b) = 0, entonces (2.47) vale con
¢ = [m(xo)l.

(2.47)

Ejercicio 2.17. Sea 6 : [a,b] — R doblemente diferenciable. Asumamos que
0"(x) > p > 0 para todo = € [a, b].

Para ¢ > 0 arbitrario, podemos tener |#'(z)| < ¢ s6lo dentro de un intervalo I de
longitud < 2§/p. (;Por qué?) Por lo tanto,

/e(ﬂ(x))d:r <2§/p.

I

(Esta es la contribucion de la region de fase estacionaria, es decir, de una vecindad
del punto en el cual 8'(z) = 0, si tal punto existe.) Aplique (2.46) para mostrar que

/ e(f(x))dx < 2/76.
I\[a,b]

Escoja 6 de manera 6ptima para asi concluir que

b 2
2.4 < —.
(2.48) / c(B)dr <
Aqui también podemos introducir un peso 7. Por ejemplo, sea 7 : [a,b] — [0, 00)
continua tal que 7 es mondtona en [a, zo] y en [z, b] para algin g € [a, b], y ademas
n(a) = n(b) = 0. Deduzca de (2.48) que

b
(2.49) / n(@)e(6(z))dx <

2 méxze[a,b] |77(x)|
N

Ejercicio 2.18. Sean 6 : [a,b] — R diferenciable tal que 6’ es monétona y 6'(z) # 0
para todo x € [a,b]. Sea 7 : [a,b] — [0, 00) continua, asi como diferenciable fuera de
a lo més un conjunto finito de puntos; asumamos también que 7’ es decreciente y
acotada, y que n(a) = n(b) = 0.

Como el signo de 0'(z) es constante, y como podemos hacer un cambio de variables
z +— b+ a — x sin cambiar lo que suponemos sobre 77, podemos asumir sin pérdida
de generalidad que 6’ es creciente y positiva en [a, b]. Sea oo = €' (a).

Muestre que, por integraciéon por partes,

e [ " n@)e(b(e))dr = — - / b (52 4 )¢ @) - ) ) Oy

« 21

Aplique (2.47) y obtenga que

/ab (77/(33) +n(z)(0'(z) — a)) e(0(z))dz| <

n'(a) —n/(b)  MaXye(qp) [1(2)]
. < + .
211

22 T

Por lo tanto

(2.51)
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donde ¢ = (n'(a) — n'(b)) /272 + (Méxgeqp) [1()]) /7.

Ejercicio 2.19. Sea n : R — R dada por n(z) = 2z — 1 para 1/2 < < 1,
nz) =2—xparal <z <2ymn(z)=0cuando z < 1/2 o > 2. Quisiéramos
estimar

> n(n/X)z"

para t # 0 arbitrario y X > 1/2. (Para 0 < X < 1/2, la suma es trivialmente igual
a0.)
Por la formula de sumaciéon de Poisson (2.44),

St/ X)a = Y [ nte/X)atte(-na)da,

neE”Z
asumiendo que la suma en el lado derecho converge absolutamente.

1. Estimemos primero la contribucién de n = 0. Por integraciéon por partes,

oo ) oo ./ X it+1
/ n(z/X)x"dx = —/ Mde
0 0 X i+1

Utilice integracion por partes una vez més para concluir que

/0 n(x/X)z"dr < W+

2. Sean € Z tal que ya sea |n| > 2¢t/7X o n es de signo contrario a t. Use (2.51)
para mostrar que

(2.52) /OOO n(z/X)z"e(—nx)dr < %

3. Concluya que, para X > 2|t|/,

(2.53) > nn/X)n' < s+ 1.

(It +1)
4. Sea ahora X < 2|t|/m. Muestre que (2.49) nos da que

it X
zn:n(n/X)x e(—nz) < ﬁ

para n arbitrario, y en particular para |n| > 2t/7X. Concluya, usando
también (2.52), que

(2.54) > nn/X)mt < /.

5. Sea x > 1. Sea f, la funcion t — f(¢/x), donde f es como en el enunciado
del Lema 2.11. Exprese f, como una suma de funciones del tipo n(n/X) para
diversos valores de X, y deduzca de (2.53) y (2.54) que

Zf(n/m)nlt < m +/t|(log |t| + 1) + log

para t > 1. En otras palabras, el Lema 2.11 es cierto.

Ejercicio 2.20. Dualidad.
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Sean V', W espacios de Hilbert.! Definimos la norma |A| de un operador (es
decir, una funcién lineal) A : V' — W por

A
|A| = sup | U|2.
veV |U|2
v#0

Se dice que A es acotado si su norma es finita. Todo A acotado tiene un
(inico) operador dual A* : W — V, definido como la funcion lineal tal que

(A%, w) = (v, Aw).

Sean X, Y son dos espacios de Lebesgue de medida finita. Sea V = L?(X) y
W = L2(Y). Definamos A : V. — W por

(Av)(y) = jﬁfzr<m7y>v<x>dx,

donde K : X x Y — C es una funcion de imagen acotada. (Se comprende
que v € V es una funcion v: X — C, y Av € W es una funcion w: Y — C.)
Muestre que la funcion A* : W — V definida por

www=AKmmwm

es el operador dual de A.

Sean V, W espacios de Hilbert. Sea A : V — W un operador acotado. La
desigualdad de Cauchy-Schwarz? nos dice que (w1, ws) < |wy|z2|ws|2 para
wi,we € W, con igualdad si w; = Awy para algin A € C. Deduzca que,
para v € V arbitrario, |[Av|z = sup,, ey .,20(w, Av)/|w|2. Usando este hecho,
muestre que

|Av]a (w, Av) (A*w,v) |A*w|q
sup = Sup sup ———— = sup sup ~———— = sup .
veV |U|2 vEV weW ‘”U|2|’LU|2 weW veV |U|2|w‘2 weWw |w|2
v#£0 v#0 w#0 w#0 v#£0 w#0
Concluya que
|A| = |A*| (principio de dualidad).

Sean X e Y dos espacios de Lebesgue de medida finita. Sea K : X xY — C
una funcién acotada y C' > 0 una constante tal que, para todo v € L?(X),

/Y /X K(z,y)v(z)dz

Concluya que, para todo w € L*(Y),

|| K@ e

2

dy < C’/ |v(x)|?dz.
X

2

msc/m@W@
Y

1Recordamos que un espacio de Hilbert es un espacio lineal V' sobre R o C con un producto

escalar (-, -) tal que V' es completo con respecto a la distancia d(z,y) := |z —yl2 := /{x —y,z — y).
El tinico ejemplo que necesitaremos es el siguiente: sea X un espacio de Lebesgue de medida finita;

definamos el producto escalar (v1,v2) = [y vi(z)v2(z)dz para vi,ve : X — C medibles; entonces

el espacio lineal L?(X) de funciones v : X — C con |v|2 < 0o es un espacio de Hilbert.

2Ya sabemos que el nombre histéricamente correcto es Cauchy o Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz,
pero todo el mundo sabe lo que Cauchy-Schwarz quiere decir.
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3. CANCELACION DE A\ EN INTERVALOS CORTOS, EN PROMEDIO

3.1. Un primer tratamiento. Queremos demostrar el Teorema 1.1. La demos-
tracion pasara por la funcion Z(s) = ((2s)/((s), asociada con A. En este contexto,
es mas facil usar sumas donde los intervalos estén expresados en términos de n/x.

Teorema 3.1. Sea h = h(X) tal que h(X) — oo cuando X — oo. Entonces, cuando
X — o0,
E(1—§)N<ngzv)\(”) = on(1)

para todo entero N € [X,2X] fuera de un conjunto de o(X) excepciones.

Aqui hemos usado la notacion E,c4f(n) = |—}‘| > nea f(n). En verdad podemos
leer
Ex<n<ax; Eyxcncaqiyn,  etc,
como
wx) S L wxmy Y et
X<n<2X N<7L§(1+%)N
vaque {X <n <2X}| =X+ 0O(1), y estamos trabajando asintoticamente.
Es sencillo ver que el Teorema 1.1 es una consecuencia del Teorema 3.1 (ejercicio
3.1), asi que vamos a concentrarnos en demostrar este tltimo. Es una consecuencia
directa de la siguiente cota de varianza.

Teorema 3.2. Sea h = h(X) tal que h(X) — oo cuando X — oco. Entonces, cuando
X — o0,

Exco<ox|Eq_n)pcncaAn) I = on(1).

Nuestra tarea en esta seccién serd probar este teorema, con, por cierto, una cota
precisa en vez de op(1) (Teorema 3.17). Para empezar, veamos la relacion entre las

sumas E(l_%)z<n§zf(n) y Zg(s).

Proposicion 3.3. Sea f : N — C una funcion con soporte en (X,2X] tal que
|f(z)| <1 para todo x. Entonces si x € (X,2X]

1 1+i% .
A T M) 24(6) ds +00)
hé

para cierta funcion s : (0,400) — R con Mus(s) < min(1,
Rs > 0.

Demostracion. La suma inicial puede escribirse como 1 3~ f(@w%kk%@](%)- Lo
que vamos a hacer es, como en el Lema 2.1, aproximar la funcién h/LX 1(17 & 1) Por una
funcién s, que (a) tenga soporte en [1— £, 1], (b) valga h/% en[l—(1-6)%&, 1-524],
y entre 0 y h/% en el resto del soporte. Podemos tomar una funciéon “trapecio” similar
a (2.7). Entonces

1 14i00

Usnl) = 5 [ Msa(slyds
T J1—ioo

con M1)s p, cumpliendo las condiciones del enunciado. Por lo tanto,

1 1+i00 .
E(l—i)z<nng(n) —/1 z® 1M¢5,h(s)Zf(s)ds+O(6).

X 27TZ —ico
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Como f es acotada y tiene soporte en [X,2X], tenemos que |Z;(1 + it)| < 1.
Por el decaimiento de M1y, 5 podemos cortar la integral a altura 62X /h perdiendo
solo O(9). O

Ahora vamos a aplicar esta expresion para evaluar el promedio de sumas cortas
de f.

Proposicion 3.4. Sea f : N = C una funcion con soporte en (X,2X] tal que
|f(z)| <1 para todo x. Entonces

2 2
Ex<e<oxE(q_ i )pen<af(1)] <</ |Zy(s)|"ds + O(9).
1—i-%,
Demostracion. Queremos usar la Proposicion 3.3, expandir el cuadrado e intentar
aprovechar la sumacion en z. Para que esto funcione mejor, de nuevo es conveniente
introducir una funciéon suave que reemplaze a 1[x 2x]. En este caso

X
(31)  Excocox|Eq nypence /() < / 1 (%) B g)ecncaf(0)
1

para cierta funcién n con 0 < n(t) < 1, soporte en [1/2,3], C? y tal que 1" es
integrable. Ahora, usando la Proposicion 3.3 y expandiendo el cuadrado tenemos
que la parte derecha de (3.1) es

i

1+zm 1+z
& / / " (M5.) (50 M () 25 (30) Z5 () (11, o),
1 1

donde t; = Rs;, y con
I(ty,t) = /n (ﬁ) it & i) /n(ey)e“tl—w)y dy.
X x
Por integracion por partes, I(t1,t2) < (1 + [t; — t2|)72. (En general, para f do-
blemente diferenciable tal que f y f” son integrables, tenemos f(t) < (1 + [t]) =2
por integracioén por partes.) Asi, usando la cota Ms), < 1y |Zs(s1)Z¢(s2)] <
|Z¢(s1)|* + |Z¢(s2)]* obtenemos el resultado. O

Una estimacion de valor medio (Lema 2.10) permite mostrar que tenemos una
desigualdad en la otra direccion. Esta desigualdad nos dice que no hemos perdido
nada con respecto a la cota trivial.

Proposicion 3.5. Si f tiene soporte en (Y,2Y], entonces

1+1Y
/ 124 (5)|? |ds| < By <n<ay |f(n)]*-
1—iY

Demostracion. Por el Lema 2.10. O

La ganancia sobre esta cota trivial va a venir de factorizar Z;(s) = Zy, (s)Zy,(s).

Proposicion 3.6. Si fi es una funcidn con soporte en (Q,2Q] y f2 es una funcion

con soporte en <%, %} , entonces, para todo intervalo T C [1 — i%, 1+ z%],

| 120020 Plasl < MEEy o ol

con My = méxse7 | Zy, (s)| < méx|f1].
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Demostracion. Sacamos el maximo fuera de la integral y aplicamos la proposicion
3.5. d

Para usar el resultado anterior, queremos factorizar Z;(s). La idea es usar la
factorizacién de un ntimero n en n = pm con p su primo méas pequenio en cierto
intervalo Py < p < @Qq. Para poder hacer esto primero necesitamos ver que la
mayoria de nimeros n tienen algtin primo en dicho intervalo, lo cual esta asegurado
por el Lema 2.7 si tomamos Py = Qf grande con « pequefio. Ahora, si consideramos
los ntimeros con primos en un intervalo (Py, Qol, Po = @F, y si sacamos el primo
mas pequeno en dicho intervalo tenemos la factorizacion

(3-2) Yoo fm= Y fep Y fmm

X<n<2X Py<p<Qo

m
<
3pe(Po,Qol.pIn X<mps2X

p'lm=p'&[Po,p)

para f totalmente multiplicativa (con p’ primo). El problema es que esta no es una
factorizacién en dos funciones zeta, ya que en el sumatorio de dentro aparece la
variable p en dos condiciones.

Eliminar la dependencia en p de la condicion X/p < m < 2X/p es algo com-
pletamente de rutina. Eliminar la dependencia en p de la condicion p’ & (FPo,p)
también es factible. Lo haremos de manera ligeramente distinta a [11] (o al articulo
expositorio [24], el cual también da su propia version).

Primero, un poco de notacién. Para 11,17 : Rt — C, denotaremos por 71 *as 72
la convolucién multiplicativa en RT (“convolucion de Mellin”):

(m *a m2)(x) = /000 7’]1(3?/15)7’]2(75)@.

t

Para vy, vy : ZT — C, denotaremos simplemente por v; * v la convolucién multipli-
cativa en ZT (“convolucion de Dirichlet”):

(v1 % v2)(n) = > _vi(n/d)va(d) =Y vi(d)va(n/d).
d|n

d|n

Lema 3.7. Sean X > 1,0 < a,3,6 < 1, Qo < exp((logX)'=%) y Py = Qf.
Definamos ux : Z+ — R por

1 Qo d
3.3 = —
(3.3) ux(n) og( 1 0) /P0 (V1,06 * V2,0014),x/@) (1) 0
donde
1 sin es primo <n<(1+4+6§)0Q,
(3.4) vLos(n) = { P yQ (1+6)Q
0 de otra manera,

1 sime (Y,2Y] yp'im=p" ¢ [Po,r),
0 de otra manera.

(3.5) vgry (M) = {

Entonces existe un conjunto Err C (X,2(1 4 0)X] con
|Err|
X

tal que ux(n) = l(x2x7(n) para n ¢ Err. Mds ain, 0 < ux(n) < 1 para todo
neZt.

< a+ 3+ exp(—(log Py)min(3/5:8)+ol))
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Demostracion. Por el Lema 2.7, existen a lo méas

log X X
aX+X-0 (mzix (exp(—(log Py)?/5+eW)y exp (—31?% Qo))) + )

< o+ O(exp(—(log Po) ™330+l )) X

elementos de (X,2X] tales que no hay ningan primo p € (P, Qo] tal que p|n.
Incluimos todos estos elementos en el conjunto Err.
Es facil ver que la diferencia

L1468 *ar Lx,2x)
= 1 —_ 2 2
N < rax) - SR ()
se desvanece cuando z < X, (1+0)X <z <2X oz > 2(1 4+ §)X. Incluimos en
Err, entonces, todos los elementos de (X, (1 +0)X] v (2X,2(1 + 0)X].
Por definicion y un cambio de variables t = m(@, tenemos

> d
(L1148 *0 Lix2x)) (pm) = / L1,144] (g) Lix2x] (mQ)g
0
Qo dQ
= 1 )l x 2x1(m)—
/(1_5)130 @+9)@) (P15 2x)(m) 75

para Py < p < Qg y m arbitrario. Asi, para todo n que no hayamos ya incluido en
Err,

1 Qo dQ
3.6 1 - - 1 %
(3.6) (x,2x7(n) Toa(1 1 0) /( 1_5>p0p27; @.(1+6)Q) (P)v2,p,x/(n/p) 0

donde vy ;y es como en (3.5). (Esta claro que la suma }_ ,, puede tener a lo mas
un término no nulo, ya que vy, x/o(n/p) se anulard a menos que p sea el factor
primo > Py més pequeifio de n.)

Como el conjunto Sy de enteros X < n < 2(1+ §)X con por lo menos un factor
primo en el rango ((1 — 0)Fo, (1 + 0)Pp] tiene a lo méas

> <(1 +20)X O(U)

pE((1-8) Py (146) Py| b
log(1+40) P

+0((1+0)P) <

)
P
log Py t o

elementos, podemos permitirnos cambiar el rango de la integral en (3.6) de [(1 —
0)Po, Qo] a [FPo, Qol, anadiendo O(6X/log Py + Py) elementos a Err.

Finalmente, debemos examinar lo que sucede cuando cambiamos vy ;, x/q en (3.6)
(con la integral de Py a Qq) por V2,Q(144),Xx/Q- Los tnicos enteros afectados estan
en el conjunto S3 de enteros X < n < 2(1+ 6)X divisibles por algin producto pp’
de dos primos p, p’ con Po <p< Qoyp<p < (1+9)p,y tales que ningin primo
Py < p’ < p divide n.
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Ahora bien,
1Sl < Y > HX <n<21+0)X :py,phin}]

Po<p<Qo p1<p) <(1+8)p1

< Y > <X+O( ))

Po<p<Qo p<p’<(1+8)p vy

<x ¥ ( log“”)p+O(exp<—<logp>3/5+°<1>>>) L o(Q2)

Pg<p<QO log p
Z 1 2
< Pl gp Z ologp)s/ate T Qo
Fosr<Qo Py<p<Qo P
X “(log P,)3/5+e(1)
<K log PO + eXp( (og 0) )’

donde acotamos las dos sumas en la pentltima linea por el teorema de los ntimeros
primos y sumacién por partes. Incluimos S3 en Err. Tenemos ahora

Lix,2x)(n) = ux(n)
para todo n ¢ Err, donde

aq
ux(n) = 1og1+5 / §)P021(Q (1+5)Q) (P )Uz,Q<1+6>,X/Q(N/P)5-

Por tltimo, como v3 g(146),x/0(1/p) puede ser no nulo sélo cuando p es el divisor
primo > Py més pequeilo de n, y 1o (145)q)(p) # 0 sélo cuando @ esta entre
p/(14+6) y p, vemos que, para cualquier n, 0 < ux(n) < 1. |

Corolario 3.8. Sea f: N — C una funcion completamente multiplicativa tal que
|f(n)] <1 para todo n € N. Entonces, para 0 < a, 3,6 < 1, Qo < exp((log X)'=#)
Yy PO = QSL}
1 Qo dQ
I e N I
(X,2X] log(1+0) Jp, Les“fzaa+e.x/Q 0y
donde

0 de otra manera,

fros(n) = {f(n) sin es primo y Q <n < (1+6)Q,

f(m) sime (Y,2Y] yp'lm=p ¢ [P, Q),
0 de otra manera,

fo.qv(m) = {

yerr: N —= C es una funcidn con soporte en (X,2(1 + §)X] tal que
1

(3.7) 5% > err(n)] < a+ 6 + exp(—(log Py) 3/ rel)),
X <n<2(148)X
Demostracion. Se sigue inmediatamente del Lema 3.7. [

Ahora que tenemos esencialmente una factorizacion de Z Mix 2% la idea es mostrar
que el maximo del factor

Zz\l,Q,a(l + it) = Z )\(p)pflfit = — Z pflfit.

Q<p<Q+Q Q<p<R+6Q
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es pequeno. En realidad esto no es siempre cierto, ya que para t pequena el signo de
Rp~* va a ser positivo, por lo cual no va a haber cancelacién. Afortunadamente,
para t pequefia, ya sabemos que Zx1, ,, (1 + it) es pequeno por el Corolario 2.4.
Cuando t no es pequena, la cancelacion en la suma ZQ <p<Q+5Q p~ 1% nos permite
acotarla de la manera siguiente.

Proposicion 3.9. Para exp((logz)®) <t < exp((logz)©3/20-9)) ¢>0,0<6 <
1

7

Z p 1 < exp(—(log z)aToW).
z<p<(14+6)z

Es, por cierto, necesario poner no sélo una cota inferior sobre ¢ como condicion,
sino también alguna cota superior, tal y como lo hemos hecho aqui. 3

Prueba de la Proposicion 3.9. Por sumacién por partes es suficiente demostrar la
desigualdad

Z A(n)n~" <« zexp(—(1/2 4+ o(1))(log z)%).

n<z
Como la funcién zeta correspondiente es —(’(s)/{(s), esta desigualdad puede de-
mostrarse como en la prueba del Teorema 2.5, pero evitando el polo mediante la
eleccion T' = |t|/2 (digamos), § = 1/v/T. Usando las cotas en el Teorema 2.2, asi
como la cota | M1s(s)| < 1/s, obtenemos

) los T 2/34+0(1)
Z A(n)n™" < —x( ogT)

+ zexp (—(log 7)(log T)—2/3+0(1)> (log T)2/3+o(1)

T T T

< c(1to(1))(logz)*/2 + pllogz)ate® — (logz)ate

O

Proposicién 3.10. Sean Qy < exp((log X)'=#), Py = Q§, 0 < o, < 1. Sean
h>38"2Q¢ y0<§<1. Entonces

2
7 min
]Ex<m§2X\E(17;(—l)a:<n§z)‘(n)‘2 <at 62a2 + 0 + exp(—(log F) (3/57ﬂ)+o(1)),
donde
(3.8) t€fexp(v/Tog X),X/ho?] 230 )|

Po<Q<Qo

3Para ver (de manera informal) la necesidad de una cota superior para obtener un resultado
no trivial, notamos que tendremos cancelacion en la suma Zz<p§<1+5>z p~ 1% s6lo si el nimero
complejo

p~"* = exp(itlogp)

cambia de argumento lo suficiente. No es plausible que esto pase para todo t grande, por el
siguiente argumento heuristico. Deberiamos tener que {tlogp/27} < 1/8 con probabilidad 1/8,
para ¢ tomado al azar en un intervalo grande. Si tales eventos probabilisticos (uno por primo)
son aproximadamente independientes — lo cual es generalmente visto como plausible — entonces,
con probabilidad > (1/8)%Q/ 108 @ tendremos que {tlogp/2r} < 1/8 para todo Q < p < (1 + 6)Q.
Por tanto, deberia haber algun t < 8% (digamos) para el cual este es el caso, lo cual implicaria
que Rp~# > 1/v/2 para todo = < p < (1 + &)z, y por lo tanto no habria suficiente cancelacion:

%Zz<p5(l+6)zp717it seria > (1/v2)|{z <p < (1 + &)z}
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Demostracion. Aplicamos la Proposiciéon 3.4 con f = Aljx 2x]. Luego aplicamos
el Corolario 2.4 para concluir que Zxi, ,, (1 + it) < exp(—(log X)3/5) para t <
exp(v/log X) (digamos). Asf, podemos quitar esa parte de la integral, y en el resto
usamos el Corolario 3.8 para factorizar Z A {x.2x] Aplicando la Proposicion 3.5 para
controlar Z,,,., llegamos a

14i 2y 1 [Qo dQ 2
- Z,\ Z)\ —| ds
5 /Po 1,Q 2,Q,X/Q Q

EX<$§2X|]E(1—%)w<n<w/\(n)|2 < /
144 exp(vVIoEX)

+ a4 + exp(—(log Py)™m@/5:8)+e()y

Por Cauchy-Schwarz y la Proposicion 3.6,

1+i e ol
/1+iexp(\/m) § /Po Z’\LQZ’\%Q,X/QGQ ds
(3.9) : 6% (log ) /41:::«;2 Vg X |Z)‘1*QZ’\2YQYX/Q|2dS%
Sg(ogP()) /HZ A2‘QX/Q| dsdg
< Z—z (log ) E%<n§2g|)\2,Q,X/Q\2%,

donde 7 es como en (3.8). (En la tltima h’nea7 estamos usando la suposicion hd? > Q.)
Usando la cota trivial E%<n§2g [A2,0,x/0]* < 1, obtenemos que la expresion en la

2 2
n Qo n
< 52 <log 2 ) = S22

ultima linea de (3.9) es

O

Usando este resultado y la Proposicién 3.10 con Qy = 6°h y 6 = (logh)~'/2,

podemos completar nuestro objetivo en cierto rango.

Teorema 3.11. Para exp((log X)?/37¢) < h < exp((log X)'~¢), 0 < € < 1/6,
tenemos
(log X)3+3 1

2
(310) EX<$S2X|E(1—%)J)<’R<I>\(”)| < log h — (logX)e/Z .

Demostracion. Aplicaremos la Proposicion 3.9 para acotar la cantidad 7 definida en
(3.8). Escogemos a = 1—1/(1+3¢/4), § > h=/3, Qo = 6%h, Py = exp((log X )?/3+¢/2)
v a = (log Py)/log Qo = (log X)?/3+</2 /log Qo. De esta manera,

(log Py)#(1=9) = (log X)(3+5) 81-0) _10g ¥

Asi, t < X implica ¢ < exp((log Py)®/2 (=), Como € < 1/6, vemos que a < 1/9 <
1/2, y por lo tanto t > exp(y/log X ) implica t > exp((log Qp)®). Concluimos que sf
podemos aplicar la Proposiciéon 3.9, la cual nos da que

n < exp(—(log Py)* M) = exp(—(log X )@/3+¢/2) ato(l)y
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Resulta sensato escoger § = exp(—(log X)2%/3). (La condicion § > h=1/3 se cumple
para X mas grande que una constante, ya que h > exp((log X)%/3+¢) y a < 1/9.)
Ahora aplicamos la Proposicion 3.10 con = €, y obtenemos que

(log X)3+2 N exp(— (log X )(2/3+e/2)(ato(1)))
log h exp(—(log X)24/3)(log X )~2/3

2a/3 2¢/3+0(1) (log X)%+§
+ exp(—(log X)*%/) + exp (—(logX) ) < Togh

Ex<esax |E(1—%)x<n<x>‘(n) ? <

O

Es facil deducir el resultado para h > exp((log X)) del Teorema 3.11 (ejercicio
3.3).

Ejercicios.

Ejercicio 3.1. Queremos demostrar que el Teorema 3.1 implica el Teorema 1.1.

1. Sea |f| < 1. Demuestre que para h,Y > 1, 0 < § < 1 cualesquiera se cumple

Y +h+8Y

(1+0)Y
/ > fn) dx:O(cS)cSYth/ > f(n)|dz.

Y z<n<a+h Yo (1= vhg)e<n<a
2. Aplique el apartado anterior para demostrar que

2X’

2X 1
/ Z f(n)|dx < §Xh + 5 Xgn)}éggx/ Z f(n)|dz.

X z<n<z+h ' (1—%)m<n§w
3. Tomando el ¢ adecuado, concluya que el Teorema 3.1 implica el Teorema 1.1.

Ejercicio 3.2. Para cierto B > 1 y todo h > X'/6(log X)#, vamos a ver una
demostraciéon del resultado

EX<IS2XIE(1—%);E<TL§$A(”) - 1‘2 = 0(1)7

usando diferentes resultados conocidos sobre la funcion ¢(s). Se trata de un resultado
clasico, conocido ya mucho antes de Matomaiki y Radziwitl.

Notese que este resultado implica que hay primos en casi todos los intervalos de
longitud h. Usando técnicas similares (pero un poco mas complicadas) es posible
demostrar lo mismo para A\(n) en vez de A(n) — 1. Por otra parte: ;por qué es que la
demostracion que hemos hecho en esta seccion para A(n) no vale para A(n)—1?7 (Hay,
por otra parte, resultados sobre A que pueden ser probados de manera indirecta
usando los trabajos de Matoméki y Radziwilt sobre A(n): ver [15, Thm. 1.3].)

1. Como en la prueba de la Proposicion 3.3, demuestre que, si z € (X, 2X],

L [mrEE ~¢'(s)
E- 2 y0enesA(n) / 2 My (5) ) ds 1 0(510g X)

o 211 +log1X7ihX? C(S)

para cierta funcién analitica Ms p(s) < min(1, )Ts/\h’ g“g";) para s > —1,

con M5 (1) =1+ O(9).
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2. En la zona —1 < Rs < 2, los tnicos ceros de la funcion ((s) estan en
0 < Rs <1,y si N(T) es el namero de ceros con [Ss| < T, entonces
N(T) ~ LlogT y N(T + 1) — N(T) < logT. Ademsés, si |3 —1>1ys
estd a distancia € del cero de ((s) més cercano, entonces % < %

Usando esa informacién, el apartado anterior y el teorema de los residuos

demuestre que, para algiun |w| < 1,

E(—typenceAn) = 1= 2 "M n(p) + O(5(log X)?),
p

donde p son los ceros de ((s) que satisfacen |Sp| < % + w.
3. Usando la féormula del apartado anterior y procediendo como en la demostra-
cion de la Proposicion 3.4, demuestre que

Ex<o<ox|Bo_n),cne An) — 117 <log X Y~ X 2077 4 O(5(log X)?).
P
4. Se sabe que el nimero N(o,T) de ceros de ((s) con ¢ < Rp < 1y |Fp| <

T satisface N(0,T) < T% =9 (log T)#, para cierto A > 1 (teorema de

densidad). Use ese hecho para acotar 1 X 20=%0) por cierta
og

o<Rp<o+
funcion S(o) creciente si hd? > X1/6.

5. Usando los dos apartados anteriores y la region libre de ceros del Teorema 2.2,
demuestre el resultado que se menciona al principio del problema. Observe
también que si se cumpliera la hipétesis de Riemann, podriamos demostrarlo
para h > (log X)°.

Ejercicio 3.3. Usando el Teorema 3.11, vamos a mostrar que, cuando 0 < e < 1/6
y exp((log X)'~¢) < h < X/2,

1

2

]EX<xS2X\E(1—§)x<ngx)\(”)| <e W.

1. Sea j € N. Si definimos h; por 1 — hy =(1- %)1/j, dividiendo la suma
interior en j trozos, demuestre que para |f| < 1 se cumple

F)*.

2. Usando el apartado anterior y el Teorema 3.11, demuestre la desigualdad del
enunciado del problema.

2 _ 2 .
Ex<o<ax|Eq_n)pcn<a f(M)° <j o Jmax EX’<9:§2X’|E(1

h
'e[X —h,X] —%)z<n<z

3.2. El caso general: valores excepcionales. Cuando h es mas pequeno que
un cierto nivel — digamos, exp((log X)?/3) — nos encontramos con un obstaculo. No
podemos hacer que @ sea mas pequeiio que exp((log £)%/3%€), pues estarfamos fuera
del rango en el cual podemos aplicar la Proposicién 3.9. Por otra parte, tampoco
pareceria que podemos tomar h mas pequenio que @: el rango de integraciéon en

X/h
| 2ot inPar

es demasiado grande como para que podamos aplicar la Proposicion 3.6 (es decir, la
estimacion de valor medio que viene del Lema 2.10).

Existe la alternativa siguiente. Nuestra ganancia viene del factor |2y, ,|* < M 127Q
en (3.9). Podemos estudiar por separado los valores de t para los cuales |Zy, | es
excepcionalmente grande — digamos |2, | > Q~'/9. Si demostramos que tal cosa
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sucede s6lo para muy pocos valores de s = 1 + it, podremos usar el teorema del
valor medio de Hal4sz-Montgomery (Proposicion 2.12) en vez del Lema 2.10 para
acotar

M / | Znox0(1+ it)|?dt.

0<t<X/h
—1/9
1Z5, o1>Q7Y

Mostremos, entonces, que el conjunto de valores de ¢ para los cuales | Zy, , (1+it)| >

Q~1/9 es suficientemente pequefio.

Lema 3.12. Sea |f| < 1 con soporte en los primos de (Q,2Q] y (logT)? < Q < T*/3.
En ese caso, el conjunto de t en [0,T] tales que |Z;(1+it)| > Q19 tiene medida
O(T*/?).

El exponente 4/9 no es 6ptimo, pero nos sera suficiente.

Demostracion. El teorema del valor medio (Lema 2.10) aplicado a |Z¢(1 + it)|? no
controla bien los valores grandes de |Z¢(1 + it)|. Para conseguir tal control, es mejor
usarlo sobre potencias superiores de Z;. Lo aplicaremos a Z;(1 + it)! con ¢ € 7+
tal que Q"' < T < Q. Asi, como

+zt Zan —l=it

donde a,, tiene soporte en (Q, (2Q)"] y |an| < !, por el Lema 2.10 tenemos
T T ) ‘a ‘2
/ |Z;(1 4 it)!? = / > e TPAE< (2Q)°)
0 0 n
Qt<n<(2Q)* n

<02Q7( Y. Df<mt <1t
Q<p<2Q

Asi, si A es el conjunto del enunciado, tenemos que (Q~/9)*|A| <« ¢¢. Como
Q > (log T)?, sabemos que £ < QY9 y por lo tanto

|A| < (QZ)S/Q < Q3/9T3/9 < T4/9.
[

En el siguiente resultado mostramos que podemos controlar la integral sobre los

valores excepcionales de Zxi y -

Teorema 3.13. Sea h>1y Qo= exp((log X)?), donde 2/3 < B < 1. Entonces,
para 0 < p <1—g5, a=1/(logQo)” y1/(log X) <& <1/(log Qo)”,

1
231 x,2x) (8)Pds <p,p oo
/[1’1“5]\?&@0,;, (X,2X] B.p (log Qo)?

a,8

con 5 4~ €l conjunto de todos los valores de s =1+1it, 0 <t < X/h, tales que

1 Z 10,5 (5)] < Q77 para todo Q € [A%, AJNZ, donde f1,q.5(n) = f(n) 1(q.a+5q) (1)
sin es primo y 0 en otro caso.

Demostracion. Comenzamos como en la demostracion de la Proposicion 3.10; es de-
cir, aplicamos el Corolario 2.4 para concluir Zx1, ,, (1+it) < exp(—(log X)*/>e())
para t < exp(y/log X) (digamos). Asi, podemos quitar esa parte de la integral, y
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en el resto usamos el Corolario 3.8 para factorizar Zy1 y ,y,- Aplicando (3.7) y la
Proposicion 3.5 para controlar Z,,.., obtenemos

/[1 LHiX/h\T |Z>\1<x,zx1(5)|2d8

2,Q0.1/9,(log Qp)~P,(log Qo) ~F’

1 1
<0 (Tzar) * 5,

con B = [1 +iexp(vIogX),1 + iX/h] \ I q4,1/9,a,6- Como p < 1, el término
de error exp (—(logPo)3/5+0(1)) en (3.7) es absorbido por O, (1/(logQo)”). Por
Cauchy-Schwarz, de manera similar a (3.9),

(3.11) /B

2
Qo dQ
/ Zfl,Q,é (s)Zfz,Q(l+6),X/Q(S)6 ds
QY

2
ds

Qo dQ
/ Zfl,Q,s(S)Zfz,Q(Ha’),x/Q (s)a
QF

—« . 2
< (lOgQé )2 mQaX/B|Zf1,Q,6(S)ZfZ,Q(1+5),X/Q(S)’ ds,

donde el maximo de @ se toma en el intervalo [QF, Qo]. (Después de aplicar Cauchy-
Schwarz, invertimos el orden de las integrales, y luego reemplazamos la integral
ahora exterior por un maximo.)

Ahora sacamos el méximo de Zy, , en B, aplicando la Proposicion 3.9 con
a=1-1/((3/2)B(1 — p)) (Notese que S(1 —p)-(3/2)- (1 —a) = 1, por lo cual
exp((log Q)/2(1=@)) > X'). Obtenemos que

/B ‘ZAvavJZAZ,(lJrS)Q,X/Q|2d5 < eXp(72(10gX)a)/B %5z 0048y, %70 |*ds.

Finalmente, tenemos que B = Uy Bg' con Q' € [QF, Qo] NZ y By contenido
en el conjunto de t € [0, X] tales que [Zy, ,, (1 +it)] > Q9. Por el Lema 3.12
tenemos que |Bg/| < X*4/9 1o cual implica que |B| < QoX*/? = X*/9*t°(M) Luego,
por Halasz-Montgomery (Proposiciéon 2.12), concluimos que

X
/ Zg o8y xj0 1 2ds < (Q +X4/9+"<1)\/Xlogx) S @X)?P <,
B

n<X/Q

lo que demuestra el teorema. [l

Ejercicios.

Ejercicio 3.4. Sea |f| <1, X >1ye>0.

1. Use el Teorema del valor medio para demostrar que la medida del conjunto
de t € [0, X] para los que | Y-y cox f(2)p™"] > X7 es O(X>).

2. Use el Teorema del valor medio, junto con una elevaciéon a una potencia
(como en la prueba del Lema 3.12) para demostrar que, para todo k > 1, la
medida del conjunto de t € [0, X*] para los que | DX <p<ax flp)p~i| > X1~
es Oy (X 2k,
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3.3. El caso general: valores tipicos. Es imposible controlar una integral

/ |Z)\1[x,2)(](5)|2d5
TN,Qprv,cx,6

factorizandola con un factor del tamano @y, ya que ¢y es mucho mayor que h.
(Recuérdese que I g, ,~.a,6 €5 €l conjunto de los valores “tipicos” dentro del intervalo
[0, X/h].) La idea crucial ahora es usar que es posible sustituir dicha integral por
otra del tipo

/ ‘Z/\l[x,zx](s)|2dsﬂ
I

,40,Y —€,,8

con ¢y sustancialmente més pequenio que @, si pagamos aumentado el tamano que
permitimos para el factor zeta correspondiente. Dicho resultado esta basado en el
siguiente lema, que de nuevo usa el teorema del valor medio.

Lema 3.14. Sea 0 < e < 7 < %, (logQ)¥e < ¢ < Q/* < X<loglong>3, Sean
fos f@,9x/q + Z — C funciones con |fq(n)|,[fo(n)],lgx/q(n)| < 1 para todo n.
Asumamos que gx,q, fq Yy fq tienen soporte en [X/Q,2X/Q], en [Q,2Q] y en los
primos de [q,2q], respectivamente. Entonces

2 —
121 (8) Zgy ()2 ds < Q.
s€[1,1+4iX]
1Zsq (s)I<Q™7
|Zsy (8)|2q 72
Demostracion. Podemos acotar la integral por
2

|Z

9x/Q

1+iX

(s)]* ds.

()

Tomando /£ natural tal que ¢* < Q < ¢“*', como (¢75)#Q?7 < Q¥ ~%#Q % =
Q7% vemos que la integral del enunciado es

< Q™ / Zg,0(8)]Pds < Q27

s€[1,1+iX]
|Zs,(s)|>q~ 7t

1

) 1+iX . )
<<Q7 ‘ ) |qu(s)ZgX/Q(S)| ds.

Ahora se trata de acotar la integral por el teorema del valor medio (Lema 2.10).
Tenemos

X , , o2
/ 125, () Zgx ) (5)Pds < 2°X > 5
! X/q<n<20+1X
con
ap = Z 1< Z 1=20lw(n)
Pip2...pem=n rm=n
q<p;<2q plr=-q<p<2q
X/Q<m<2X/Q
con w(n) la funcién totalmente multiplicativa con w(p) = 1 si p & [¢,2q] vy
. —s —2s
w(p*) =k +1sip € [q,2q]. Como Z,2(s) = ((s) [<p<aq %, luego

con residuo en s = 1 de la forma [[ ., -5, (1 + O(1/p)) < 1, podemos proceder
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como en la demostracion del Lema 2.7 para demostrar que > _ w?(n) < x para
x > X/q. Por lo tanto

1+iX
74 ()2 s)|2ds < ¢22% (0?2 <« e,
‘ fa 9X/Q q q

1

Como q < Q*/* y 1?* <« (logQ)* < (¢°/*)** < Q°/?, hemos acabado. a

Ahora veamos que efectivamente podemos sustituir la integral de Z; sobre
T$.Qo,c,a,5 (“valores tipicos con respecto a Q") por la integral de Z; sobre ¢ 4 c.a.5
(“valores tipicos con respecto a ¢g”), donde go es mucho méas pequeiio que Q.

Proposicion 3.15. Sea f totalmente multiplicativa con |f(n)| <1 para todo n. Sea
Tt A~.a.6 definido como en el Teorema 3.15. Sea Qo < exp((log X)'7¢), € € (0,1).
Entonces, para v € (1/loglogQo,1/2),0<e<1,0<p<1, p<kr<1l-—p, ast
como a < 1/(log Qo)?, o/ =1/(logqo)' ¢, 1/(log Qo) < 8§ < 1/(logQo)?, 0 < §' <1
ylog gy = (log Qo)", tenemos que

/ Gl /

1
) 205 + O (o)
con fx = f-1xox) ¥y =7 —1/loglog Qo.

(log Qo)

,Q0,v, 8 fra0.v! el 8!

Cualquier funcion del tipo (log Qg)°™") podria usarse en vez de loglog Q.

Demostracion. Podemos suponer que oo = 1/(log Qo)?, ya que a < g = 1/(log Qop)”

implica 7% Qo,~y.0.6 C 71,Qov,00,6
Para comenzar,

/ 1Zp, (s)ds
TF,Q0 7,8

< [ iznrdst / 12 (5)Pds.

yf-,qo,'y/,of’,fs’ yf,Qo,7,@,5\*gf.q0,«/’,a/,5’

Apliquemos el Corolario 3.8 para factorizar Z¢, , usando (3.7) y la Proposicion 3.5
para controlar Z.,... Obtenemos, procediendo como en (3.9) o (3.11),

|Z1x (5)Pds

75,0705\ T}, 4.~/ 0,57

1 (log Qéfo‘)z
< Op ((log Qo)p> + 52

. 2
’ QGI[?Q%:(QO] |Zf1,Q,5(S)Zfz,Q(1+5),X/Q (8)| ds.

yﬂQo,w,a,J\gf,qo,_y/.’a/15/

Ahora bien, para todo s € J q,,~,a,5, tenemos, por definicion, que |Zy, , ;(s)| <
Q77 para todo @ € [QfF, Qo] N Z, luego |Zy, 0.5 < % + Q77 <« Q77 para todo
Q € [QF,Qo]; mas atn, si s € Tf 49.4,a,5, entonces |Zy,  (s)] > ¢~ para algtn
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q € [g&, q0) N Z. Asi, vemos que

2
/ ‘Zfl,Q,S(S)ZfQ,Q(1+6),X/Q(S)| ds

’J7ny0KY,D/‘&\*qf,qO,'y’,a',(5’

, 2
< 2qo qEI[I;?ro] / |Zf1,Q,5(S)Zfz,Q<1+a),x/Q(s)| ds,
s€1,14+4X]

‘ZflyQ,(s [<Q™”
7
‘Zflyqyé/‘zq v

donde recordamos que 5 g, ,v,a.6 C [1,1+4X/h] C [1,1 4 iX]. Aplicando el Lema
3.14, tenemos la cota

_ _ -3 4
@ / Z5s () 250 <0 (5)Pds < 0@ < 0(@Q]) = < Q5
s€[1,144X)
‘Zfl,Q,5|<<Q_’Y
1Zs, o120

para 7' = v — ¢ y cualquier £ € (0,7) tal que (log Qo)** < ¢§ y qo < an/4. Para
e = 1/loglog Qo, estas desigualdades se cumplen (debido a x + p < 1), si asumimos
que @y es mas grande que una constante ¢ que depende sélo de p y k. Bajo las
mismas condiciones, QES%M < 1/(log Qp)” (por un amplio margen). O
Teorema 3.16. Supongamos que 0 < € < 1/3, Qo = exp((log X)!7¢) y 1 < h <
exp((log X)?/3=¢€). Entonces, para o = § = 1/(log Qo)?, 1/6 < p < 1/3,

/,

2,Qqs §ias8

1 1
Zy. %ds <. m4 .
s (s i (o i)

Demostracion. Supongamos primero que h > exp(y/log Qo). Aplicamos la Pro-
posicién 3.15 una vez con p, v = 1/9, §' = 1/logh, o’ = 1/(logh)!=¢ vy k =
(loglog h)/(loglog Qo), de tal manera que go = h. Es facil ver que 1/2 < k <
(2/3—¢€)/(1 —¢€) <2/3, asi que p < kK < 1 — p. Obtenemos

1
Z 2ds < —_— Z 2
/:7)\ | >\1[X,2X] (8)‘ dS — OE ((log QO)p> + /7 | >\1[X,2X] (S)| dS,

puesto que podemos suponer que v — 1/loglog Qo > 1/18.
Ahora utilizamos el Corolario 3.8 para factorizar Zxiy ,y, con h en vez de

Qo § 0,6 Ah, g, ,6"

Qo, a = (logh)~(1=9), Por Cauchy-Schwarz, la Proposicion 3.6 y la definicion de
I\ b, ar,60> concluimos que

/ |Z)\1[X,2X] (8)|2d8
T,

A,;L,Tls,u/,a/
<O —2 )+ ogh) by % =0, (—
“\ (log h)t~¢ s -~ “\(logh)t=< )~

Supongamos ahora que h < exp(y/log Qo). Procederemos exactamente como antes,
excepto que iteraremos el uso de la Proposicion 3.15. Definimos @Q;+1 = exp(v/log Q;)
para i = 0,1,..., hasta que llegamos a un i tal que (logh)? < log@Q; < (logh)*.
Entonces definimos m =i+ 1, @Q,, = h.
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Comenzamos aplicando la Proposicion 3.15 con p, vy =1/9, ¢’ =61 = 1/log Q1,
o =a; =1/(log@Q1)'7¢, k = (loglog Q1)/(loglog Qo) = 1/2 y los valores iniciales
de a y §. Obtenemos

1
2 2
foa o Psc@Fie =0 () [ (P

2Qo. % .8
donde 71 = v — 1/loglog Qp. Luego aplicamos la Proposicion 3.15 para i =
1,2,....m—1,conp=1/2—¢€,vy=,0 =, a=a;, § =001 =1/logQit1,
o =ajr1 =1/(logQir1) ¢y k = (loglog Qi+1)/loglog Q; = 1/2. Asf,

/ |Z>\1[X,2X] (S)|2d8
I\

JQ4 Vi, 0;
1 2
S“(mumw)*[ Za1 sy ()P,

7NQ¢+1 Vi1 Q4150541

donde ;41 = v; — 1/loglog Q;. Esta claro que 1/(log Q;)*/? < 1/(log Q;1). Verifi-
camos que

2 1

loglogh ~ 18’

1 1 1
< — =
Z S = 2: k
= loglog @Q; ~ loglog Q. = 2

ya que podemos asumir que h es mas grande que una constante. Por lo tanto,
Ym > 1/18.

Terminamos usando el Corolario 3.8 exactamente como antes (h en vez de Qo,
a = (log h)_(l_e)). Por Cauchy-Schwarz y la Proposicion 3.6, concluimos que

/ |Z)\1[X,2X] (5)|2d8
gA,Q

msYm,m,Sm

<O, (;11)1) + (log h)* (exp ((log b))~ = O, ((log}ll)l) .

(log
O

Ahora ya podemos concluir nuestro resultado principal.

Teorema 3.17. Sea 1 < h < X. Entonces, para € > 0 arbitrariamente pequetio,

1 1
3.12 Ex<z<ox|E A(n)|? <. mé , )
(3.12) x<o2xX Bt )ecncaA ()] < max((logX)l? (logh)1_6>

Demostracion. Podemos asumir que h < exp((log X)?/37¢) (como en el Ejercicio
3.3). Aplicando la Proposicion 3.4 tenemos la cota

;X _
I4igse

EX<I§2X|]E(17%)z<n§m)\(n)|2 < / ‘Zkl[xgx] (S)|2d8 + 0(5)
1
Tomemos § = h~'/* (digamos). El resultado (con un miltiplo constante de € en
vez de ¢, lo cual es claramente inofensivo) se sigue del Teorema 3.13 y el Teorema
3.16, aplicados con hé? en vez de h, a = § = 1/(log Qy)”, Qo = exp((log X)' =€) y

_ 2
p=1- 3355 0
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Es posible obtener una cota con (loglogh)/logh en vez de 1/(logh)'=¢ [11].
Hemos optado por nuestra cota por simplicidad.

El Teorema 3.17 implica inmediatamente el Teorema 3.1, por un breve y conocido
argumento (Chebyshev / cota de varianza) que ahora mostraremos. Escribamos la
cota en (3.12) de la manera < c./ méx(log h, (log X)*/3)1=¢. Entonces, para todo C,
la proporcién de valores de X < x < 2X tales que

CVe
, A >
1% )a<n<e (n)] 2 méx(log h, (log X )1/3)(1—€)/2

E(

es a lo mas 1/C?.
Si, alternativamente, siguiéramos [11], podriamos mostrar que, para h en cierto
rango, una cota mas fuerte vale: la proporcién de x tales que

(313) |]E(1fh/X)x<n§x)‘(n)| > C/(lOg h)l_e

es pequena. La diferencia principal consiste en que [11] separa desde un principio
el conjunto S de enteros X < n < 2X con factores primos del tamano deseado, y
prueba una cota de varianza para ellos; luego reintroduce los enteros que quedaron
fuera de S al ultimo momento. De esta manera consigue mostrar que pocos x
satisfacen (3.13), atn si la forma de la cota de varianza es en esencia la misma.

FEjercicios.

Ejercicio 3.5. Sea 2 < h=0(X), h € N, h — oc.
1. Sea f(n) = cos(&xx).
a) Demuestre que, si bien oscila en intervalos largos (i.e., >y _,<ox f(n) =
0(X)), no oscila en intervalos cortos:
> fm)>h
z<n<z+2h
para todo z € [X, 2X]. Usando la Proposicion 3.4, deduzca que
cX/h

/| S e P 1

0 X<n<2X

para alguna constante ¢ > 1.
b) Muestre que
> f(n) <100
X<n<u
para todo u. (Consejo: la funcion f es periddica, con periodo 100.)
Deduzca, por sumacién por partes, que

Z fn)n 17" <« th/X

X<n<2X
para todo t.
¢) Deduzca que, para h tal que (logh)' < X/h,
cX/h

LY fnT P> 1

(log hy1oo X <n<2X

para alguna constante ¢ > 1.
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2. Sea S el conjunto de nameros que son producto de dos primos, uno en
[P,2P] y otro en [X/P,2X/P]. Sea g(n) la funcién multiplicativa tal que
g(p) = COS(th) Asumiendo que h = X/19 y P = v/h, demuestre que

cX/h

|Zg —1 zt2dt<<c

1
20°
(log hy100 "€5 (o %)

para cualquier constante ¢ > 1. Sugerencia: use el Teorema del valor medio

(Lema 2.10) y la Proposicion 3.9 (o mas bien su prueba, pues consideramos
valores de t por debajo de lo que la Proposicion 3.9 cubre).

Ejercicio 3.6. Sea4 < h < ( )1/5. Sea S el conjunto de ntimeros que son producto
de tres primos, uno en [h, 2h] otro en [h? 2h?] y otro en [X/h3,2X/h3]. Sea f(n)
una funciéon multiplicativa tal que Z(t) = qu[h2,2h2] F(q)g~ 1= < (h?)~1/? para
todo t € [(log k)09, X /h].

1. Muestre que

St =" fpT T Y fl@g T YD e

nes pe[h,2h] a€[h?,2h?] re[X/Rh3,2X/h3]
con p,q,r primos.
2. Use la cota para Z(t) y el Teorema del valor medio (Lema 2.10) para probar
que
X/h
1 1

; 1
—1—it|2 _
|z€;f(n)n Fdt < (h2/9)2 " (1181~ p2/o

(log h)lOO
[ 2 petn 2n f(p)p~t7i | >h—1/18
3. Use el Teorema del valor medio nuevamente para concluir que

X/h
1

71 zt 2
1> fn dt < o575

(log h)100 nes

4. COEFICIENTES DE FOURIER DE A EN INTERVALOS CORTOS, EN PROMEDIO

Nuestra tarea en esta seccion es acotar promedios de coeficientes de Fourier de
)\ . ]-(f,,’t—i-h]:

X
/ Z A(n)e(an)| dz.
0 z<n<z—+h

Al final de la seccién, veremos como tales cotas implica que el promedio de expresiones
como A(n)A(n + ¢) tiende a 0 para una proporcion que tiende a 1 de todos los ¢ en
un pequeno intervalo (“Chowla en promedio”). Las lineas generales del argumento
siguen las que se seguian para el mismo problema cuando ¢ varfa en un intervalo
grande, asi como para problemas analogos. (El articulo [12] menciona las fuentes [5],
[10], [18] ¥ [2].)

El tratamiento sera distinto dependiendo de si « € R esta en un arco mayor o
en un arco menor. (En verdad la definicién depende solo de o mod Z.) Tomemos
Q = Vh. Por el teorema de aproximacion de Dirichlet (Ejercicio 4.1), existen
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a,q € Z,1<q<Q, (a,q) =1, tales que |a — a/q| < 1/qQ. Si tales a, ¢ existen
con ¢ < R para cierto R pequeno (serd una potencia de log h), decimos que « esta
en un arco mayor; de lo contrario, existen tales a, ¢ con ¢ > R, y decimos que «
estd en un arco menor.

FEjercicios.

Ejercicio 4.1. (Teorema de aproximacion de Dirichlet)

1. Sean dados o € Ry M € ZT. Muestre que existen 0 < m; < my < M
tales que amy y amg estan a distancia < 1/(M + 1) en R/Z el uno del otro.
Deduzca que |(mg —mq)a —al < 1/(M + 1) para algin a € Z™*.

2. Sean dados o € Ry unreal Q > 1. Concluya que existen a,q € Z*,1 < ¢ < Q,
(a,q) = 1, tales que

1
<

T @
(Aplique la primera parte del ejercicio con M = |Q].)

a
o — —

Ejercicio 4.2. En este problema vamos a discutir, a vuelo de pajaro, una variante
relativamente sencilla del problema ternario de Goldbach, para ilustrar el uso de
sumas exponenciales > A(n)e(an) similares a las que estudiaremos en esta seccion
(si bien en verdad mas antiguas).

Para N € Z*, consideraremos la suma

Sv="Y_ Ma)AD)A(c).
a,b,c>1
a+b+c=N
Si cambiaramos A por la funcién indicatriz de los primos estariamos calculando el
niamero de maneras de escribir N como suma de tres primos. Nosotros queremos
demostrar que Sy = o(N?), lo que nos dirfa que entre las tripletas de ntimeros que
suman N hay la misma probabilidad de tener un nimero par que uno impar de
primos.

1. Demuestre la identidad fol e(ja)da =1 para j € Z, con e(z) = e*™*. (Es
la identidad sobre la cual se basa el analisis de Fourier sobre R/Z.)
2. Usando el apartado anterior, demuestre que

1
SN:/O (Ax(a))®e(=Na) da,

con Ax(a) =7, o<y A(n)e(na). ]
3. Es posible demostrar que max,epo,1]|Ax(a)| = o(N). (Esta es, claro estd, la
parte dificil, la cual omitimos.) Usando esta cota, demuestre que

Sy < o(N)/O |Ax(a)?da = o(N)N = o(N?).

4. Sea T = 3, y>1.01p=n AM@)A(D) la suma correspondiente a Goldbach con
dos primos. Observe que si intentamos demostrar que T = o(N) con las
técnicas de los apartados anteriores, no funciona. ;Por qué? Esto es parecido
a lo que ocurre en la integral de la Proposicion 3.4, y por eso alli fue necesario
factorizarla.
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4.1. Arcos menores.

Proposicion 4.1. Sean X > 1,1 <h < X, 1< R <logh. Sea a € R tal que
existen a,q € Zt, R < q <V/h, (a,q) = 1, tales que |a — 7| < f Entonces

(4.1) — / 3 An)e(an)|dr < (log )"

1/4
z<n<z+h R

Demostracion. Probar (4.1) es equivalente a probar que, para todo 6§ : R — C
medible, con soporte en [X,2X], y tal que |f(z)| < 1 para todo z,

3
(4.2) / 6(z) Y Ane(an)dr < hX (logli)
R z<n<x+h R

Sean B =1/2,6 = R™'4, Qy = exp(R'*) y Py = exp((log R)?). Por el Lema
3.7, el lado izquierdo de (4.2) es igual a

o 3
(4.3) 0 <(1 Rgﬁ) >.hX+ /R bz) Y Amux(n)e(an)dz,

z<n<x+h

donde ux es como en (3.3) (el error proviene de que cada valor de n satisface
x <n <z + h solo para x dentro de un intervalo de largo < h). Entonces, por la
definicion (3.3) de ux, es suficiente demostrar que

1 Qo dQ _ (log R)?
4.4 _ X, -hX
(44) log(1 + 0) /pn IX.Q.0%7 Q R/4 ’
donde
IX.Q.0) = [ 60) Y A0 (105 % 2o, x/) (W)e(an)da
R rz<n<xz+h
=_ ZU27Q(1+5),X/Q(m))‘(m) e(amp) / 0(2)1 (5 2 (mp)dz,
m Q<;D<(1+5)Q

Y U1,Q.5, U2,ry estan definidos como en (3.4) y (3.5). Por Cauchy-Schwarz,

(4.5)

X
Qip <y % > clamp) [ 61 ()]
X/Q<m<2X/Q |Q<p<(1+6)Q R

ya que va g (1+44),x/¢@ tiene soporte en [X/Q,2X/Q] y |v2,g,(1+46),x/0(m)| < 1 para
todo m.

Ahora expandimos el cuadrado, y cambiamos el orden de la suma:*
I(X,Q,0) <
o 9 dx1d
0 Z (21)0(22) Z e(a(py — p2)m)dzdxs.
Q<p1,p2<(140)Q X/Q<m<2X/Q

z; z;+h
2L <m<—L—
pi <M=

4A partir de este momento, algunos lectores reconoceran ciertos paralelos con la versién de
Linnik de la prueba del trabajo de Vinogradov sobre los tres primos.
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La suma sobre m es una suma sobre un intervalo I contenido en (z1/p1,z1/p1 +
h/p1] C (z1/p1,21/p1+h/Q). Puede ser acotada trivialmente por < |I|4+1 < h/Q+1;
también vemos que se anula a menos que (x1/p1, (x1+h)/p1]N(x2/p2, (x2+h)/p2] #
(0, lo cual implica

(4.6) D2 e —h < s < 222+ (14 0)h.

1 p1
También sabemos que, para cualquier 8 € R no entero y cualquier intervalo I escrito
en la forma [mg, m1], mo,m; € Z,

_e(B(my +1)) — e(Bmo)
2 elom) ===

(suma geométrica)

mel
y, por lo tanto,

< 2 1 < 2/m
= le(B) -1 sinmB T d(B,Z)’

(4.7)

> e(Bm)

mel

donde d(3,Z) es la distancia entre S y el entero mas cercano. Por lo tanto,

Z e(a(p1 — p2)m) < min ( h 1 )
1— P2 LA
X/Q<m<2X/Q Q" d(a(pr — p2),Z)
Z—Z<mg%
y asi, por la condicion (4.6),

X h 1
I(X,Q0?2<=Xh S min ( ) .
O gmmiarng @ de@r=p).2)

Ahora bien, para todo entero I, el nimero de parejas Q < p1,p2 < Q + 6Q tales que
p1 — p2 =1 es O(6Q). Vemos entonces que

h 1
1(Q,X,0)> < 6X*h m(—,——.
(Q? I’ ) << IEZZ min (Q? d(Oél’Z))
l<sQ
Ahora bien, por un lema de Vinogradov (ejercicio 4.3),

I1(Q, X,0)* < 6X°h (55 + 1> (g + qlog q> .

Como R<q¢<+vh,6=R Yy ? < Py < Q< Qo= exp(RY*) < h'/*, tenemos
que glogg < &y

oh h 52X2h?
IQ,X,52<<6X2h<+) < .
( ) .0 I

Por lo tanto

1
log(1 +9)

Q Xh  Xh

Qo d
/PO I(X7Q75)5 < (IOng)W = Rija

lo que demuestra (4.4). O



252 HARALD HELFGOTT Y ADRIAN UBIS

FEjercicios.

Ejercicio 4.3. (Lema de Vinogradov)
1. Para a,q € Z* coprimos y n = ng,ng + 1,...,m0 + g — 1, ng arbitrario,
muestre que las fracciones n/q mod Z no son sino

Oal/qa2/qa"'7(q_ 1)/(1
en algin orden.

2. Sean a« € R, a,q € ZT,1 < ¢ <Q, (a,q) = 1, tales que |a — a/q| < 1/¢Q.
Muestre que, para n = ng,ng + 1,...,n9 + ¢ — 1, ng arbitrario, las distancias
d(na,Z) son a lo mas

0.0 17/2 1 37/2 (¢ —2)/2
7 ) q 7 q’ q A q

)

en algin orden.
3. Sean o € R, a,q € ZT,1 < ¢ < Q, (a,q) = 1, tales que |a —a/q| < 1/¢Q.
Deduzca que, para ng y X arbitrarios,

no+q—1

1
in (X, ——— ) <2X +2q(log(q — 2) + 1) < X + qlogq.
> mm( ’d(na,z)) < 2X +2q(log(q — 2) +1) < X +qlogg

n=mno

Concluya que, para N arbitrario,

> min <X,M> < (JZ+1> (X + qlogq).

In|]<N

Ejercicio 4.4. En este problema vamos a reproducir el esquema descrito en el
ejercicio 4.2 de §4 para estimar la suma

Sy= > logplogg
p+q+b=N

que cuenta el nimero de maneras (ponderadas) de escribir N como suma de dos
primos y un numero natural cualquiera. Esta es una versiéon muy sencilla del problema
ternario de Goldbach, y podriamos estimarla sin introducir exponenciales e(na),
pero por una cuestiéon didactica veamos que es posible hacerlo con ellas.

1. Procediendo como en el ejercicio 4.2 de §4, muestre que
1/2
Sy = / F(a)G(a)?e(—Na) da
—-1/2

N
con F(a)=>,_,elba)y G(a) = ZPSN logp e(pa).
2. En este caso los arcos menores van a ser la zona donde F' es pequena.

Tomemos como arcos menores m = [—1/2,1/2]\ (— 5, 55), con 0 < § < 1/2.
Demuestre usando (4.7) que si « € m entonces
|F(a)] < 6N.

3. Use el apartado anterior, el razonamiento expuesto en el ejercicio 3 de §4 y
el TNP en la forma del Teorema 2.5 para demostrar que

/ F(a)G(a)*e(~Na)da < 6N?log N.
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En los ejercicios de la siguiente seccién veremos que la integral sobre los arcos

mayores I = (— 16, 7 5) da la contribucién principal para Sy (para cierto

5).

4.2. Arcos mayores y conclusion. Examinemos ahora el caso de o = a/q con
¢ un entero pequenio. La idea es entonces que e(an) es una funcion g-periodica. Asi,
lo que nos gustaria es sustituir A(n)e(an) por A(n)f(n) con f(n) alguna funcion
multiplicativa, para intentar usar las técnicas de la seccién anterior. Esto es posible,
usando anélisis de Fourier para funciones F' : G — C, con G = (Z/qZ)* el grupo
(abeliano) de residuos modulo ¢ coprimos con ¢, con la operacion de multiplicacion.
Dicho analisis permite expresar F' como suma de varios cardcteres mddulo q. Un
caracter modulo ¢ no es sino un homomorfismo y, : G — C*. Podemos extender tal
homomorfismo a una funciéon multiplicativa y g-periddica x : Z — C, simplemente
poniendo x(n) = 0 para n no coprimo con q.

Nosotros sblo vamos a usar que |x.(g)] = 1 y que los caracteres y, modulo g
forman una base ortonormal @ del espacio de funciones de G = (Z/qZ)* a C. En
verdad, G es también es un grupo. Todos estos hechos son ciertos en general para
grupos abelianos finitos G. Pueden, por cierto, ser probados facilmente (ejercicio
4.5).

Si «v esté cerca de un racional con denominador pequeno, vamos a ver c6mo pasar
de sumas cortas de A(n)e(an) a sumas cortas de A(n)x(n) para algtn caracter y de
modulo pequeno.

Proposicién 4.2. Sea 1 < R*<h < X, |a — %| < q—\l/ﬁ con ¢ < R. Entonces

2X
hX/ A(n)e(an)| dr <
a:<n<:r+h

1 1 SX/
5 R mix / S Aw)x(n)|de
X s<n<z+h’

donde el mdzimo se toma sobre los cardcteres x de mddulo menor o igual que R y

sobre X' € [X/R,X|, ' € [Vh/R?,v/h/R].

Demostracion. Comenzamos con la desigualdad

e ]S gwla<o(B) [T S o)

z<n<z+h rz<n<z+hi

para 1 < hy < h, |f] < 1, que simplemente proviene de dividir la suma interior en
sumas de longitud h;. La usamos con f(n) = A(n)e(an) y hi = Vh/R. Ahora bien,

S Ametan)| = | 30 Ane (“q”) e <<a— Z) (n—x))

rz<n<z+h, r<n<z+h;

— — 1 -1
y como |(a —a/q)(n — x)| < Q\/ﬁhl < R™" tenemos que

| Z A(n)e(an)| = Z A(n)e (an> +O(R Yhy.

rz<n<xz+h, rz<n<xz+h; q
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Asi

};(/XQX > An)e(an)|dr < R‘1+h11X /;X > Ane (%) da.

z<n<z+h rz<n<z+hi q

Como n — e(an/q) es g-periddica, podemos escribir (ejercicio 4.6)

e(zn>21dln S a(n/d),

dlq X€(Z/((q/d)Z))*

donde |ay| < 1. Podriamos tener una mejor cota para a, (sumas de Gauss), pero
no nos importa. Obtenemos que

;/:X Y Am)e (Zn) da

rz<n<z+hy

< %Z Z /X A(m)x(m)|dx

dlg x€(Z/((¢/d)Z))* Zom<z 4

1 3X/d
i !
=4 W X7 / S Mm)x(m)|de'.
(z/((q/d)2))* o' <m<az'+ 1

Con la proposicién anterior vemos que sélo nos queda controlar el promedio de
sumas cortas de A\(n)x(n). Para ello, vamos a ver que funcionarian las técnicas de la
seccion anterior, igual que para A(n). Lo tnico que necesitariamos usar en la prueba
es cancelaciéon para las sumas

> An)x(n) > xpp',

n<x p<@Q

y el control de dicha sumas depende de las funciones Zx,(s) = Z,2(2s)/Zy(s) vy
Z(5)/Zx(s) con Z,(s) = L(s, x), donde s + L(s, x) son las asi llamadas funciones
L de Dirichlet:

L(s,x) = > _ x(n)n™".

Por lo tanto, necesitaremos control sobre los ceros y el tamafnio de dichas funciones
zeta. Para el caso de X\ usamos [9, Thm. 8.29] (que es nuestro Teorema 2.2) y en
el lema anterior a dicho teorema puede verse que dicho control proviene de cotas
superiores para |L(s, x)| en dicha zona. Como

L(s,x) =q°>_x(b) i <m + 2) h

b(q) m=0

oo —58 . . . .
Y Yom_o(m+a)™* es muy similar a ((s), esencialmente podemos conseguir para
L(s, x)| las mismas cotas que para |((s)|, y asi tenemos un equivalente al Teorema

2.2 para este caso.
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Teorema 4.3. Hay una constante ¢ > 0 tal que L(s,x) # 0 para s = o + it con

o>1-— logq+(logt)273(log10gt)1/3’ [t| > 3, y en dicha zona también se cumplen las
cotas
1
— K logq+ (logt 2/3 loglogt /3
LG5 sty loglos
L'(s, x)
2 < log g+ (logt)?/3(loglog t)'/3.
L(s,x)
Ademds, en |t| < 3 se cumple que L(s,x) #0 eno > 1— m Yy en esa zona

T < Vallogq)?, £ <« /g(log g)?.

Las cotas para |t| < 3 son clasicas y provienen de otras técnicas [19, Capitulo 11].
Estos resultados son todos efectivos; no esconden constantes no especificables — en
particular, no lidiamos con los ceros de Siegel.

Para demostrar el Teorema 2.3 usamos las cotas del Teorema 2.2 con ¢ escogido de
manera tal que (logt)%/3(loglogt)'/? sea igual a (log x)%/%(loglog )'/?, por lo que,
si \/q(log q)? < (log 2)?/°(loglog z)/®, tendremos las mismas cotas en el Teorema
4.3, y luego seran ciertos los resultados analogos al Teorema 2.3 y al Corolario 2.4
para A(n)x(n). En particular

Corolario 4.4. Seanz > 1, t < e(logz)s/s_F, € > 0, y x un cardcter de mddulo
q < (logx)*/5=¢. Entonces

A(n)x(n) )
Z Tt < exp(_(logx)3/5+ 5(1))_
r<n<2x

Ademas, en la zona logt > (log Q)% con a > 0, si ¢ < (log Q)? tenemos que las
cotas del Teorema 4.3 serfan las mismas que sin log g, y luego el resultado anélogo a
la Proposicion 3.9 también sera cierto.

Proposicién 4.5. Sea x un cardcter de modulo ¢ < (log Q)?. Para exp((log Q)¢) <
to < exp((log Q)¥/P1=9)) 4 > 0,0 <6 <1,

> X < exp(—(log @)*TM).
Q<p<(1+9)Q

Como en la demostracion del Teorema 3.17 se usa el equivalente al Corolario 4.4
con x ~ X y el equivalente a la Proposicién 4.5 con log Q = (log X)!~¢, tenemos
que
Teorema 4.6. Sea 1 < h < X, ¢ > 0. Para q < (log X)*/5~¢,

1 1

+ .
logh)l=¢ = (log X)1/3-¢
Corolario 4.7. Sea 1 <h < X, ¢ > 0. Para q < (log X)*/>~¢,
1 n 1

log h)1/3=¢ = (log X )1/9—¢"
Demostracion. Notemos que es suficiente demostrar la desigualdad

1 1
(log h)1/3—6 + (log X)l/g—e'

Ex<o<2x[Ea_2)0cnca A ()X(0)|* < (

Exca<ox [Ezcn<zrnA(n)x(n)| < (

(48) EX<$§2X |Ea:—h<n§a:A(n)X(n)| <
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Ahora, para 0 < § < 1 tenemos que

Ex<e<ox Bz n<n<eA(n)x(n)] < Ejicta)i<e By o<y 6y [Bz—n<n<aA(n)x(n)]
Y=(136)i X

y como para cualquier z € (Y, Y + 0Y] se cumple que
Ey—hen<aA(n)x(n) = O(0) + Emfh%<n§r)‘(n)X(n)
deducimos que

Excz<ox [Ez—han<eA(n)x(n)] < 6 + Yen[l)?é(X] Ey co<y 16y |Ez—nz <n<aA(n)x(n)].

Ahora aplicamos Cauchy-Schwarz:

Ey o<y 16y |Ez—nz <n<aA(n)x(n)| < \/]EY<33§Y+6Y |Ez—h e <n<aA(n)x(n)]?,

y luego, por el Teorema 4.6 (acotando brutalmente la integral de una cantidad no
negativa sobre (Y, Y 4 dY] por la integral de la misma cantidad sobre (Y, 2Y]) vemos
que

1 1
E E.— A d i 61 :
xX<o<2X [Ea—nen<aA(n)x(n)| < +Yeff1§1’>2<X]\/ <(log h)l—¢ + (1Ogy)1/3—e>

Finalmente, tomando

’ z 1 1
0 = min <1’max ((log h)1/3=< (log X)1/9_€>)

demostramos (4.8).

Usando los resultados anteriores, obtenemos lo siguiente.

Proposicion 4.8. Sea 1 < R° <h < X, |a — %| < qﬁ con ¢ < R < (log X)4/5—¢,

Entonces, para € > 0,

1 /2X 1 R R
— A(n)e(an)|dr <. = + + .
hX Jx z<7§+h R (logh)i—¢ (logX)s~
Demostracion. Por la Proposicion 4.2 y el Corolario 4.7. ]

Finalmente, usando el Teorema de aproximacién de Dirichlet y tomando R igual
a min((log h)'/3, (log X)'/?)4/> en la Proposiciones 4.1 y 4.8, concluimos que

Teorema 4.9. Sean X > 1, 1 < h < X. Entonces, para todo o« € R y e > 0,

1 /2X > An)e(an)|dx < ! + !
— nle(an)| ar <. T T .
hX Jx (logh)1s =< (log X)as~*

5
z<n<z—+h

Los exponentes 1/15, 1/45 no son de ninguna manera 6ptimos; el lector interesado
puede divertirse mejorandolos.

Vamos a ver como el teorema anterior implica la conjetura de Chowla en promedio
(Teorema 1.2). Para ello, veamos la relacion entre las sumas cortas de f(n) y
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sumas largas de f(n)f(n + h). Supongamos que f(n) tiene soporte finito. Entonces,
expandiendo el cuadrado y cambiando el orden de sumacién obtenemos

DY P =Y fm)f(n)(h—|n—m).
z  z<n<zth [n—m|<h
Por tanto, escribiendo m = n + j, tenemos que
DI P =Y (=1 Y fn+ ) f(n)
z  xz<n<lz+h ljl<h n

Ahi vemos directamente que las sumas cortas de f(n) controlan un promedio de
sumas largas de f(n)f(n+ 7). El problema es que podria ser que hubiera cancelacion
en la suma en j en vez de en la suma en n. Para evitarlo, usamos la misma identidad

con f(n) = fo(n)e(na), que da

SoId fomema)® =D [(hljl)Zfo(n+j)fo(n) e(ja).

r  z<n<zt+h lil<h

Ahora, teniendo en cuenta la identidad de Parseval
1
(19) |15 asetia) e =3 o
J J

la cual simplemente proviene de que fol e(ma) da = 1,,—0, tenemos que
2

> 100~ DR |2 foln + ) / SIS fome(na)P| da
[il<h z  x<n<z+h
Asi, si

M=mixd | > foln)e(na)?

T x<n<z+h
entonces sacandolo fuera de la integral tenemos

Sl 1P <MZ/\ S e da,

l7l<h z<n<z+h

Zfo n+j)fo(n)

y usando de nuevo (4.9) sobre la parte derecha concluimos que

> lt—=1ihP <MZ > )P

l7l<h z z<n<z+h

Zfo (n+34)fo(n)

Finalmente, aplicando esta desigualdad con fo(n) = A(n)1(x 2x](n) y usando el
Teorema 4.9, obtenemos

Corolario 4.10. Para 1 < h < X y para todo € > 0

1 1 1
- § § pY DA 2 .

j<h/2 X<nn+j<2X (logh)

A partir de ahi es muy sencillo eliminar la condicion X < n+ j < 2X, y asi
obtener el Teorema 1.2 en el caso de dos factores (k = 2). El caso de méas factores se
sigue del siguiente lema (ejercicio 4.7)
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Lema 4.11. Sea 1 < H < X. Para funciones f,q : Z* — C cualesquiera con
lg(n)| <1, |f(n)] <1 para todo n y soporte en [1, X], se cumple la desigualdad

e AN Tt me) < |y 3 1 St TG

R<H n |h|<H n

Reflexiones finales. Como hemos visto, una vez que se tiene una cierta cota sobre
sumas exponenciales en promedio (Teorema 4.9) podemos obtener el resultado de
tipo “Chowla en promedio” que desedbamos (Teorema 1.2) con bastante facilidad.

Es bueno reflexionar sobre que tipo de cotas sobre sumas exponenciales necesi-
tamos para obtener otros resultados sobre las autocorrelaciones de A. ;Qué pasa
si deseamos saber el promedio de A(n)A(n + h)A(n + 2h) para la mayor parte de
valores de h en un intervalo pequeno, digamos?

Muchas tales preguntas se reducen a acotar seminormas de Gowers |Myr. Ya
seria un muy buen comienzo, por ejemplo, poder acotar la segunda norma de Gowers
|A|r2, definida por
1

2

S > AmAm A+ h)A® A+ ho)A(n + hy + o)
1<hy,ho<H 1<n<X

para todo H = H(X) — oo. En efecto, si pudiéramos mostrar que |A|yz = o(1),
tendriamos que

1
— > T AmA(m+ )A(n + 2h) = o(1)
h<Hn<X

despues de algunas aplicaciones de Cauchy-Schwarz. Mas atn, si pudiéramos mostrar
que la tercera norma de Gowers |\|ys es o(1), podriamos deducir, de manera similar,

que
2

1
— S AmAm A+ h)A(n+2h)| = o(1).
h<H |[n<X

Acotar (4.10) por o(1) resulta ser equivalente a probar la conjetura de uniformidad
de Fourier

X
%/0 sup Z A(n)e(an)|dz = o(1)

a€R/Z |y <atn

para h = h(IN) — oo. Esta conjetura, planteada por primera vez en [12], parece mas
dificil que el Teorema 4.9, en el cual el orden de la integral y del supremo sup,cp /Z
(implicito en el Teorema 4.9) es el inverso.

Ejercicios.

Ejercicio 4.5. Sea GG un grupo abeliano finito.

1. Pruebe que, para todo caracter x de G y todo g € G, |x(g)| = 1. (Sugerencia:
muestre que x(g)/¢ = 1.)

2. Sea x un caracter no trivial de G, es decir, un caracter tal que existe un
g € G para el cual x(g) # 1. Muestre que

W) > w(h) =D w(gh)=>_ w(h).

hea heG heG
Concluya que ), o ¥(h) = 0.
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3. Sean Y, ¥’ dos caracteres distintos de G. Muestre que ¥ = - X’ es un caracter

no trivial. Entonces, por (2), >° o X(9)X'(g9) = 0.

4. Muestre que hay |G| caracteres distintos x : G — C. Concluya que los
caracteres de G forman una base ortonormal del espacio de funciones de G a
C con el producto escalar

mm=ﬁ£ﬂwm.

geG
Ejercicio 4.6.

1. Muestre que, para toda funcion g-periddica f : Z — C con soporte en los
enteros coprimos con ¢,

Fn) =Y~ Foox(n),
Xeéq
donde Gy = (Z/qZ)*, éq es el grupo de caracteres de G (ejercicio 4.5) y
~ 1 -
fx) = 1€l > x(m)f(m).
me(Z/qZ)*

Para este proposito, utilice el hecho que @q es una base ortonormal (ejercicio

o~

4). Esta claro que, si |f(m)| < 1 para todo m, |f(x)| < 1.
2. Para toda funcién g-periodica f : Z — C,

f) =" f(M)lng=a= Y _ Llanfa(n/d),
dla dlg
donde f4 : Z — C es la funcion tal que fq(m) = f(md) si (m,q/d) =1y
fa(m) = 0 de otra manera. Concluya que para ciertos |a,| <1
f(n) = Z Z aylynx(n/d).
dlq Xeaq/d

Ejercicio 4.7. Demuestre el Lema 4.11. Para hacerlo: expanda el cuadrado, meta
adentro la suma en h, aplique Cauchy-Schwarz, expanda los cuadrados y reagripelos
de forma que queden cuadrados de sumas en n. Aplique dicho lema para demostrar
el Teorema 1.2 a partir del Corolario 4.10.

Ejercicio 4.8. En este problema vamos a concluir la estimaciéon de

Sy = Z logplogq
p+q+b=N

que comenzamos en el ejercicio 4.4 de §4.1. Allf vimos que para cualquier 0 < § < 1/2
Sx = O(6N2log N) + / F(a)G2(a)e(—Na) da
M

con M = (—%, %) los arcos mayores,

Fla)=) e(ba), G(a) = Z log pe(pa).

b=1 p<N
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1. Use la regla del rectangulo (2.21) para obtener la estimacion
e(Na)—1
2mic

(4.11) F(a) = + 067

para o € M.
2. Escriba G(a) =), « y(1n primo log n)e(na). Use sumacion por partes (ejerci-
cio 2.2 de §2.1), el teorema 2.5 y la estimacion (4.11) para obtener que

e(Na) —1 O IN
o) = o+ O (aw)

2mia

para « € My A > 0 arbitrario.
3. Por los apartados anteriores y el cambio de variable o = t/N, demuestre que

N?
_ 2 2 2
Sy = (C+O(6*))N? + O(6N?1log N) + O <62(10g )A>

donde C = [ % dt. Tomando § = (log N)~2, A =5, obtenemos
que
Sy = (C +0o(1))N2.

4. Para demostrar que C' = 1/2 sin dolor, verifique que el mismo razonamiento
muestra que Ty = >, ., .y 1 satisface Ty = (C+0(1))N?, y luego muestre
que T = (1/2 + 0(1))N? de otra manera. Alternativamente, muestre que
C =1/2 como prefiera.

5. LA AUTOCORRELACION DE A EN ESCALA LOGARITMICA

5.1. Inicio y esbozo del argumento. Quisiéramos ahora probar el Teorema
1.3. Para simplificar la notacién, nos concentraremos en el caso a; = ag = by = 1,
b1 = 0; es decir, probaremos que, para w = w(x) tal que w — oo cuando & — oo,

5 AmA(n+1) _

(5.1) n

o(log w).
L <n<lx

w

El tratamiento del caso general (a;, b; arbitrarios) es practicamente idéntico.
De hecho, probaremos (5.1) en la siguiente forma cuantitativa.

Teorema 5.1. Sean w > e, x > e¢”. Entonces

Z A(n)A(n+1) < log w

n min(logs w, log, x)1/5

z/w<nlzx

Cuando escribimos log;, queremos decir el logaritmo iterado k veces: log, z =
loglog z, log; z = loglog log , log, « = loglogloglog x.

El primer paso hacia el Teorema 5.1 consiste en usar la multiplicatividad de A

para escribir la suma como una suma de sumas con una condicién de divisibilidad.

Lema 5.2. Sea 1 <w < z. Sean 1 < Ky < Ky < x/w. Entonces

A()A(n+1 1 A(n er
G2 3 AAmEU_L s s AR oog i) |
2z <n<x Ko<p<K; Z<n<z
pln
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La idea principal de la prueba es que el intervalo z/w < n < x con el peso 1/n
es casi invariante bajo desplazamientos multiplicativos p-, p pequeno.

Demostracion. Estéa claro que

Z Z n+1)_ Z Z pn+p)

K0<p<K1 =<n<z Ko<p<K; ;<n<z

Ahora bien, para p < Kj,

3 A(pn)A(pn + p)

Z<n<lz pn
A(pn)A(pn + 1 1 1 1
_ Ap)Apn+p) 5 (1 yolyle L
o <n<% pr p po<n<E C Z<n<w n
S A(m)A(n +p) | Oflogp)
L <n<lz n p
pln

Aplicando el Corolario 2.6 y dividiendo por Ko<p<K, p~L, obtenemos el resultado.
B a

Tras este resultado, para demostrar (5.1), serd suficiente mostrar que para algan
par (Ko, K1) conlog K1 = o(logw Yy < ke, %) se cumple

(5.3) Z Z n+p) =o | (logw) - Z ;17

Ko<p<Ki 3 <n<z Ko<p<Ki
pln

La idea principal es la siguiente. Los métodos de Matoméki y Radziwilt (en particular,
los que acabamos de ver en §4) nos bastaran para probar que

(5.4) Z 1 Z n—|—p) =0 | (logw) - Z

1

K0<p<K1 Z <n<r Ko<p<K; p
Ahora bien, si vemos al hecho de ser divisible por p como un evento aleatorio
de probabilidad 1/p, tiene sentido que los lados izquierdos de (5.3) y (5.4) sean
aproximadamente iguales.

En verdad, que n sea divisible por p es un evento aleatorio, si tomamos n al azar
entre x/w y z. El problema reside en que se trata de un evento no independiente de
A(n)A(n + p).

Ahora bien, resulta ser que — para hablar de manera aproximada — si la depen-
dencia entre los eventos p|n (Ko < p < K1) y (A(n),\(n+1),...) (z/w <n < x)
es fuerte para muchos valores de (Ky, K1), entonces existe un valor de (Ko, K;) en
la cual no lo es tanto. Existe una medida de dependencia — la informacion mutua,
definida en términos de la entropia — la cual, si bien es un tanto burda, goza de una
propiedad de aditividad. Esto conlleva que se pueda tratar a la entropia como un
recurso agotable; podemos pensar en ella como una sopa con una cantidad finita de
lentejas, de tal manera que, si la gente se va sirviendo, eventualmente a alguien le
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tendra que tocar pocas lentejas (es decir, poca informacién mutua).® En el momento
que nos toca pocas lentejas, la dependencia es débil, y sabremos proceder.

FEjercicios.

Ejercicio 5.1. Queremos ver que el resultado (5.1) no es tan fuerte como la
conjetura de Chowla. Sea (a,)nen una sucesion con |a,| < 1.

1. Demuestre que }, . a, = o(z) implica }_, /<, <, % = o(logw) cuando
& — 00, con z > w = w(x) = oo. Sugerencia: use sumacion por partes.

2. Observe, usando la regla del rectangulo (2.21), que la sucesion a, = n
satisface }° /. <<, @n/n = O(1) = o(log w) cuando x — oo para cualquier

x> w =w(z) = oo, pero que y . an 7 o(x). Muestre que lo mismo ocurre

i

para a, = Rn' = cos(logn).
. . ) _ . an _
3. Demuestre que si tuviéramos cancelacién para w = 2, es decir -, 5, <, T =
o(1), entonces si podriamos deducir que Y. _ a, = o(z). Sugerencia: use

sumacion por partes.

n<zc

Ejercicio 5.2. El Teorema 5.1 vale en el rango 2 < w < x1/8. Usando ese resultado,
deduzca que el teorema también es cierto en el rango /8 < w < z.

5.2. Sumas y esperanzas. En esta secciéon vamos a formalizar la relacion entre
las sumas en (5.3) y los conceptos de probabilidad e independencia que hemos
comentado. Para ello, es conveniente primero partir la suma en n en segmentos
cortos (de longitud H). Esto es lo que hacemos en el siguiente resultado.

Lema 5.3. Sea H un numero natural tal que K1 < H < xz/w. Entonces para
cualquier p < K, tenemos

Z A(n)A(n + p)

» n
w<n<z

pln

1 1 . . logw 1
:ﬁ Z ﬁ Z A(n—i—j))\(n—i—] +p)1p|n+j+0< H +p) .
Lon<x j<H-p

w

La idea es simplemente utilizar el hecho de que el peso 1/n y el intervalo (z/w, x]
son aproximadamente invariantes bajo pequenos desplazamientos aditivos.

Demostracion. Para cualquier j < H, por cambio de variable

Zw: Z An+HAn+35+p)

n , , n+j
Z <n<x w—j<n<z—j
pln pln+i
Como

1 1 1 1
E T + E T = E — + E —
e n-rj ; n-rJj . PR N

=—j<n<E .'L'—]<TL-S(L‘ E<n<E+j z<n<z+j

pln+j pln+j pln pln

1 x/w+ H 1
L -|1+log—F— | K -
p p

x/w

5En la versién oral de estas charlas, se mencion6 a un ollén de locro, pero se hizo aparente que
parte de la audiencia no sabia qué era el locro.
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y
1 1 ] 1
S ) S s Y o
&<n<z noonty n>z/w TL(TL+j) n>z/w (n +‘])
pln+j pln+j pln+j
1 H 1 1
<2H Z B < 5 / S
n>x/w " p r/wp p
pln
vemos que

(- p) Z A(n)A(n + p)

B<n<z

pln

Y A(n+j>A<n+j+p)1pn+j+O<1).(H_p)_

. n
J<H—-p Z<n<z

Dividamos todo por H. Para concluir, notemos que

D A(n)A(n + p) D 1 p logw+1 logw 1
Tl T sy X a <y = +
2z <n<lx =<nlz
pln pln

Tomemos Ky = eH/2, K; = eH, con 0 < € < 1 pequefio. Nuestro objetivo — el
cual nos permitirad demostrar (5.3), gracias al Lema 5.3 — sera acotar de forma no
trivial la suma

1 1 1 j
G5  S=g D o X X A M)
%<n§z Ko<p<K;j<H-p

Para ver la conexioén con las probabilidades, observemos que si N es la variable
aleatoria que toma valores en el conjunto de enteros en el intervalo (x/w,x] con
probabilidad

1
(5.6) P(N =n)= % si ne(z/w,x],
donde L = Zm/w<n§m %, entonces podemos escribir
L . )
§=4 E ST AN HHAN + 5+ p)n=—ji) | -

Ko<p<K; j<H-p

es decir, S es la esperanza de una variable aleatoria que es una suma doble de
variables aleatorias. Para examinar la dependencia entre la condicién de divisibilidad
y los términos con A, definimos la variables aleatorias

(5.7) Xz =AN+1),AN+2),...,\(N+H)), Yg=(Nmodp)r,<p<i,
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con X tomando valores en {—1,1} e Yz en Q = [k <p<r, p%. Asi podemos
escribir
L
(5.8) S=4 ‘E(F(Xu,Yn))
con F: {—1,1}¥ x Q — R la funcién
(59) F(f7 :17) = Z Z x.jxj‘FplypE*j(p)'
Ko<p<K;j<H-p

Obtenemos el siguiente resultado. El interés en estimar la expresion en el lado
izquierdo de (5.10) viene, claro esté, del hecho que aparece en el lado derecho de
(5.2).
Lema 5.4. Sea 1 < w < z. Sean Ky = eH/2 y K1 = €eH, con H < z/w y
max (logw’ f) < e< 1. Entonces

Aln + p) L log w
(5.10) > Z = 7E(F(Xu,Yn)) + 0 <€logH ,
Ko<p<K; 3 <n<z
pln

donde L =73, /1, cn<s n~t y F es como en (5.9).

Demostracion. Por el Lema 5.3 y las estimaciones del Corolario 2.6,
(5.11)

Z Z n+p) _g4 Z O(}l)+lolg{w>

Ko<p<K; 3 <n<z Ko<p<Ki
pln
K, 1 logw  K;
= loglog K1 — loglog — .
5+ (toglog 1 —togtos 51+ 0 () ) + 0 (M5 )
elogw + 1
=S+0(———
+ ( log K1 >7

donde S es como en (5.5). Cracias a € > méx(1/logw, 1/vH), vemos que €logw +
1 < 2¢logw y log Ky < (log H)/2. Usamos la expresion (5.8) para S. O

El plan es mostrar que, para algin H, las variables Xy e Yy son mas o menos
independientes, y usar este hecho para obtener E(F(Xy,Yy)) = o(H/log H), lo
cual es exactamente lo necesario para poder concluir, por el Lema 5.2, que (5.1) se
cumple. Para ello aprovecharemos que la funcion F' puede escribirse como una suma
de variables aleatorias:

(5.12) F(Z,y) = Z Fy(Z,yp)

%<p§eH

conyf = (Yp)p y Fp(Z,-) : Z/pZ — R definida por F),(Z,1) = 3,y j=—4(p) TiTj+p-
Como

H
(5.13) [Fplloo < o S

m\l\s

por el teorema de los niimeros primos vemos que

H
5.14 Flla € ——
(5.14) 1Pl < o7
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por lo que sblo necesitamos mejorar un poco esa cota para obtener nuestro objetivo
para E(F(XH, YH))
Ahora bien, tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.5. Sean C;n>1y Q=0 x...x8Q, con Q,, conjuntos finitos, y G, una
funcion real sobre Q,, para 1 < m < n, con ||Gnl|lo < C. Definamos G : Q@ — R
por

G(t) = Gty ta, ... ty) = Gi(t1) + Ga(ta) + ... + Gul(tn),
y sea G su promedio sobre Q). Entonces, para cualquier 0 < pu < 1, se cumple que
G(t) =G| < p- Cn

- . . . _u?/2
para todo t € ) excepto para un conjunto de tamano a lo mds 2|Q|1 g R . con

R = [Q'/".

Demostracion. Si consideramos una variable aleatoria T = (11,...,T},), T,, con
distribucién uniforme en 2, e independientes, el enunciado del lema equivale a
decir que

P(G(T) — E(G(T))| = - Cn) < 267"

Pero esto se deduce directamente de la desigualdad de Hoeffding, que nos dice que
si X1, Xo,...,X, son variables aleatorias independientes tomando valores en el
intervalo [—C, C|] entonces para S = X1 + ...+ X,, se cumple que

(5.15) P(|S — B(S)| > 5) < 255

Un breve comentario: si bien (5.15) es de forma claramente similar al teorema central
del limite, se trata de un resultado de grandes desviaciones, pues es vélido para s
arbitrario, mientras que el teorema central del limite se ocupa del caso en el cual s
esta acotado por un multiplo constante de la desviacién estandar, es decir, el caso

s < Cy/n. O

Asi, teniendo en cuenta (5.12) y (5.13), podemos aplicar el Lema 5.5 con F(Z,-)
para obtener (usando el teorema de los ntumeros primos) que, para H més grande
que una constante y € > 2/v H,

4H
log H

(5.16) F(F,5) - F(@) <
para todo ¥ € {2 excepto en un conjunto Fz C ) que satisface

2
(5.17) |Ez| < 2|0 =07,

Esta cota, junto con (5.13), nos ayudara a estimar E(F(Xg,Yq)), ya que solo
tendremos que preocuparnos en mostrar que, la mayor parte del tiempo, Yy tiende
a evitar un conjunto relativamente pequeiio de valores Ex,,, dado por Xp. Claro
esta, como Yy esta casi equidistribuida, tal aseveracién se deduciria de inmediato
si Xy y Yy fueran variables independientes. Como veremos, bastara probar una
forma muy débil de independencia, para algin H.
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Ejercicios. Los siguientes ejercicios dan un ejemplo muy béasico de como deducir un
enunciado sobre los enteros de un enunciado probabilistico general sobre sumas de
variables aleatorias.

Ejercicio 5.3. Pruebe la desigualdad de Chebyshev para una variable aleatoria X:
1
P(IX — pl 2 2o®) < 35

para todo A € R, con p = E[X] la esperanza de X y 02 = E[(X — p)?] su varianza.

Ejercicio 5.4. En este ejercicio queremos demostrar que en [1, | casi todo entero (es
decir, todos, salvo o(x) de ellos) tiene (1 + o(1)) loglog x divisores primos distintos.

Podemos asumir que x es entero. Sea IN una variable aleatoria en el espacio
Q = {n < zx} tal que P(N = n) = 1/z para todo n € Q. Para todo primo
p < D = z'/4, considere la variable aleatoria Xp = In=o(p)-

1. Demuestre que X, es una variable de Bernoulli con media p, = % +O0(z71)

y por lo tanto con varianza o2 = p,(1 — pp) = %(1 - %) +O(z™1).

2. Pruebe que para p # ¢ las variables X, y X, tienen covarianza casi nula:
para Y, = X,, — u, tenemos E[Y,Y,] < 27 1.

3. Muestre que la variable w = EPSD X, tiene media p = EPSD tp ¥ que su
varianza o2 = E[(>,<p Y,)?] satisface o2 = > op<D o2+ O(z~'/?). (En otras
palabras, las variables X, se comportan como si fueran independientes.)

4. Usando el teorema de los nimeros primos (o, para ser precisos, (2.18)),
concluya que o2 = i+ O(1) = loglog x + O(1).

5. Use la desigualdad de Chebyshev para demostrar el enunciado del ejercicio,
observando que un entero en [1, z] tiene a lo sumo 3 divisores primos mayores
que D.

5.3. Entropia e informacion mutua. Ahora comenzamos la labor de mostrar
que, para algun H, las variables aleatorias Xy e Yy no son muy dependientes. Esto
lo mediremos mediante el concepto de «informacion mutuay, que pasamos a definir.

5.83.1.  Definiciones. Sea X una variable aleatoria con un nimero finito de valores
posibles z. La entropia H(X) de X es

H(X) == pslogps,
x

donde p, es la probabilidad P(X = z) de que X tome el valor z. La entropia
condicional de X con respecto a una variable aleatoria Y (que suponemos tener
también un namero finito de valores, o por lo menos ser discreta) es

(5.18) H(X|Y) = STH(X|Y = p)P(Y =y),

y
donde, para F un evento probabilistico (como Y = y), H(X|E) se define por
H(X|E) = =", Ps,rlogps g, donde p, g = P(X = z|E).

Las siguientes propiedades béasicas son faciles de probar (ver los ejercicios).
Escribimos H(X,Y') para denotar la entropia H((X,Y")) de la variable aleatoria
(X,Y), donde X e Y son variables aleatorias.

1. La entropia H(X) y la entropia condicional H(X|Y") son no negativas.
2. H(X,Y) =H(X|Y)+HY) =HY|X) + H(X),
3. H(X|Y) < H(X),
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4. H(X,Y) < H(X) + H(Y) (subaditividad de la entropia).
5. Si X toma < N valores distintos, H(X) < log N.
También podemos acotar con facilidad la diferencia entre las entropias de dos
variables aleatorias X, Y que toman los mismos valores con probabilidades distintas
(ejercicio 5.6).
Definimos la informacién mutua I(X,Y):

(5.19) I(X,Y) = H(X) + H(Y) — H(X,Y).
Por la subaditividad de la entropia, I(X,Y) > 0. Esta claro por 2. que
(5.20) H(X|]Y) =H(X)-I(X,Y), HY|X)=HY)-IX,Y).

5.8.2.  El argumento por agotamiento de informacion mutua. Consideramos ahora
las variables aleatorias X, Yy definidas en (5.7) en términos de la variable aleatoria
N cuya distribucion fue dada en (5.6). La meta es mostrar que existe un H €
[H_,H,] (donde H_, H, seran especificados mas tarde) tal que I(Xp,Yy) es
pequena en comparacion con H.

Podemos definir para Hq, Hy arbitrarios,

(5.21) Xy iy +1, = (MN +9)) oy <j<Hy+Ha -

Podemos asumir sin pérdida de generalidad que w < z'/8. También asumiremos que
H,, H, < z'/%. Entonces, por el ejercicio 3,

H(XH17H1+H2> = H(XH2) +0 (1/x5/8) :
Por la subaditividad de la entropia, deducimos que
(522) H(XH1+H2) < H(XH1)+H(XH1’H1+H2) < H(XHI) +H(XH2) +O(1/‘T5/8)

Vemos por el ejercicio 4 (suponiendo que § =< (][] Ko<p<I: p) ! satisface 671 <

zl/ 8) que el mismo razonamiento vale para la entropfa condicional:

H(XH17H1+H2|(N+H1 mOdp)K0<P§K1) = H(X g, |(N mOdp)K0<P§K1)+O(1/\/E)'
Por el teorema de los ntimeros primos (en la forma [23, Thm. 9]),
(5.23) H p < eZPSKI log p < 102K

Ko<p<Ki

Supondremos entonces que K; < (logx)/9.
Ahora bien, N + H; mod p codifica la misma informacion que N mod p. Por lo
tanto,

H(XH17H1+H2|(N mOdp)Ko<P§K1) = H(XH17H1+H2|(N+H1 mOdp)K0<P§K1)

Recordamos la definicion (5.7) de Yg. De nuevo por subaditividad, como en (5.22),
concluimos que

H(X g, 11| Yrr) < H(X g, [Yir) + H(X, [Yar) + O(1/ V7).
Iterando con H; = H,2H,3H,... y H, = H, vemos que
H(Xkm|Yr) < FH(Xa|Ya) + O(k/Va)
para kH < z'/8, y en consecuencia, otra vez por subaditividad,

H(Xkp) < H(Xim|Ya) + H(Yy) < EH(Xg|Ya) +H(Yy) + O(k/V),
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H(Xkm) _ B
kH — H H kH

asf que, por (5.20),
H(X I[(Xgy,Y; H(Y; 1
) _ 30 Ye)  BO) (L)),
Por la propiedad 5 de la entropia y (5.23),

H(Yg) <log | [] »p| <102H.
Ko<p<K;

Concluimos que,

H(XkH) H(XH) ]I(XH,YH) € 1
5.24 < — 1,02-4+0 (| — ).
(5:24) kH — H g T\ s
He aqui el sujeto de nuestra metafora: la tasa de entropia H(Xg/)/H' (con
H' = H,kH,...) es “las lentejas”, y la tasa I(X g, Yg)/H es la cucharada que nos

servimos. Para cuantificar que tan poca lenteja nos terminaremos sirviendo en algin
momento, basta con un sencillo lema.

Lema 5.6. Sea hy > 15 arbitrario y, para j > 1, hjy1 = |[4logh;logs h;| - h;.
Entonces

! 1
— > 100
j; log hj 10g3 hj
para algin J cumpliendo log J < (logy h1)?.

Demostracion. Ejercicio 5.8. ]

Corolario 5.7. Sean Xy, Yy y N como en (5.6) y (5.7), con Ko = ¢H/2, K; = €H,
0<e<1lyw<ax'/8 Sea H_ > 3. Entonces hay un H, > H_, dependiendo sélo
de H_ y cumpliendo logs Hy < 2logg H_ 4+ O(1), tal que

H
5.25 I Xg. Yy < —m—
( ) (X, Y) < log H logs H

para algin entero H € [H_, H,], con tal que x > exp(HY).

Es facil ver que la condicién = > exp(HY ) se deduce de logg Hy < 2logg H_+O(1)
para x mas grande que una constante y H_ < exp(exp(y/logs 2/C)), donde C' > 0
es otra constante.

Demostracion. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que H_ es un entero
mas grande que una constante apropiada. Sea hy = H_; definamos ho, hs,... como
en el Lema 5.6, y sea kj = [4log h; logs h;]. Utilizando la suposicion que h; > H_
es mas grande que una constante, asf como la desigualdad k; < k;jh; < z'/8 la cual
debemos asumir de todas maneras, simplificamos (5.24), obteniendo

H(Xhn,,,) < H(Xp,) B I(Xh,, Yn,) n 1
hjy1 = hy h; 2log hjlogs h;

(5.26)

Deducimos entonces de las propiedades (1) y (5) de la entropia que

I(Xp,, Y, 1 H(X
Z < ( hj h]) _ ) < ( H—) < 10g2
= h; 2log hjlogs h; H_
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Por el Lema 5.6, vemos que hay algtn J dependiendo s6lo de H_ = hy, tal que

(X, Ya,) B 1 < 1
h; 2log hjlogs h; — 2loghjlogs h;
para algin 1 < j < J. (;Por qué?) Concluimos que
I(Xn,, Yn;) < 1
h; ~ loghjlogs hj’

Definimos H; = h; y obtenemos el resultado. La condicién Hy < (logx)/9 implica

H, < xl/s, y asi también la suposicion kjh; = hj1 < xt/8 paratodoj < J—1. O

FEjercicios.

Ejercicio 5.5. Sean X e Y variables aleatorias que toman un ntmero finito

de valores. Pruebe las propiedades (1)—(5) de la entropia. Sugerencias para cada

propiedad:

(1) Use simplemente las definiciones de entropia y entropia condicional.

(2) De nuevo por las definiciones.

(3) Por la concavidad de xz — —zlogx (primera desigualdad) y por el hecho que
log x es creciente (segunda desigualdad; también se deduce inmediatamente de
las propiedades (1) y (2)).

(4) Use las propiedades (2) y (3).

(5) Por la concavidad de z — log x.

Ejercicio 5.6. Sean X e Y variables aleatorias con valores en un conjunto S de
N elementos. Denotemos por vy, vy sus funciones de distribucion. La distancia de
variacion total |vx — vy |y se define como maxg g |vx (S') — vy (S')|. (Es facil ver
que es igual a |vx — vy|;.)
1. Muestre que p = »_ _gmin(vx(z),vy(x)) es igual a 1 — |[vx — vy|ry. Si
p =1, entonces X e Y tienen la misma distribucién, y estamos en el caso
trivial. Si p =0, X e Y tienen soportes disjuntos, y la cota que probaremos
al final es muy sencilla (muéstrelo llegado el momento). Asumamos de ahora
en adelante que 0 < p < 1.
2. Sea Z una variable aleatoria con funcién de distribucién

vz(x) = %mﬁ’l(llx (), vy (x)).

Sean X’ e Y’/ variables aleatorias independientes con distribuciones

vx(@)—vy (@)
w«(x):{ = Sxle) > (),

0 de otra manera,

B %;X(m) si vy () > vx(z),
vy (x) =
0 de otra manera.

Sea B una variable que toma el valor 0 con probabilidad p y el valor 1 con
probabilidad 1—p. Construyamos la variable aleatoria C' de la siguiente forma:
si B=0, C toma el valor (Z, Z); si B =1, C toma el valor (X', Y"). Muestre
que la primera coordenada Cy = m1(C) de C es una variable con distribucion
vx, mientras que la segunda coordenada Cy = mo(C) tiene distribucion vy .
Muestre también que P(Cy # Cs3) = |vx — vy|rv. Se dice que la variable C
es un acoplamiento dptimo de X e Y.
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3. Por las propiedades (3) de la entropia,
H(C1|B) < H(C1) < H(C1|B) + H(B).
Sabemos que
H(C1|B) = pH(C1|B = 0) + (1 — p)H(C1|B = 1) = pH(Z) + (1 — p)H(X").
De la misma manera,
H(C2|B) = pH(Z) + (1 — p)H(Y").

Por lo tanto,

[H(X) — H(Y)| = [H(C1) — H(C2)|
< H(B) + |H(C4|B) — H(C:|B)|
<H(B) + (1 - p) [H(X') — HY")|
< H(B) + (1 - p) min(H(X'), H(Y"))

4. Concluya, por la propiedad (5) de la entropia, que
|H(X) — H(Y)| S |VX — VY‘TV . 10gN —|—H(B)

En verdad, podemos dar una cota ligeramente menor: la variable X’ tiene
soporte en un subconjunto estricto de S (jpor qué?) y lo mismo es cierto de
Y”’; concluya que

(527) |H(X) — H(Y)| < |VX - Vy‘TV . log(N - 1) + H(B)
Aqui, por supuesto,
H(B) = —|Z/X — Vy|TV log ‘Z/X — l/y|TV — (1 — ‘Z/X — Vy|Tv)10g(1 — |VX — Vy|Tv).

Ejercicio 5.7. Sea I = (z,x1] un intervalo en RT. Sea N una variable aleatoria
que toma el valor entero n € I con probabilidad (1/n)/L, donde L =3, 1/m.
Para h € Z*, sea N + h la variable que toma el valor N 4+ h con probabilidad
(1/n)/L. Denote vx la distribucién de probabilidad de una variable X.

1. Muestre que |vn+n — vn|Tv < h/20L.

2. Sea f una funcién sobre ZT. Deduzca que

(5.28) [Viven) = Vi oy < B/zoL.

3. Sean Xy v Xu, H,+H, como en (5.7) y (5.21). Concluya, usando (5.27) y
(5.28), que, para L =3/, ., 1/n>1y 1< Hy <w0/2, 20 = z/w,

H, H
H(X 1y, 1y 4+ 11,) — H(X7,)| L log (227> —1) + h ( 1L)
xo Zo

| /\

IN

H, H, H,

—LH, logd 4+ h < > < — (Halog4d + 2logxy),

xoL Zo o

donde h(e) = —eloge — (1 —€)log(l —€) < —2¢cloge para 0 < e < 1/2. En

particular, para 1 < Hy, Hy < zf, a > 0,
|H(XH17H1+H2) - H(XH‘z)‘ <o

1-2a°
0
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4. Sea S C (xo, 1] y d =P(N € 5) = (> ,c51/n)/L. Muestre que la distancia
de variacion total entre las distribuciones de probabilidad condicional de
N+ h y N con la condicion N € S es < h/déxoL. Concluya que, para
1 S H1 S 5I’0/2,

‘H(XHl,H1+H2|N+ H, € S) —H(XH2|N S S) (HQ log4 + 210g$0),

< —
51‘0

con xg = x/w y z1 = z. En particular, si 1 < Hy, H2,6 ' <z§,0< a <1,

1
[H( X, 1, +52,|N + Hy € S) — H(Xg,|N € 5)| <o e

0
Ejercicio 5.8. Sea h; como en el Lema 5.6.
1. Muestre que log h; < 2(j + log h1)log(j + log hq) para todo j > 1.
2. Pruebe que, para j > loghq,
1 o 18
log hjlogsh; — jlogjlogsj’

3. Demuestre que

> LS50

log h1<j<(log hy)C log2 h1 J lOg] 10g3 J

para C' suficientemente grande, independiente de hy. (Utilice, por ejemplo,
un test de integrales.) Concluya que el Lema 5.6 es cierto.

5.4. Informacién mutua y dependencia. En la seccion anterior hemos visto
que la informacién mutua entre X e Yy es pequena para algin H. En esta seccién
vamos a ver como usar ese hecho para deducir que Xy e Yy son mas o menos
independientes. Todo va a sustentarse sobre nuestra cota para la informacion mutua.

El esquema seria el siguiente. La variable Yz para H pequeno es esencialmente
uniforme. Por lo tanto, su entropia estd muy cerca del maximo posible, y, como
la informacion mutua con Xy es pequena, deducimos que la entropia H(Yy|Xg)
también va a estar muy cerca del méximo posible. Esto va a implicar que, con
probabilidad casi 1, Xy toma un valor ¥ para el cual la entropia de la variable
Yy condicionada a Xy = ¥ esta cerca del maximo posible. A su vez, eso deberia
implicar que la distribucién de la variable Yy condicionada a Xy = & esta cerca de
ser uniforme, por lo que habriamos demostrado esencialmente la independencia de
XH e YH.

En realidad, este esquema s6lo demostrara la independencia “a efectos de espe-
ranza”, es decir,

donde Y7; es una variable con la misma distribucién que Yz pero independiente de
Xp. Empero, esta igualdad aproximada entre esperanzas es justo lo que necesitamos
para acotar nuestras sumas.

Como ya hemos indicado (final de §5.2), la equidistribucién de Yy condicionada
a Xy = ¥ que requerimos es bastante débil: s6lo necesitamos mostrar que Yy tiende
a evitar un pequeno conjunto, de tamano acotado por la desigualdad (5.17). Debido
a la forma de (5.17), el hecho que nuestra cota para la informacion (5.25) es mejor
que la cota trivial por un factor de algo mas que log H sera crucial.
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El primer paso es muy simple: ver que Yy es esencialmente uniforme. Sabemos
por (5.7) que Yy toma valores en el conjunto

(5.29) o= [ z/nwz.

eH/2<p<eH

Por el teorema chino de los restos, Q es isomorfo a Z/MZ, donde M = |Q| =
[1esr/2<p<em p- Por lo tanto, si [ < x/w entonces

o . eH 1
IP’(YHQ)P(Nypmodp vpe<2,eHDL 3 -

=<nlz
n=yp(p)Vpe (£ cH]

1 1 1 logw+ O(z72g ) 1 1
Loy oL Jwe] +0(),

n 10 lgw 0 91 \a/w

Z<n<lz

n=y.(|2l)
donde L =}, Jwe<n<n 1 /n e Yy, es cualquier entero congruente a y, para cada
p € (eH/2,eH]. Por otra parte, por el teorema de los nameros primos,

eH
2

(5.30) Q] = e (1+0 ((logeH)™™)) < e

Luego, tomando eH < log(x/w) vemos que

(5.31) P(Yn =7) = |§12| <1 "o <$12|)>

es decir, la distribucién de Yy es casi uniforme.
Deducimos mediante la cota general (5.27) que

(5.32) H(Yy) = (1 +0 (m)) log |9,

(El maximo posible seria log|2|.)

Apliquemos ahora el Corolario 5.7, con H_ de forma que H; < % log z. Obtenemos
que la informacion mutua con Xy es pequefia para cierto H € [H_, H.], y, por
(5.20), concluimos que

H

H(Yy|Xy) > H(Yy) — log H log, H

para dicho H. Asi, usando (5.32) y la cota (5.30), vemos que

4

5.33 H(Yy|Xg)>([1— ———— ] log |2
(5.33) 0l Xn) > (1 ooy ) el

para H_ més grande que una constante que depende sélo de €. En otras palabras,
para algin H € [H_, H;], la entropia condicional H(Yy | X ) esta cerca del maximo
posible.

Digamos que un elemento # € {—1,1} es bueno si

4
5.34 HYy| Xg=2)>(1- log |2
( ) (Y| Xn = 7) = ( (eloggH)3/4logH) og [,
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y en otro caso decimos que ¥ es malo. Por la definiciéon (5.18) de H(Yy|Xpy) en
términos de H(Yy | Xy = @), y por la desigualdad (5.33), vemos que

4 4
1————)1og|Q] < 1-— log|Q - P(X =7
( €log3HlogH> 0g |0 < Z ( (610g3H)3/410gH> og |2 - P( )

Z malo

+ ) log|Q - P(X = )

Z bueno

va que H(Yy | Xy = &) es como méximo log |€2|. De esta desigualdad deducimos la
cota

1
(5.35) P(X g malo) < (cTog, A"
Luego, es muy probable que Xy sea igual a un valor bueno de &, i.e., un valor de
T tal que la entropia de la variable Yy condicionada a Xy = & estara cerca del
maximo posible.

Para continuar, querriamos ver que la tnica distribucién que esta cerca de
alcanzar el maximo de entropia es la uniforme. Esto seria cierto si su entropia esta
extremadamente cerca de dicho maximo, pero cuando hay un poco méas de diferencia
dicha unicidad no es cierta (ejercicio 5.9). Aun asi, se puede decir que la variable no
concentra mucho su masa, en el siguiente sentido.

Lema 5.8. Sea Y una variable aleatoria tomando valores es un conjunto §2 finito
tal que H(Y) > (1 — 9) log|€?|, con Wl\ﬂl < § < 1. Si un subconjunto E C Q tiene
tamano

(5.36) Bl < |t~

para algin M > 0, entonces

2
P(Y eFE)<—.
(VeR) <

Demostracion. Por la concavidad de la funcién © — —z log z, el ejercicio 5.10 nos
da

E| 24
. H(Y) <P(E)l P(E°)1
(537) (¥) < B(E) ok g + PU) og s
donde P(A) = P(Y € A). Escribiendo p = P(E) y usando H(Y") > (1 — §)log |©?],
vemos que
(1—0)log|Q < plog|E|+ (1 —p)log|Q| —plogp — (1 — p)log(1 —p).
Ahora, usando de nuevo la concavidad con los dos tltimos sumandos, asi como la
cota (5.36) sobre el tamano de E, llegamos a

(1—6)log |2 < p(1 — M6)log |2 + (1 — p) log |2 + log 2,

lo cual da

d(pM —1)log || < log 2.
Luego, si se cumpliera p > 2/M, tendriamos § < log 2/ log ||, en contradiccion a
una de las hipétesis del lema. O

El lema anterior indica que, para un £ bueno, la variable Yy condicionada a
X = & tiene una distribucién que no concentra mucho su masa. Esta es una forma
muy débil de cuasiuniformidad, pero va a ser suficiente para estimar la esperanza
de F(Xp,Yn), debido a (5.16) y (5.17).



274 HARALD HELFGOTT Y ADRIAN UBIS

Teorema 5.9. Existe un ¢ > 0 tal que lo siguiente se cumple. Sean x > e€, 1 < w <
/% y 0 <e<1. Sea F como en (5.9). Para todo 3 < H_ < exp(exp(cy/logs 7)),
hay un H > H_, dependiendo sélo de H_ y cumpliendo logs H < 2logs H_ + O(1),
tal que, para Xg, Y, N y Q definidos como en (5.6), (5.7) y (5.29) con Kg = e¢H/2
Y Kl = GH;

E(F(Xu,Yu)) = E(F(Xu, 7)) + O < H/log H )

(clog, H)1/7
para Yi; una variable aleatoria con distribucion uniforme en §2 e independiente de
Xy.

Demostracion. Podemos asumir que z y elog; H_ son méas grandes que una cons-
tante, ya que si no el resultado es trivial. Aplicamos el Corolario 5.7 para obtener un
H, conlogs Hy <2logg H_+O(1) y cierto H € [H_, Hy] tal que (5.25) se cumple,
i.e., tal que la informacion mutua entre Xy e Yy es pequenia. Por la definicion de
esperanza,

E(F(Xu,Yu)) = Y, F@§HP(Xy=7Yu=19)

ze{—-1,1}H
jen
= Y PXpy=%2)) F@E§HPVy=§Xy=1).
Fe{—1,1}H 7eq

Ahora dividimos el rango de & entre buenos y malos, acorde a la definicién previa a
(5.34). Acotamos la suma sobre los Z malos facilmente:

Y B(Xy=1)) F@§P(Yn =§lXn =17
T malo Sy

H/log H
(elogg H)'/4
por (5.14) y (5.35). Ahora, para cada Z bueno, dividimos el rango de i en Ez y ES,
con Ej el conjunto de excepciones en (5.17) con pu? = (elog; H)~'/2. Teniendo en
cuenta (5.34), aplicamos el Lema 5.8 para obtener

< | F|looP(X g malo) <

1
P(Y €e B3| Xy =272 —_—
( | H LU) < (6 10g3 H)1/4
de donde
Y P(Xg=1) Y F@§HPVe=§lXn =)
Z bueno JeEEz

1| H/log H
K .
(elogg H)Y/4 ™ (elogy H)/4

Asi, s6lo nos quedan los i no excepcionales y los Z buenos. En este caso usamos la
estimacion (5.16), y teniendo en cuenta las cotas ya obtenidas vemos que

H/log H )
(clogy H)V/4
+ > P(Xp=%) Y F& )Py =ilXu = 7).

Z bueno YZ€Ez

E(F(Xu, Ya)) = O (
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Ahora usamos de nuevo las cotas para P(Y € Ez Xy = Z), P(Xg malo) y ||F||c
para suplir los (Z, %) que faltan y asi obtener

H/log H
E(F(Xg,Yg)=0 | ————+
(P i) =0 (e )
+ Y P(Xu=2)) F@-)P(Yu =§lXu = ).
ze{-1,1}H geQ

Y P(Xy =&)Y F@ )Py =Xy = &)

ze{—1,1}H jgEQ
= ) P(Xp=DF(F)
ze{—1,1}H
L | *
= ) PXp=1) F(a:,y)@ =E(F (X, Yg)).
ze{—1,1}H geEQ

Ahora, por (5.12), tenemos que la esperanza del Teorema 5.9 se puede escribir
como

E(F(Xm,Yg) = Y EFEXm (Vi)
eH/2<p<eH
donde Y7; = ((Y7)p)er/2<p<err- Como (Y7;), es independiente de Xz y uniforme
en Z/pZ tenemos

E(Fy(Xu, Yi)p) = D l’E(Fp(XH,lt))IP’((YIZ?)p=t)=1 > E(Fp(Xu,t)
teZ/pZ b tEL/pl

:% Y FR@EHPXp =13

teZ/pZ Te{—1,1}H

:1 Z P(Xy =2) Z TiTj+p Z Li=—1(p)-

P Fe{-1,17 J<H-p teZ/pZ
Luego

E(F(Xn,Yy)) =E(G(XH))
con )

G(f) = Z - Z LiLj+p
eH/2<p§erj§H*P
y por la definicién de X g
1 1 . .
EGXu)= Y, — D>, — D Mn+iAn+i+p)
=<nlz eH/2<p§erj§H7p

Ahora, procediendo como en la prueba del lema 5.3, podemos reescribir esta suma
como

1 1 A(n)A(n +p)

- z AT E) 1

7 E , H E p + O (H + plogw)
eH/2<p<eH z/w<n<z
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por lo que finalmente, por el teorema 5.9 (con H_ = exp(exp(min(logs ,log, w)'/?)),
digamos) y el lema 5.4, obtenemos el resultado siguiente, el cual es lo que queriamos.

Corolario 5.10. Sea w < /%, w mds grande que una constante. Sea (logs w)~"' <
e < 1. Entonces existe H con logs H > min(log, x,logs w) y logs H < (3/4) logs w
tal que

(538) 3 3 W_ D W

eH/2<p<eH z/w<n<z eH/2<p<eH p z/w<nlx
pln

1 log w
=0 . .
(6 " {elog H>1/4> log H
La cota superior sobre logg H (la cual, por cierto, es de lejos mas fuerte de lo que

necesitamos) nos serd util cuando tengamos que aplicar el Lema 5.2 y el Corolario
5.15.

Ejercicios.

Ejercicio 5.9. Sea Q un conjunto finito y E C Q con |E| = [Q]'7° < |Q]/2. Sea YV’
la variable aleatoria en 2 que satisface P(Y € E) =P(Y € E°) =1/2 y tal que Y
es uniforme en F y también en E°. Observe que Y estd muy lejos de ser uniforme
en ) pero que sin embargo su entropia es grande:

H(Y) = (1—4)log Q| + O(1).
Ejercicio 5.10. Una funcion concava f cumple f((1—t)a+tb) > (1—t)f(a)+tf(b).
1. Demuestre la desigualdad

pay st (et o)

n n

para cualquier funcién céncava y n € N.

2. Sea f: I — R una funcién doblemente diferenciable en un intervalo I C R.
Asuma que f”(t) <0 para todo ¢ € I. Muestre que f es concava.

3. Muestre que la funcion z — xlog(1/x) es concava en (0,00), y por lo tanto
en [0,00) (definiendo que el valor de zlog(1/x) para = 0 es 0). Usando la
desigualdad (5.39), pruebe que

1
%P(Y = y)log m

para cualquier variable aleatoria Y sobre € y subconjunto A C Q.
4. Demuestre la desigualdad (5.37).

A

Ejercicio 5.11. Sea Y una variable aleatoria en 2 tal que H(Y") = log || —o(1/]9]).
1. Sea y € Y. Muestre usando (5.37) con E = {y} que

1
089~ o () < —plowp+ (1= 1o T
con p=P(Y =vy), y que, por lo tanto,

1—p 1
(5.40) p10g|Q|+W _0(|Q|) < —plogp — (1 —p)log(1l — p).
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2. Utilizando que la parte derecha de (5.40) est4 acotada por log 2, pruebe que
p =0(1), y ademés, usando también que p = o(1), pruebe que

tlogt+1—o0(1) <t(1+0(1))

con t = p|Q|.
3. Demuestre que para t # 1 tenemos tlogt + 1 —t > 0. Concluya que
1
p =51 +o0(1)),
€2

es decir, Y se comporta asintoticamente como una variable uniforme.

Ejercicio 5.12. Sea w(n) el namero de divisores primos distintos de n. Demuestre
que

S = . Z w(n)A(n+1) = o(loglogx) =0 é Z w(n)

usando el Teorema 2.3 y el ejercicio 5.4 de 5.2. Para ponerlo de otra manera,
S=E(wA;)+0O(1)

con w la variable w =37 _ 1/ In=o(p) ¥ A+ = A(N + 1), donde P(N =n) =1/
para todo n € Q = [1,z].
Ejercicio 5.13. Sean w, Ay las variables aleatorias del problema anterior.

1. A+ toma valores en el conjunto {—1,1}. Use el Teorema 2.3 para demostrar

que su entropia esta cerca de la maxima posible, en el sentido que
H(Ay) = (14 0(1))log 2.
2. Demuestre usando el teorema de los niimeros primos que w toma valores

. 1 P
enteros en un intervalo = [0, 2), con z ~ ;2= Observe que la méxima

entropia que w podria tener es log || ~ loglog x.
3. Use (5.37) con E = {w < 2loglogz} y el ejercicio 5.4 de 5.2 para demostrar

H(w) = o(log |€?|) = o(loglog x)

y que por lo tanto su entropia esté lejos de la maxima posible.

5.5. Sumas de A\(n)A\(n+p), en promedio sobre p. Conclusién. Por lo visto
en la seccion anterior, para obtener (5.1) s6lo nos queda controlar sumas del tipo

SN M)A +p).
p<h X<n<2X
Estas son méas complicadas que las del Corolario 4.10
YD AmAm+ )P
j<h X<n<2X

en el sentido de ahora sélo sumamos sobre primos, pero més sencillas ya que no
tenemos el cuadrado. Vamos a ver que de nuevo es posible comprenderlas en términos
de los coeficiente de Fourier de A(n) en intervalos cortos. La manera de hacerlo va a
ser usar el método del circulo, el cual, en breve, consiste en usar la identidad

1
(5.41) lp=o = / e(ka) do kel
0
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para reescribir una ecuacion aditiva (como m = n + p) de forma analitica, usando
los armoénicos e(ka).

Lema 5.11. Si jw;| <1 tenemos que

h2
Z Zw]ﬂ,wj < € 1ogh logh/ Zwbe (ba)| da

p<h j<h

para cualguier € € (0,1), con M ={a € [0,1]: | > -, e(pa)| > e%}.
Demostracion. Usando la identidad (5.41) para k = m — j — p tenemos
S S wue = 3 S wa [ elln - o) do
p<hj<h m<2h p<h j<h
y sacando fuera la integral y factorizando obtenemos
Z Zwywﬁp = / Won (a) Wy (@) Py (e) dev,
p<h j<h 0

con Wy(a) = > wpe(ba) y Pa(a) = 3, e(pa). Ahora dividimos la integral
entre los «arcos mayores» I y los «arcos menoresy m, = [0, 1) \ M.. Para la parte
de los arcos mayores tenemos

/ Wan ()T (@) Pr(—a) da
M.

h/ |[Wh (v |da—lgh/ |Zwbeba|da

b<h
Para la parte de los arcos menores tenemos que

WQh(O[)Wh (a)Ph(—oz) dOé

me

eh 1
< W 4% dao.

Usando la desigualdad |ab| < |a|? + |b|? vemos que

1 1 1
/ W () [ Wi (o)) dr < / Wan ()| dar + / Wi (a)? da
0 0 0

y por Parseval (ecuacion (4.9))

[ i o= S <

i<h

y lo mismo para Woy,, luego obtenemos la cota O(eh?/logh) para la parte de los
arcos menores.

]

Ahora vamos a ver que la parte que queda (arcos menores) es muy pequeiia, por
lo que la integral sobre esa parte también va a ser pequena.

Lema 5.12. Sea 0 < e <1, h > 1. Con las definiciones del lema anterior tenemos
que
11

m
M| < 5
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Demostracion. La idea, igual que en la demostracién del Lema 3.12, es controlar
algin promedio de Py(a) = Zp<h e(pa) para concluir que M, es un conjunto
pequeiio. La media cuadratica no sera suficiente (ver problema 5.14), pero si la
potencia cuarta. Tenemos que

/OIPh(a)|4da:/01 |P2(a \2da_/0 (Y Delja))? do,

|71<h q—p=j
p,q<h

donde p, ¢ se mueven sobre los primos (hemos agrupado las frecuencias e(qa)e(pa) =
e((¢g — p)a)). Ahora aplicamos Parseval (ecuacion 4.9) para obtener

/ Pue)fda =S| 7 1P

ljI<h gq—p=j
p,q<h

Para j = 0 tenemos que la suma interior es O(h/log h) por el teorema de los nimeros
primos. Para el resto de js podemos usar la cota de criba (2.31) y asi obtener

o (X))

[iI<h q—p=j
p,q<h

Como Z?Zl [1(1 +1/p) < h (ejercicio 5.15), obtenemos

1
/ 1Pa()] da <
0

de donde se deduce la cota para |M|.

3
(logh)*’

O

Juntando los dos altimos lemas podemos concluir que los promedios de A(n+p)A(n)
estan controlados por los coeficientes de Fourier de A(n) en intervalos cortos.

Proposicion 5.13. Sea 0 <e <1 y1<h<eX. Entonces

Z Z A(n+p)A(n) < hX—i—# méx/ Z A(m)e(ma)| dz.

logh e*logh 0<a<i [y
p<h X<n<2X z<m<x+h

Demostracion. Comenzamos por la observacion de que si desplazamos el intervalo
de sumacién en n un poco la suma total casi no varia:

Yo AnHpAm) =0()+ Y An+pA(n)

X<n<2X X+j<n<2X+j

=00)+ > An+j+p)An+j).
X<n<2X
Ahora usamos esa ecuacion para todo j < h, obteniendo

Z A(n+p)A(n) = O(h) + % Z Z An+7+p)An+ 7).
X<n<2X j<h X<n<2X

Asi, sumando en p e intercambiando el orden de sumacion, por TNP tenemos
(5.42)

YT )\(n+p))\(n):O(logh) S S S A+ pAG ).

p<h X<n<2X X<n<2X p<hj<h
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Ahora usamos el Lema 5.11 con w; = A(n + j) y llegamos a
(5.43)

Z Z A(n+p)A(n) < 16;;)2 + logh /am Z |Z)\(n + b)e(ba)| do.

p<h X<n<2X € X<n<2X b<h

Teniendo en cuenta que

Z A(n + b)e(ba)| = Z A(m)e(ma)

b<h n<m<n-+h

y el Lema 5.12 obtenemos el resultado buscado. O

Usando las cotas para los coeficientes de Fourier de A(n) en intervalos cortos de
la seccion 4, vemos ahora que hay cancelacion en las sumas de A(n + p)A(n).

Corolario 5.14. Sea logh < (log X)'/3. Entonces

YY) MnwAn+p) < ! hX

p<h X<n<2X (log h)7—() logh’

Demostracion. Por la Proposicion 5.13 y el Teorema 4.9 tenemos que

ehX hX 1
A(n)A(n +p) < + )
pszh x<nz<zx logh = elogh (logh)ts M)

para cualquier 0 < € < 1y cualquier 1 < h < eX con logh < (log X)/3. Tomando
¢ = (logh)~7 obtenemos el resultado. O

El resultado que necesitamos se deduce facilmente del Corolario 5.14.

Corolario 5.15. Sean 1 < w < x y 1 < h < w tal que logh < (log %)1/3.
FEntonces

Z 1 Z )\(n))\(n+p)<< 1 log w

L —o(1 ' :
h/2<p§hp z/w<n<z n (log h) 7s—o) logh
Demostracion. Ejercicio 5.17. ([l
Llegamos a la prueba del resultado principal.

Prueba del teorema 5.1. Podemos suponer que w < z/3 (pues podemos reducir a
este caso subdividiendo el rango z/w < n < z) y también que w es més grande
que una constante (pues, de lo contrario, la cota que debemos probar es trivial).
Apliquemos el Corolario 5.10 con € = (logs H)~*/% y el Corolario 5.15 con h = eH
para obtener que

Z Z A(n)A(n + p) 1 log w

n < (logs H)'/5 logH'

eH/2<p<eH x/w<n<z
pln

Luego aplicamos el Lema 5.2 con Ky = eH /2, K; = eH para concluir que

A(n)A 1 1 1 1
S A 0B L\ loBw
n

< logeH - : = Rl
< (logs H)'/° log H (log, H)V/5

=<n<z
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FEjercicios.

Ejercicio 5.14. Demuestre que

/0|Z (pa |2da_logh( + o(1)).

p<h

Deduzca que || < 12§hh, con M, definido como en el Lema 5.11. Observe que esta
cota es peor que la obtenida en el Lema 5.12 para 1/y/logh < e < 1.

Ejercicio 5.15. Vamos a demostrar que

ZH<1+ > <c h.

J<h plj

Para ello, pruebe las siguientes desigualdades e identidades, con w(d) = Zp:p‘ a1

ST+ ) <<CZH(1+)

j<h plj J<h plj
20 > 20
N N
d<h j<h —1
dlj

Ejercicio 5.16. También es factible demostrar el Lema 5.12 estudiando la suma
P(a) =3, e(pa) para todo o y viendo cuando es grande. Es posible ver que el
conjunto M, de los valores para los cuales P(«) es grande consiste en los « cercanos
a racionales con denominador pequefio. En una direccién (mostrar que los o que
no estan cerca a tales racionales no estan en 91.), esto no es nada facil; se trata
de la parte principal de la estrategia de Vinogradov para el problema ternario de
Goldbach. Veamos como demostrar la otra direccién, por lo menos para algunos
racionales de denominador pequeno.

1. Demuestre que si &« = d/h, |6| < 1, entonces |P(«a)| = %(1 +or(1) + O(9)).
Observe que esto demuestra que || > h, lo cual coincide con la cota
superior que se obtiene en el Lema 5.12 para ¢ > 1.

2. Demuestre que, de todos los caracteres xy modulo 5, el tnico cuya funciéon
L(s, x) tiene un polo en s = 1 es el caracter trivial xo que vale 1 para todo
namero no divisible por 5. (Sugerencia: para los otros caracteres x mod5,
utilice sumacion por partes para estimar ) . x(n)n~?, 0 = 1+ ¢, recordando
que Y. ., X(n) <5 para todo u (;por qué?).)

3. Usando el apartado anterior y el Teorema 4.3, muestre que

1 h
> 1_ilogh(1+0h(1)) 1+0h N1

p<h,p=b(5) p<h
para b=1,2,3,4.

4. Pruebe usando los apartados anteriores que si o = %—I—% con |d| < 1, entonces

Pla) = —iéa +0(5) + on(1)).
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Ejercicio 5.17. Deseamos mostrar que el Corolario 5.15 se deduce del Corolario
5.14. El procedimiento es sencillo y muy general.

(5.44)

(1]

[2

3]
(4]
(5]

[6

(7]
(8]
(9]
(10]
11]
[12]
(13]

[14]

1. Sea f:Z" — C arbitrario. Sea F(t) =3 ., f(p). Muestre que

3 f;p) _ [N E@ Lpm) - %F(h/2)~

2
E<p<h h/2 t h
2 >

2. Sea g : ZT — C tal que |g(n)| < 1 para todo n. Sea G(t) =3, , <o, 9(n).
Muestre que, para 1 < o < x1, -

> @ = /Il %dwou).

ro<n<zq Zo

3. Usando (2) y el Corolario 5.14, pruebe que

Z Z A(n)A(n + p) 1 hlogw h

p<hz/w<n<z K < (log h)%io(l) logh logh
paral < w <z ylogh > (log £)!/3. Esta claro que el término h/ log h puede
omitirse para h < w.
4. Use (5.44) y el apartado (1) para deducir el Corolario 5.15. (Podemos, por
cierto, suponer que h es mas grande que una constante, pues de lo contrario
lo que queremos probar es trivial.)
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RESUMEN. Variedades abelianas son grupos algebraicos que, al mismo tiempo,
son variedades algebraicas proyectivas. El primer ejemplo es dado por curvas
elipticas que son las variedades abelianas de dimensién uno. Un ejemplo histérico

y muy importante es la variedad jacobiana de una curva de género > 2.
Este curso propone una breve introduccioén a la rica teoria de estos objetos,

esbozando tres puntos de vista: complejo analitico (toros complejos, funciones
theta, formas de Riemann), geométrico algebraico (teorema del cubo, grupo de
Picard, isogenias) y aritmético (teorema de Mordell-Weil, teoria de Honda-Tate,
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Introducciéon

Variedades abelianas son grupos algebraicos que, al mismo tiempo, son variedades
algebraicas proyectivas. El primer ejemplo es dado por curvas elipticas que son las
variedades abelianas de dimension uno. Un ejemplo historico y muy importante es
la variedad jacobiana de una curva de género > 2. Empezamos con la exploracion
del caso de variedades complejas. Este caso es méas concreto, pues cada variedad
abeliana compleja puede ser presentada como un toro complejo C9/A donde A es
un reticulo 2 Z29 dotado de una estructura adicional, una forma de Riemann. La
segunda parte presenta la teoria del punto de vista de la geometria algebraica, es
decir que se consideran variedades definidas sobre un cuerpo K; se demuestra que
una gran parte de la geometria compleja puede ser recuperada. Como transicién
hacia la parte aritmética se demuestra el teorema de Mordell-Weil: el grupo A(K)
de los puntos de una variedad abeliana definida sobre un cuerpo de niimeros K es un
grupo de tipo finito. La tercera y tultima parte presenta una descripcion aritmética
de variedades abelianas sobre un cuerpo finito I, y sobre el cuerpo racional Q.

A pesar de no dar todas las pruebas, las dos primeras partes presentan material
clasico y basico, la tltima parte tiene un sabor distinto, presentando material
contemporaneo de investigacion. Otra caracteristica de la ultima parte es el uso de
computadores, por ejemplo del codigo en Magma. De hecho la clasificacion explicita
de variedades abelianas no es una cuestiéon puramente matematica. Esta clasificacion
explicita por medio de funciones L es el objetivo principal de la base de datos
L-functions and modular forms database.

La tercera parte de este curso también sirve como una introducciéon a la LMFDB,
ya que cada secciéon corresponde directamente a partes particulares de la base de
datos.

Se puede encontrar referencias generales sobre variedades abelianas complejas
en [1, 7, 12, 14], variedades abelianas y jacobianas sobre un cuerpo cualquiera en
[4, 7, 9, 10, 12, 13]. Para variedades abelianas con dimension 1, es decir curvas
elipticas en [6, 15, 16]. Se retine material mas avanzado sobre variedades abelianas
en [27, 30, 35, 37, 38|, informacion computacional y base de datos sobre curvas
elipticas y variedades abelianas de dimension 2 en [18, 19, 20, 22, 28, 34].

Agradecimientos. Los tres autores desean expresar su gratitud a los organizadores
de la escuela y en particular a Emilio Lauret por su apoyo lingiiistico. También
agradecen al referi anénimo por sus observaciones precisas.

David Roberts fue apoyado por la subvencién DMS-1601350 de la NSF.

Parte 1. Variedades abelianas complejas

Definicién 0.1. Una variedad abeliana es un grupo algebraico conexo que es
también una variedad proyectiva.'

11La definicién usual serfa un grupo algebraico conexo y completo, pero una variedad proyectiva
es siempre completa y, ademas, la reciproca es verdad para una variedad abeliana. Este hecho es
no obstante no trivial y no lo queremos demostrar.
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Recordamos que un grupo algebraico sobre un cuerpo k es una variedad A junto
con aplicaciones regulares m : A xy; A > Ay inv: A — Ay un elemento e € A(k)
que satisfacen los axiomas de grupos usuales. Por lo tanto, definen una estructura
de grupo sobre A(k) con elemento neutro e.

Ejemplo 0.2. Vieron, en el curso de teoria de Galois, que las curvas algebraicas
definidas por una ecuacién afin de la forma 32 = 3 +az+b con 4a® +27b? # 0 tienen
una estructura de grupos algebraicos. Asi estas curvas, llamadas curvas elipticas
son variedades abelianas de dimension 1.

En esta primera parte, consideramos variedades abelianas definidas sobre el
cuerpo C de los ntimeros complejos. Veremos que las variedades abelianas sobre
C son toros complejos. Luego, vamos a examinar si todos los toros complejos son
variedades abelianas complejas. Las referencias principales para esta parte son:
1,12, 7, 14] y [9).

1. TOROS COMPLEJOS

1.1. Variedades abelianas complejas son toros complejos. Sea A una
variedad abeliana compleja. Entonces el conjunto A(C) de los puntos complejos
tiene una estructura de grupo de Lie complejo, o sea una variedad compleja donde
las operaciones de grupo m, inv son aplicaciones holomorfas. Este grupo de Lie es
ademas conexo y compacto.?

Veremos en esta seccion (Proposicion 1.3) que eso implica que: 1. la ley de grupo
sobre A es conmutativa; 2. A(C) es un toro complejo, es decir el cociente de un
C-espacio vectorial de dimension finita por un reticulo A. Referencia principal: [12].

1.1.1. FEzxponencial de un grupo de Lie complejo. Recordamos, sin prueba, algunos
resultados clésicos de teoria de los grupos de Lie. Sea T un grupo de Lie complejo,
con elemento neutro e. Denotamos V' = Lie(T') = Tan.(T') el espacio tangente a T'
en e ; es el algebra de Lie asociada a T'. Es un espacio vectorial de dimensién igual
a la dimensién de T' como variedad compleja.

Por cada vector tangente v € V', hay un tnico morfismo A\, : C — T tal que
A (0) = ey (dAy)o : Tang(C) — V manda el generador candnico (%)0 (la derivacion

en cero) de Tang(C) sobre v.?

Definicién 1.1. La aplicacion exponencial expy = exp : V — T es definida por
exp(v) = Ay(1) para todove V.

La unicidad de \, para cada v permite demostrar que para cadav € V,s € C,t € C,
Av(8t) = Apo(8). Entonces

exp(tv) = Ay(t) (teCveV).

Una vez identificado el espacio tangente en 0 de V' con si mismo, (dexp)o = idy .
Por el teorema de las funciones implicitas, se deduce que la aplicaciéon exp es un
difeomorfismo local en un entorno de 0 € V' hacia un entorno de e € T.

Lema 1.2. Si T es conexo, entonces exp(V) genera el grupo T': para cada x € T,
existen vy, ...,v, en'V tales que © = exp(vy) . ..exp(vy).

2En efecto, la conexidad sale de la definicién de A y el hecho que A sea proyectiva pone sobre
A(C) una estructura de subvariedad compleja de P"*(C) compacta pues cerrada en P (C).
33e puede pensar en )\, como en la geodésica sobre T' que parte de e y tiene direccién v.
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Demostracion. Como exp es un difeomorfismo local en 0, exp(V') contiene un entorno
abierto U de e en T, y sus traslaciones z.U son entornos abiertos de cada = €
(Im(exp)). Entonces {exp(V)) es un abierto de T. Como también es cerrado?, la
conexidad de T implica {exp(V)) = T. O

Por la unicidad de A\, = (t — expp(tv)) se puede deducir también la siguiente
propiedad: sea F': T7 — T5 un morfismo de grupos de Lie complejos, entonces

(1.1) F oexpy, = expp, o(dF)e,
es decir el siguiente diagrama conmuta:

(dF).
Vi—1;

S -
F

Tl —_— T2
1.1.2.  Consecuencias para un grupo de Lie complejo conexo compacto.

Proposicion 1.3. Sea T un grupo de Lie complejo conexo compacto y V = Tan.(T).
FEntonces

1. la ley de grupo sobre T es conmutativa;

2. exp = expp : V. = T es un morfismo de grupos de Lie;

3. el morfismo exp es sobreyectivo;®

4. el nicleo de exp es un reticulo del C—espacio vectorial V' y T es un toro
complejo.

Recordamos que un reticulo de un C-espacio vectorial V' de dimensién finita
g es un subgrupo de la forma Ze; @ - - - @ Zeyy donde ey, ..., ez, son vectores R-
linealmente independientes en V. Un subgrupo A de V es un reticulo de V si y
solo si A es discreto y T' = V /A es compacto con la topologia cocienteS. Se puede
dotar a tal cociente con una estructura de variedad compleja definiendo el haz de
las funciones holomorfas: una funcion f : U — C en un abierto U de T es holomorfa
si y solo si la funcion A-periddica f o 7 es holomorfa sobre 71 (U).

Observamos que toda funcién holomorfa f sobre T' es constante, pues f o7 es
holomorfa y acotada sobre V. Las operaciones de grupos naturales sobre T son
aplicaciones holomorfas. El grupo de Lie obtenido es llamado un toro complejo.

Denotamos por M(T) el cuerpo de las funciones meromorfas de 7.

Demostracion. 1. Por un elemento x € T', consideramos f, : T'— T el morfismo
de conjugacion: f,(y) = xyz~' y su diferencial (df;). : V — V en el neutro
e € T. La aplicacion T' — End(V); x — (df:). es holomorfa sobre la variedad
compleja conexa compacta Ty a valores en el espacio de dimension finita
End(V), entonces es constante. En consecuencia, tenemos para todo x € T,
(df:c)e = (dfe)e = idy.
Se deduce de (1.1) y de lo precedente que f,oexpy = expy o(dfy)e = expr,
lo que muestra que la imagen de exp esta en el centro de T'. Por conexidad de
T, se deduce que exp(V') ¢ Z(T') genera T como grupo (Lema 1.2), entonces
T es conmutativo.

4porque su complementario es la union de sus traslados, que son abiertos.

5¢ suryectivo, o exhaustivo, como el lector prefiera.

6es decir U < T es abierto si 7~1(U) es abierto en V, para 7 : V — T la proyecciéon canénica.
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2. Es consecuencia de la unicidad de A,: Sean x,y en V. Como T es abeliano,
la aplicacion t — exp(tx).exp(tv) es un morfismo de grupos de Lie. Ademas
su diferencial en 0 manda (%)0 sobre = + y, entonces ¢ = Ayyy, O sea
exp(tz). exp(ty) = exp(t(x + y)) para todo t € C,z,y € V. Tomando t = 1,
obtenemos que exp es un morfismo de grupos de Lie (exp es holomorfa por
definicion).

3. Por 2., la imagen de exp es un subgrupo de T' y genera T, entonces es igual a
T.

4. Por el hecho que exp es un difeomorfismo local alrededor de 0, hay un
entorno U de 0 tal que U nker(exp) = {0} (exp es localmente inyectiva). Eso
demuestra que ker(exp) es discreto. Ademas, por lo que precede, exp induce
una aplicaciéon ¢ : V/A — T que es un isomorfismo de grupos holomorfo.
Su diferencial en 0 es biyectiva, entonces ¢ es un isomorfismo de grupos de
Lie complejos. Como T' es compacto, también lo es V/A y asi el subgrupo
discreto A es un reticulo de V. Deducimos que T = V /A es un toro complejo.

O

Corolario 1.4. Sea A una variedad abeliana sobre C. Entonces A es un grupo
abeliano y A(C) es un toro complejo.

En lo sucesivo, denotaremos aditivamente la ley de grupo sobre un toro complejo
y 0 su elemento neutro.

1.2. Cuando un toro complejo es una variedad abeliana. En Subseccion 1.1,
demostramos que una variedad abeliana es un toro complejo. Es natural preguntarse
si todos los toros complejos son variedades abelianas, es decir si admiten una
inmersion holomorfa en un espacio proyectivo.

Ejemplo 1.5. Consideramos un toro C/A de dimensién 1, o sea A es un reticulo de
C. Denotamos por pa la funcion de Weierstrass definida por

1 1 1
z)=— —_— z € C).

Entonces up : 2 méd A — (1 : pa(2) : p)(2)) define una inmersién holomorfa
de C/A en P?(C). Ademas la imagen de C/A en P?(C) tiene ecuacion y? = 423 —
g2(2)x — g3(z) donde gs, g3 han sido definidas por ejemplo en el curso de teoria de
Galois en este volumen, es decir es una curva eliptica sobre C. Reciprocamente,
para toda curva eliptica F sobre C, existe un reticulo A de C tal que la aplicacién
up de antes define un isomorfismo de grupos de Lie del toro C/A en E(C). Es el
famoso teorema de uniformizacion. Entonces, en dimension 1 las nociones de toros,
variedades abelianas y curvas elipticas coinciden.

Pero lamentablemente, no es verdad en dimensiéon > 1. Teorema 1.8 da condi-
ciones necesarias y suficientes para que un toro complejo de dimensién g > 1 sea
una variedad abeliana. Daremos las lineas principales de la demostracién en las
subsecciones 2.3.1 y 2.3.3.

Sea V un C-espacio vectorial de dimensiéon g. Recordamos que una forma her-
mitiana sobre V es una aplicaciéon H : V' x V' — C que es C-bilineal en la primera
variable y tal que H(z,w) = H(w, z). Para una forma hermitiana H : V x V — C,
denotamos F = S(H) : V x V — R su parte imaginaria, la cual es una forma real
bilineal alternada. Dejamos la prueba al lector del siguiente hecho:
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Lema 1.6. La aplicacion H — E = S(H) define una correspondencia biyectiva
desde el conjunto de las formas hermitianas en el conjunto de las formas reales
bilineales alternadas E verificando ademds E(ix,iy) = E(x,y). La biyeccion inversa
manda E sobre H definida por H(x,y) = E(iz,y) + iE(z,y).

Definiciéon 1.7 (Forma de Riemann). Diremos que una forma hermitiana H :
V xV — C es una forma de Riemann con respecto a un reticulo A de V si
E(AxA)cZ,donde E = S(H).

Teorema 1.8. Un toro complejo V /A es una variedad abeliana si y solo si existe
una forma de Riemann con respecto a A que sea no degenerada.

Ejemplo 1.9 (Curvas elipticas). Vimos en Ejemplo 1.5 que los toros de dimension 1
son todos curvas elipticas (entonces variedades abelianas). Eso es confirmado por el
teorema precedente. En efecto, sea A = ZA; +7ZAz con (A1/A2) > 0y consideramos
la forma hermitiana sobre C x C definida por
Zw
H(z,w) = ——— z,w) € C x C)).
e0) = 5y (W eCx0)
Se puede verificar que H es una forma de Riemann no degenerada (ejercicio).

Ejemplo 1.10. Consideramos el toro A, = C9/(Z9 + 7Z9) donde 7 € My(C) es
una matriz simétrica tal que (7) es definida positiva. Entonces

H(z,w) = 23(1) o ((z,w) e C9 x CY)

define una forma de Riemann no degenerada sobre T, (ejercicio). Entonces A, es
una variedad abeliana.

Ejemplo 1.11 (Variedades abelianas con multiplicaciéon compleja). Sea K/Q una
extension CM, es decir una extension cuadrética totalmente imaginaria de un cuerpo
de nimeros totalmente real que denotaremos K. Denotamos [KT : Q] = g el grado
de Kt (de tal manera que [K : Q] = 2g).

Decimos que un conjunto ® de inmersiones ¢ : K — C es un tipo CM de
K si Hom(K,C) es la unién disjunta de ® y ® donde para ® = {¢1,..., 04},
denotamos ® = {@1,..., @q} con @; dada por la composicion de p; con la conjugacion
compleja. Un tipo CM de K induce un isomorfismo f: K ®yR — C? por z®1 —
(@1(2), . g 2)).

Para un orden O de K, f(O) es un reticulo de CY9. Vamos a definir una forma
de Riemann no degenerada sobre el toro complejo C9/f(O). Se puede demostrar
que K = K*(€) con ¢ € Ok tal que —€? es un elemento totalmente positivo en
K* ypara todo ke {1,...,g}, S(pr(£)) > 0. Definimos una forma a valores reales,
R-bilineal antisimétrica por

(1.2) E(z,w) = Y on(©)(Zewr — 2my), (2w e CY).
k=1

La forma E(iz,w) es simétrica, definida positiva. Se puede ademés demostrar que
para todos x,y € K, tenemos

(1.3) E(f(z), f(y)) = Trgo(&Ty)

donde z — Z es el automorfismo no trivial de K/K*. Entonces E(f(O) x f(0)) c Z.
La forma de Riemann asociada es no degenerada (ejercicio).

La variedad abeliana asi obtenida es dicha a multiplicacion compleja por O, de
tipo CM (K, ®).
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1.3. Morfismos e isogenias. Para que una aplicacion entre dos toros f : 7T} =
Vi/A1 — Ty = Vo /A5 sea un morfismo, queremos que respecte las estructuras de
grupos de Lie, es decir que sea una aplicaciéon holomorfa y un morfismo de grupos.
De hecho, tenemos el lema:

Lema 1.12. Sean Th = V1 /A1 y To = Va/As dos toros complejos y f : Ty — Ta una
aplicacion holomorfa. Entonces f es inducida por una aplicacion C-afin f V-V,
tal que f(Al) c As. Si ademds f(0) = 0, entonces [ es un morfismo de grupos de
Lie. Su imagen es un subtoro de Ty y su nicleo es un subgrupo cerrado de Ty, de
cual la componente conexa es un subtoro de indice finito. (En el caso general, | es
la composicion de un morfismo por una traslacion).

Demostracion. Ver |7, Lema A.5.1.1, p. 93] o [3, Teorema 1.2.3, p. 7]. O

Definiciéon 1.13. Decimos que un morfismo ¢ : T3 — T, es una isogenia si es
sobreyectivo y de nicleo finito. El orden de ker ¢ es llamado grado de ¢.

Observacion 1.14. Si ¢ : Ty — T5 es una isogenia, entonces dim(73) = dim(73).

Ejemplo 1.15 (Multiplicaciéon por un entero). Sea T'= V /A un toro complejo de
dimension g y n € Z,n > 0. La multiplicacion por n denotada [n] = nidy € End(T)
es una isogenia de grado n?9. En efecto, ker[n] = (1/n)A/A = A/nA = (Z/nZ)?9.
Asf tenemos una inyeccion Z — End(T).

Ejemplo 1.16 (Dimension 1). Consideramos un toro de dimension 1: E = C/A
con A un reticulo de C. Por Lema 1.12, el anillo End(E) de los endomorfismos de
FE es isomorfo al conjunto R de los niimeros complejos a € C tales que aA < A.
Todo reticulo de C es homotético a un reticulo de la forma A, = Z + 7Z, con
7€ C,3(7) > 0. Asi, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A = A,
para un tal 7. Si A c A, entonces, en particular, existen a, b, c,d € Z tales que
a=a+bryar=c+dr. Eso implica

(1.4) o? —(d+a)a+ (da—cb) =0
entonces « es un entero cuadratico. Ademés si Z # R, b # 0 y tenemos
(1.5) br2+(a—d)t—c=0

Desde (1.4) y (1.5), deducimos que R es un orden del cuerpo cuadrético imaginario
Q(7).

Asi, para E curva eliptica sobre C, End(EF) = Z o End(E) es un orden de un
cuerpo cuadratico imaginario.

En el caso de una variedad abeliana de dimensién > 1, es mas complicado.

Ejemplo 1.17 (Variedad abeliana CM). Sea K /Q una extension CMy A = C9/f(O)
una variedad abeliana CM por un orden O de K, de tipo CM (K, ®) (ver Ejemplo
1.11). Entonces, hay una inmersion O — End(A); a — f,, donde f, es inducida por
la multiplicacion por f(a) en C9: fo : (21,...,24) € A (p1()z1,...,p4(a)z4) €
A.

Mas generalmente, el anillo End(A) de los endomorfismos de una variedad abe-
liana A es un orden en la Q-algebra de dimension finita Endg(A4) = End(4) ® Q.
Observamos que un elemento ¢ € End(A) es una isogenia si y solo si ¢ es invertible
en Endg(A). Decimos que un toro es simple si no tiene ningin subtoro no trivial.
Se puede demostrar:
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Proposicion 1.18. Si A es simple, entonces Endg(A) es un dlgebra de division
(un cuerpo que puede ser no conmutativo).

Ver Seccion 4 para una descripcion mas avanzada de Endg(A).

1.4. Descomposiciéon salvo isogenia. Dejamos como ejercicio la prueba del
lema siguiente, lo cual demuestra que la relacién de isogenia es una relacion de
equivalencia. Asi decimos que T} y T5 son isdgenos si existe una isogenia 17 — T5.

Lema 1.19. Sean ¢ : Ty — Ts y 1 : Ty — T3 dos isogenias.
1. oy es una isogenia de grado deg(v) deg(yp);
2. existe una isogenia ¢ : Ty — T4 tal que p o @ = [d]1, y @ o p = [d]r,, donde
denotamos d = deg(y). La isogenia ¢ es llamada isogenia dual de ¢.

Teorema 1.20 y Corolario 1.21 que siguen, dan la descomposicion de las variedades
abelianas salvo isogenia. Aquellos requieren la existencia de una forma de Riemann
no degenerada sobre el toro considerado.

Teorema 1.20 (Teorema de reducibilidad de Poincaré). Sea A una variedad abeliana
y B una subvariedad abeliana. Entonces existe una subvariedad abeliana C de A tal
que B+ C = A y Bn C es finito, es decir tal que B x C — A;(b,c) — b+ ¢ sea
una isogenia.

Demostracion. Ver |7, Teorema A.5.1.7, p. 95]. Denotamos A =V /Ay B =V;/A;
donde V; € V y Ay = An V7. Sea H una forma de Riemann no degenerada asociada
a A. Es natural considerar el ortogonal de B para esta forma: consideramos

Vo :={veV :H(v,u1) = 0; para todo v; € V;}
v Ay = A n V5. Se puede demostrar que:
Vo ={veV:E(v,v1) =0 para todo v, € V1}

y Ay = {v e A: Euv) = 0; paratodov, € Vi} = {v € A : E(v,vn) =
0; para todo v; € A1} es un submodulo de A de rango igual a rg(A) — rg(A;)
porque E es no degenerada y A; es un reticulo (ejercicio). Entonces As es un reticulo
de V5 (pues de rango igual a 2dim¢(V2)) y C := V5 /A5 es una subvariedad abeliana
de A con forma de Riemann H|y,xv,. Como V; @ V2 =V, tenemos B+ C = Ay
B n C finito. O

Corolario 1.21. Toda variedad abeliana A es iségena a un producto de la forma
AT x - x A7 donde Ay, ..., As son variedades abelianas simples, dos a dos no
isogenas. La Q-dlgebra Endg(A) es semisimple: Endg(A) = My, (Endg(A41)) x --- x
M, (Endy(A,)).

Demostracion. Se deduce de Teorema 1.20 y Proposiciéon 1.18 por induccion. Ver
[7, Corolario A.5.1.8, p. 96]. O

2. DIVISORES SOBRE UN TORO, FUNCIONES THETA Y FORMAS DE RIEMANN

Esta seccion es dedicada a introducir el material necesario y las ideas de la
demostracion de Teorema 1.8. En toda esta seccion, denotamos por T'= V /A un
toro complejo con V un C-espacio vectorial de dimension g y A un reticulo de V.
La eleccion de una base de V nos permite suponer que V = C9.

Deseamos determinar bajo que condiciones existe una inmersién holomorfa de T
en un espacio proyectivo P*(C), es decir una aplicacion holomorfa u : T — P™(C)
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que induzca un isomorfismo de variedades complejas entre Ty u(T). Por el teorema
de las funciones implicitas, una aplicacién holomorfa u es una inmersion si y sélo si
es inyectiva y si du es inyectiva en todo punto.

Es natural de considerar una aplicacion u que provenga de @ = (ug,...,up) :
V — C"*1\{0} con ug,...,u, holomorfas y sin cero comtn. Una tal aplicacion
induce u : V/A — P*(C), si para todo (z,A) € V x A, u(z + A) = u(z) € P*(C)
o sea si para todo (z, ), existe un escalar gy(z) tal que para todo k € {0,...,n},
ug(z + A) = ga(2)ug(2). Eso motiva la definicion de las funciones theta.

Referencias principales: [3, 7, 14].

2.1. Funciones theta y formas de Riemann.

2.1.1. Funciones theta. Para todo t € C, denotamos e(t) = exp(2int). En lo que
sigue, denotamos V = C9 y A un reticulo de V.

Definicién 2.1 (Funcién theta). Una funcion theta relativa a A es una funcion
meromorfa’ 6 : V — C que satisface una ecuacion de la forma

(2.1) 0z +)) = e(fr(2).0(z)  ((z.\) eV x A)

donde f) : V — C es una funcion afin en z € V para todo A € A. En otras palabras
HE) =Lz, +JN),con J: A>Cy L:V xA— C es C-lineal en z € V para
todo A € A. El par (L, J) es llamado el tipo de la funcion theta.

Observacion 2.2. La ecuacion (2.1) determina L de manera tnica, pero J es definido
a menos de agregacion de un entero.

Ejemplo 2.3. Toda funcion de la forma z — exp(F(z)) donde F' es un polinomio
de grado total < 2 es una funcién theta llamada trivial. Méas precisamente, si
F(z) = ¢(z,2) + R(z) + S con ¢ una forma bilineal simétrica, R una forma lineal y
S una constante, el tipo de exp(F) es (L¢(z,A), 5= (¢(A,A) + R(X)) (ejercicio).

’L’IT

Ejemplo 2.4. 1. Sea A un reticulo de C. La funcién o : C — C definida por:
z 1 r2z\2
ACAL{0}

es una funcion theta relativa a A llamada funcion sigma de Weierstrass (ver
Ejercicio 6.1).
2. Sean a,b reales. La funcién definida por:
(2.3) 0(z) = Z exp(inT(m + a)? + 2im(m + a)(z + b))
MEZ
es una funciéon theta relativa a A, = Z + 7Z.
Mas generalmente, consideramos 7 € M,(C) simétrica tal que 3(7) sea
definida positiva y A, = Z9 + 779 el retlculo de C9 como en Ejemplo 1.10.
La funciéon definida por
(2.4) 0(z) = Z exp(im'mrm + 2ir'mz)
mEZLI
es una funcion theta relativa a A, llamada funcidn theta de Riemann (ver
Ejercicio 6.2).

"Cuidado: en algunas referencias, las funciones theta son definidas como holomorfas. Aqui
permitimos que sean meromorfas.
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2.1.2. Forma de Riemann asociada a una funcion theta. Sea 6 una funcion theta
de tipo (L, J) relativamente a A. La relacion (2.1) implica que para todos A1, A €
A,z € V, tenemos

L(Z,)\l + )\2) — L(Z + )\1,)\2) - L(Z7)\1) = J()\l + )\2) — J()\l) — J()\Q) (méd Z),

de lo que deducimos

(2.5) L(z, A\ + X2) = L(2, A1) + L(z, \2)
(2.6) LA, 02) = J(A1 + X2) — J (A1) — J(A2) (méd Z)
(2.7) L(A1,A2) = L(Ag, A1) (méd Z)

De (2.5), podemos extender L a R-linealidad a derecha, en una forma L : V xV —
C. Asi la nueva forma L es C-lineal a izquierda y R-lineal a derecha. Entonces la
forma E definida por
(2.8) E(z,w) = L(z,w) — L(w,2) ((z,w) €V x V)
es a valores reales, R-bilineal alternada y, por (2.7), tiene valores enteras sobre A x A.
Ademas, para todo (z,w) € V x V, E(iz,iw) = E(z,w) (ejercicio). Entonces, E
define una forma de Riemann (Lema 1.6): Hy(z,w) = E(iz,w) +iE(z,w).

Asi, a una funcién theta 6 le asociamos la forma de Riemann Hy. Observamos
que Hy depende solo de L donde (L, J) es el tipo de 6.

Decimos que dos funciones theta 6, 05 son equivalentes y lo denotamos 6, ~ 6,
si 01/602 es una funcion theta trivial.

Observacion 2.5. Si dos funciones theta tienen mismo tipo (L, J) entonces son
equivalentes.

Proposicion 2.6.
1. Sean dos funciones theta 61,602, entonces Hyg,9, = Hg, + Hy, .
2. Si 0 es una funcidn theta trivial entonces Hg = 0. Si 01,05 son dos funciones
theta equivalentes, entonces Hy, = Hy,.

Demostracion. 1. Para i = 1,2, denotamos por (L;, J;) el tipo de ;. Entonces,
0105 es una funcion theta de tipo (L1 + Lo, J1 + J2). Se deduce 1.
2. Desde Ejemplo 2.3, deducimos que si 6 es trivial entonces L = %Lp(z, w) es
simétrica (con las notaciones del ejemplo), lo que implica Fy = 0. Asi Hy = 0.
De eso y de 1., también se deduce que si 6; ~ 0 entonces Hy, = Hy,.
a

2.1.8.  Funcion theta normalizada. En la clase de equivalencia de una funcion theta
hay una funciéon theta particular que llamamos normalizada.

Lema 2.7. Sea 0 una funcion theta y H = Hy la forma de Riemann asociada.
Entonces existe una funcion theta 0 equivalente a 0 tal que

(2.9) O(z+\) = e<21iH(z, A) + %H(/\, A) + K(A)) 0(z)  ((z,\) eV xA)
donde K : A —> R y verifica

(2.10) KO +p)— KO\ — K(u) = ~E(\ ) (méd Z).

N | =

Ademds, existe ¢ > 0 tal que, para todo z€ V,

(2.11) 10(2)] < c.exp (gH(z,z)> .
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La funcion 6 es llamada funcion theta normalizada asociada a 6 (o a H). La
funcion ¢ definida por ¥(z) = e(K(z)) verifica

(212) v+ ) = o) v e 5O )

y es llamada semi-cardcter asociado a la forma de Riemann H.

Demostracion. Sea (L, J) el tipo de 6 y H = Hy. Toda funcion 6 en la clase de
equivalencia de 6 tiene un tipo (L1, .J1) donde Ly(z,w) = L(z,w) + 7= ¢ (2, w) con ¢
una forma bilineal simétrica (ver Ejemplo 2.3). Deducimos que Ly (z, w) — L1 (w, z) =
L(z,w) — L(w,z) = E(z,w) (lo que implica Hy, = H como en Proposicion 2.6).
Reciprocamente, si L es tal que

(2.13) Li(z,w) — Li(w, 2) = E(z,w)

entonces L1 — L es una forma bilineal simétrica. Con ¢ := iw(L; — L) y para toda

forma lineal R, la funcién 61 = 01, r definida por 6:1(z) = exp(p(z, z) + R(2))0(z)

tiene tipo (L1,J1) con Ji(A) = J(A) + 5=(¢(X, A) + R(A)) (méd Z). Como E =

S(H), la forma bilineal Ly(z,w) = 3-H(z,w) verifica (2.13). La funcién theta
1

asociada Og(z) = 01 (2 w),r € de tipo (5H(z,A), £ H(\ A) + Kg()\)) con

K\ = J(\) — ~L(LA) + ——R(\)  (méd Z).
2 2im

Desde (2.6) se deduce que para toda forma lineal R, Kp verifica (2.10) (ejercicio).

Basta ahora elegir R tal que Kr = Ko + ﬁR sea a valores reales. Desde (2.6),
podemos suponer que (Kj) es Z-lineal y extenderlo R-linealmente a V. Entonces
R(2) = 27(S(Kop(z)) — iS(Ko(iz))) define una forma lineal tal que Kg(\) € R para
todo A € A. N

Para terminar, (2.11) se deduce del hecho que la funcion |0(z)|exp(—5H (2, 2))
es A-periodica y continua, entonces cotada. O

Corolario 2.8. Si 6 es entera, entonces Hy es positiva (es decir Hyg(z,2) = 0 para
todo z € V). Ademds, para todo zy € V, la funcion holomorfa z — 0(zg + 2) es
constante sobre el nicleo N = {z € V; Hy(z,w) = 0,Yw € V} de Hy.

Demostracion. Consideramos 0 holomorfa y 0 la funcién theta normalizada asociada.
Supongamos que existe zg tal que Hyg(zp,20) < 0. Entonces (2.11) implica que la
funcién holomorfa t € C — (6(tz)) tiende hacia 0 cuando |t| tiende hacia el infinito.
Entonces por el teorema de Liouville, para todo t € C, 6(tzy) = 0. Como por
continuidad H(z,z) < 0 en un vecino U de zg, el argumento precedente aplicado a
todo z € U implicaria que 6 es idénticamente cero. Deducimos que H es positiva
por contradiccion.

Si z € N entonces

|0(z0 + 2)| < cexp (gH(zo + 2,20 + z)) = cexp (gH(zo, zo)) .

Aplicando de nuevo el teorema de Liouville a la funcién holomorfa z — g(zo +2)—

~

0(zo) nos da el segundo resultado. O
En particular, obtenemos la reciproca de Proposiciéon 2.6:

Corolario 2.9. La forma de Riemann Hy es cero si y solo si 6 es trivial.
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2.2. Divisores. Recordamos:

Definicién 2.10 (Divisores). Sea X una variedad compleja conexa.

1. Sea (Ua, fa)a una familia donde (U,)s es un recubrimiento de X y f,
son funciones meromorfas sobre U, no idénticamente cero sobre ninguna
componente conexa de U,. Decimos que una tal familia es admisible si para
todos «, B, sobre Uy, nUg, fo/fs s holomorfa y no se anula. Dos tales familias
admisibles son equivalentes si su unién todavia es admisible.

2. Un dwisor (de Cartier) sobre X es una clase de equivalencia de una familia
admisible (Uy, fo)-

3. Decimos que un divisor D es efectivo si puede ser descrito por una familia
(Uq, fo) con f, holomorfa sobre U, para todo «.

4. Si D es dado por (U,, fo) entonces la familia (U,, 1/f,) define un divisor que
depende solo de D y es denotado —D. Si D’ es un divisor dado por (U/, /)
entonces (Ua N Uj, fo.fj) define un divisor que depende sélo de D y D',
denotado por D + D’.

5. Un divisor es principal si estd dado por (X, f) con f meromorfa sobre X.
Decimos que dos divisores son linealmente equivalentes si D — D’ es principal.
Lo denotamos D ~ D’.

El conjunto de los divisores sobre X es un grupo abeliano que denotamos Div(X).
Ver [3, 14].

Consideramos ahora X =T = V//A un toro complejo, como antes. La proyeccion
7w : V — T define una aplicacion 7* : Div(T) — Div(V), cuya imagen es constituida
por los divisores A-periddicos, es decir los divisores D’ tales que t¥D’ = D’ para
todo A € A, donde t, es la traslacion® por \.

Observamos que si 0 es una funcion theta relativamente a A, el divisor (0) € Div(V)
es A-periodico, entonces hay un divisor Dy € Div(T) tal que 7*(Dy) = (0). Si (U;)ier
es un recubrimiento de V constituido de abiertos A-pequefios?, entonces Dy puede
ser descrito'” por la familia (7(U;), 0 o (7|v,) 1))ier-

Teorema 2.11 (Poincaré). Para todo D € Div(T), existe 6 una funcion theta

relativamente a A tal que Dy = D. Ademds, si D es efectivo, la funcion 0 es
holomorfa.

Demostracion. Ver [3, p. 43] o [17, Teorema 18, p. 35]. O
Dejamos como ejercicio la proposiciéon siguiente:
Proposicion 2.12. El divisor Dy es trivial si y sélo si 0 es una funcion theta
trivial. Entonces, la aplicacion 0 — Dy define un isomorfismo de grupos
{funciones theta}/{funciones triviales} = Div(T).
De Corolarios 2.8 y 2.9 y de Teorema 2.11, tenemos el siguiente resultado.
Corolario 2.13. La aplicacion que a un divisor D € Div(T) asocia la forma de
Riemann Hp := Hy donde 7*(D) = (0) estd bien definida y es un morfismo de

grupos de Div(T) en el grupo R(T) de las formas de Riemann sobre T. Si D es
efectivo, 0 es entera entonces Hp es positiva.

8Si D’ es dado por (Ua, fa) entonces t¥ D' es dado por (Ua + A, fa(z — A)).

9Un abierto U es A-pequenio si no encuentra ningtun de sus traslados por A.

10Esta familia es admisible porque desde la ecuacién de 6, para todo A, 8(z + A)/6(z) no tiene
cero ni polo sobre U; para todo 1.
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2.3. Esbozo de prueba del criterio en Teorema 1.8. Si 6y,...,0, son
funciones theta holomorfas sobre V' = C9 relativamente a A, de mismo tipo
y sin cero comun, pues que satisfacen a la misma ecuacion (2.1), la aplicacion
(0o, -..,0,): V — C"\{0} induce una aplicacién holomorfa de V /A en P"(C) que
denotaremos (6p : --- : 6,).

Lema 2.14. Siu : T = V/A — P*(C) es una aplicacion holomorfa, entonces

existen O, . ..,0, funciones theta enteras normalizadas de mismo tipo tales que
wu=(0p:-:0,).
Demostracion. Denotamos por (xg : -+ : ) las coordenadas en P"(C). Salvo

de una permutaciéon de indices, podemos suponer que u(7") no es contenida en el
hiperplano Ho = (xg = 0). Entonces el pullback por v de Hy define un divisor
efectivol’ D sobre T.

Denotamos g la funcion theta normalizada asociada a D por Proposicion 2.11.
Como D es efectivo, y es una funciéon entera. Denotamos % : V. — C"TH\{0}

. . . . oU .
induciendo u y consideramos las funciones theta 6, := [ Z°% ) §y para j = 1,...,n.
J Tool ’ ’
g
Pues como 22%

xéoa es A-periddica, esas funciones theta son de mismo tipo que 6y (en
particular son normalizadas de forma de Riemann Hy,). Ademaés, son enteras, no

tienen cero comun y u(z) = (6p(z) : -+ : 0,(2)). O

2.3.1.  Condicion necesaria de Teorema 1.8. Supongamos que un toro complejo 7" es
una variedad abeliana, i.e. que existe una inmersion holomorfa u : T — P™(C). Sean
B, - ..,0, tales que u = (6g : -+~ : 6,) como en Lema 2.14. La forma de Riemann
H asociada a estas funciones theta enteras equivalentes es positiva (Corolario 2.8).
Como cada funcién 6; es constante sobre los conjuntos zo + N (29 € V), el hecho
que u sea una inmersion fuerza al nicleo N de H a ser trivial (jla inmersion tiene
que separar los puntos!). En conclusion la forma de Riemann H asociada a D es no
degenerada.

2.3.2. Teorema de Riemann-Roch. Para terminar la prueba de Teorema 1.8, que-
remos construir una inmersiéon holomorfa de un toro 7" dotado de una forma de
Riemann no degenerada en un espacio proyectivo. Por Lema 2.14, sabemos que tales
inmersiones son dadas por funciones theta enteras de mismo tipo. En esta subseccion,
examinamos al espacio vectorial Th(L, J) de las funciones theta holomorfas de tipo
dado (L, J).

Decimos que (L, J) es un tipo si L : V x A — C es C-lineal a izquierda, J : A — C
y verifican las propiedades (2.5),(2.6) y (2.7). A un tipo (L, J), extendiendo L a
V x V por R-linealidad a derecha, podemos asociar una forma R-bilineal alternada
E por (2.8). La forma H definida por H(z,w) = E(iz,w) + iE(z,w) es una forma
de Riemann (ver Subseccion 2.1.2).

Observacion 2.15. Reciprocamente si H es una forma de Riemann y F = S(H),
considerando L(z,A) = £H(z,\) y J(A) = £ H(X\, A) + $E(X,\), entonces (L, J)
es un tipo de forma de Riemann asociada H (ejercicio).

Recordamos que para una forma R-bilineal alternada E a valores enteras sobre un
Z-moédulo libre A de rango 2g que es no degenerada, existe una base (w1, ..., way)

HE] hiperplano Ho puede ser descrito por la familia (Us, ©o/2:)o<i<n donde U; = PH(C)\(z; =
0) y D = u*Hp.
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dicha base simpléctica (o base de Frobenius) de A en la cual la matriz de E es de la

forma
0o A
-A 0

donde A = Diag(ds,...,dy) con di,...,d, enteros > 0 tales que dy | --- | dg.
Deducimos que det(E) > 0. El pfaffiano de E es el entero: Pf(E) = (/det(F) =
dy...d,.

Teorema 2.16 (Teorema de Riemann-Roch para las variedades abelianas). Sea
(L, J) un tipo. Supongamos que la forma de Riemann asociada H es no degenerada,
y denotamos E = S(H). Entonces, el espacio vectorial de las funciones theta
holomorfas de tipo (L, J) tiene dimension

dime(Th(L, J)) = P£(E) > 0.

Demostracion. Ver [17, Teorema 24, p. 45], [7, Teorema A.5.3.3, p. 104], [8, Teoremas
2.2y 2.3, pp. 11-12]. O

Observacion 2.17. Sea D un divisor efectivo sobre T y 6 una funcion theta entera
tal que (0) = 7#*(D). Denotamos (L, J) el tipo de 6. La aplicacion 9 — /6 define
un isomorfismo entre Th(L, J) y el espacio vectorial L(D) = {f € M(T); D + (f) =
0} U {0}. Esto explica el nombre de Teorema 2.16.

2.3.3.  Final de la prueba de Teorema 1.8. Supongamos que el toro T" es dotado de
una forma de Riemann no degenerada H.

De Observacion 2.15, hay un tipo (L,J) de forma de Riemann H y por Teo-
rema 2.16, dimc(Th(L,J)) > 0. Denotamos (6o, ...,0,) una base de Th(L,J) y
D = Dy, (= Dy, para todo i). Obtenemos una aplicacion holomorfa &p = (fp : - - :
0,) : T — P™(C).

Definicion 2.18. Decimos que un divisor D es muy amplio si ®p es una inmersion
holomorfa. Decimos que D es amplio si un multiplo positivo de D es muy amplio.

El fin de la prueba se deduce del siguiente resultado:

Teorema 2.19 (Lefschetz). Sea D un divisor sobre T con forma de Riemann
asociada Hp no degenerada. Entonces 3D es muy amplio, es decir, 3D define una
inmersion holomorfa ®3p : T — P*(C).

Demostracion. Ver |7, Teorema A.5.3.6, p. 105]. O
Observamos que, con Seccion 2.3.1, el Teorema de Lefschetz demuestra:
Corolario 2.20. Un divisor D sobre T es amplio si y sdlo si Hp es una forma de

Riemann no degenerada.

3. TEOREMA DE APPELL-HUMBERT Y VARIEDAD ABELIANA DUAL

3.1. Teorema de Appell-Humbert. Sea A = V /A una variedad abeliana.

Recordamos que R(A) es el grupo de las formas de Riemann sobre A. Para
H € R(A) decimos que una funcion ¢ : V' — U(1) es un semi-caracter asociado a H
si verifica (2.12) y denotamos

P(A) = {(H,v); H € R(A), v semi-caracter asociado a H}.

El conjunto P(A) es un grupo por la ley (Hiy,v¥1).(Ho,v2) = (Hy + Ha,Y119).
Por Lema 2.7 y Teorema 2.11, a un divisor D € Div(A) podemos asociarle una
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funcion theta y entonces una funciéon theta normalizada y un par (H,1) € P(A).
Consideramos la aplicacion ¥ : Div(A) — P(A); D — (Hp,¥p) asi definida.

Denotamos por Pic(A) el cociente de Div(A) por el subgrupo Princ(A) de los
divisores principales, y Pic’(A) el cociente por Princ(A) del subgrupo de los di-
visores D tales que Hp = 0. El grupo de Néron-Severi es el cociente NS(A) =
Pic(A)/Pic’(A). Observamos que los semi-caracteres para la forma de Riemann cero
son exactamente los elementos del dual de Pontryagin Hom(A, U(1)) de A, donde
U(l) ={z€C,|z| =1}

Teorema 3.1 (Appell-Humbert). La aplicacion ¥ : Div(4) — P(A);(D —
(Hp,¥p)) es un morfismo de grupos que induce un isomorfismo Pic(A) — P(A),
por lo cual Pic’(A) se identifica a Hom(A,U(1)) y que induce NS(A) = R(A).

Demostracion. Dejamos al lector la verificacién que ¥ es un morfismo de grupos. Sea
D € Div(A) tal que (Hp, ¥p) sea trivial. Entonces la funcién normalizada 6 asociada
a D es A-periodica, lo que implica que D es principal. Y también vale la reciproca.
Entonces ¥ induce un morfismo inyectivo Pic(A) — P(A) que denotaremos todavia
.

Demostramos que ¥ es sobreyectivo. Sea (H, 1) € P(A). Podemos escribir H como
diferencia de dos formas de Riemann definidas positivas: H = H; — Hy y para cada
H;, por Teorema 2.16, existe una funcién theta holomorfa normalizada 6; de forma
de Riemann H;. La funcién theta meromorfa 6 = 6, /05 es normalizada y tiene forma
de Riemann H. Denotamos por « su semi-caracter. Entonces ¢/a € Hom(A, U(1)).
289(2'), extendiendo 1/« en una
funcién sobre V' por R-linealidad. La funcién ¢ es una funciéon theta normalizada de
forma de Riemann H y semi-caracter ¢. Asi, U(Dy) = (H, ).

Deducimos que ¥ : Pic(A) — P(A) es un isomorfismo de grupos. Ademéas, Hp = 0
si y solo los semi-caracteres asociados a Hp son los elementos de Hom(A, U(1)).
Entonces W(Pic’(A)) se identifica a Hom(A, U(1)). Deducimos el resultado. O

Consideramos la funcion ¥ definida por 9(z) =

3.2. Variedad abeliana dual. Denotamos por V* el conjunto de las formas
C-antilineales sobre V' (es decir las formas £ : V' — C tales que ¢(az) = &l(z) para
todo a € C,z € V). La aplicacion £ — I(¢) define un isomorfismo entre el R-espacio
vectorial definido por V* y Homg(V,R) (ejercicio). Entonces la forma R-bilineal
(,): V* x V — R definida por (£, v) := I(¢(v)), es no degenerada. Eso implica que

~

A= {{e V*; {{,A) c Z} es un reticulo de V* (ejercicio).

Definicién 3.2. Llamamos a A el reticulo dual de A y al toro de dimensién g
A:=V* / A

el toro dual de A.

Observacion 3.3. La aplicacion V* — Hom(A,U(1));£ — e({/,.)) es un morfismo
sobreyectivo, de nticleo A, induciendo un isomorfismo f : V*/A =~ Hom(A, U(1)).

Supongamos ahora que A es una variedad abeliana y sea D € Div(A). Conside-
ramos la aplicacion ¢pp : A — Pic(A);a — [t¥*D — D], donde t, : x — x + a es la
traslacion por a en A.

Proposicion 3.4.

1. la imagen de ¢p estd en Pic’(A) ;
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2. la aplicacion pp depende sélo de la clase de D en NS(A) = Pic(A)/Pic’(A);
3. si D es amplio, entonces ¢p : A — Pic’(A) = A es una isogenia de grado
det(E) = Pf(E)2.

Demostracion. 1. Sea a € V y seguimos denotando a a su imagen en A = V/A.
Sea 6 una funcion theta asociada a D, entonces 7* (% D) = (0,) donde 0,(z) =
0(z + a). Entonces n*(t; D — D) = (0,/0), es decir t:D — D = Dg_s9. Un
calculo muestra que la ecuacion de la funcién theta normalizada equivalente
a 0,/6 tiene multiplicador e(4-H(a,\)) = e(E(a,))), donde H = Hp y
E = Im(H). Esto demuestra que la funciéon de Riemann asociada a 6,/60
entonces a tFD — D es cero.

2. Si D es tal que Hp = 0, entonces la funcién theta normalizada asociada a
0./0 tiene multiplicador cero. Asi, es A-periodica y deducimos que ¢t¥D — D
es principal.

3. Observamos que con Teorema 3.1 podemos ver la aplicacion ¢p a través del
diagrama

A—22 5 Pic®(A)

Sk
Hom(A, U(1))

donde la aplicacion vertical asocia a un divisor D’ el semi-caracter de la
funcién theta normalizada asociada, entonces, como lo hemos visto en 1., el
morfismo ¢ es dado por ¥(a) = (A — e¢(E(a,\)). En el caso donde E es no
degenerada, 1) es sobreyectivo, entonces ¢p es una isogenia. Su nucleo es
{z € V; E(z,\) € Z para todo X € A}/A. Considerando una base simpléctica
de A (ver Subseccion 2.3.2), se puede demostrar que es un grupo finito de
orden Pf(E)2.

|

Corolario 3.5. Si A es una variedad abeliana, entonces A es también una variedad
abeliana llamada variedad abeliana dual de A.

Demostracion. Sea H una forma de Riemann no degenerada sobre A y D un divisor
amplio asociado. Por Observacion 3.3, Teorema 3.1 y la prueba de Proposiciéon 3.4,
3., tenemos el diagrama conmutativo

A=V 2P R

lCPD i@»—»e((f,.})

Pic’(A) —— Hom(A4, U(1))

Como E es no degenerada la aplicacion ¢y : a — E(a,.) es un isomorfismo de V'
con V* que manda A sobre A. Consideramos la forma hermitiana H* sobre V*
definida por H*(z,w) := H(¢5 (2), ¢ (w)). Desde Proposicion 3.4,3., el ntcleo
de ¢p es finito, entonces cp;Il(//i)/A es finito. Deducimos que un multiplo de H* es
una forma de Riemann y es no degenerada porque H lo es. O

Proposicion 3.6. 1. Tenemos A = A.
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2. Un morfismo de toros f: A1 — As induce un morfismo dual f : 121\2 — A\l Yy

f=1r.

3. El functor ” de la categoria de los toros es exacto.

Demostracion. Dejamos la prueba en ejercicio (o ver [1, §2.4]). O

3.3. DPolarizacion.

Definicién 3.7. Sea A una variedad abeliana. Una polarizacion sobre A es el dato
de la clase de un divisor amplio en NS(A), o de manera equivalente, es el dato
de una forma de Riemann H no degenerada. Digamos que (A, H) es una variedad
abeliana polarizada. Una polarizacion H es principal si P{(S(H)) = 1 y decimos en
este caso que (A, H) es principalmente polarizada.

Por Proposicion 3.4, una polarizacion [D] define una isogenia ¢p : A — A de
grado Pf(S(Hp)). En particular, si la polarizacion es principal, la correspondiente
isogenia es un isomorfismo.

Reciprocamente, una isogenia ¢ : A — A es un @p con D un divisor amplio si
y s6lo si ¢ es inducida por una aplicacién analitica ® : V — V* tal que la forma
Hg : V x V — C definida por H(z,w) = ®(z)(w) es una forma hermitiana definida
positiva.

Un morfismo (resp. una isogenia) f : (A, H) — (A4, H') de variedades abelianas
polarizadas es un morfismo (resp. una isogenia) f : A —» A’ tal que [f*D’] = [D]
(donde H' = Hp y H = Hp), es decirsi f : A=V/A - A" = V'/A proviene de
una aplicacion F : V' — V' tal que H'(F(z), F(w)) = H(z,w) para todos z,w en V.

Ejemplo 3.8 (Dimension 1). Toda curva eliptica es principalmente polarizada. En
efecto, si A = Zw; + Zws con (w1/wz) > 0, la forma real alternada E = 3(H)
asociada a la forma de Riemann H(z,w) = % tiene matriz (Pl é) en la base

)
(thUQ) de A.
Ejemplo 3.9. Con las notaciones de Ejemplo 1.10, A, es principalmente polarizada.

En dimensiéon > 1, un importante ejemplo de variedad principalmente polarizada
es dado por las jacobianas de curvas (ver Parte 2), pero no toda variedad abeliana
es principalmente polarizada, atn si tenemos el resultado siguiente:

Proposicion 3.10. Toda variedad abeliana polarizada es isdgena a una variedad
abeliana principalmente polarizada.

Demostracion. Sea (A, H) una variedad abeliana polarizada, A = V /A. Considera-
mos una base simpléctica (w1, ...,wz, de A con respecto a la forma alternada no
degenerada F = 3(H). Con las notaciones de Subseccion 2.3.2, consideramos el
nuevo reticulo de V' dado por A’ = Zd%wl + Zdiqwg +Zwgi1 + ... Zwag. Entonces, E
toma todavia valores enteros sobre A’ x A’ y tiene matriz de determinante 1 en la base
precedente de A’. Entonces el toro V /A’ es una variedad abeliana principalmente
polarizada e isogena a A. (Il

4. ENDOMORFISMOS DE LAS VARIEDADES ABELIANAS

Sea (A, H) una variedad abeliana polarizada. La isogenia ¢ = ¢g define un
elemento invertible en Endg(A).
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Definiciéon 4.1 (Involucion de Rosati). Para u € End(A) consideramos
ul = o710 € Endy(A).
Se puede ver que
Wht=u, (w+v) =u" +07 (wov)l =0l oul.
La anti-involucion inducida sobre Endg(A) es llamada involucidn de Rosati.

Para u € Endg(A) denotamos Tr(u) la traza del endomorfismo real de V' inducido
por u.

Teorema 4.2. La aplicacion (u,v) — Tr(uf ov) es una forma bilineal simétrica
definida positiva y racional sobre Endg(A).

Asi, si (A, H) es una variedad polarizada simple, B := Endp(A) es un algebra de
division de rango finito sobre Q, dotada de una anti-involucién f tal que Tr(ufu) > 0
para todo u # 0. Tales dlgebras de divisién han sido clasificados por Albert en 1930.

Sea K el centro de B y Ky el subcuerpo de los elementos fijos por fx. Como
B ®k K es un algebra de matrices, la dimensién de B sobre K es un cuadrado.
Ademas, pues T es una anti-involucion, [K : Ky] < 2. Denotamos

[B:K]=d* [K:Q]=e<2[Ks:Q].

Teorema 4.3 (Clasificacion de Albert). El cuerpo Kq es un cuerpo de nimeros

algebraico totalmente real y el par (B, T) es de uno de los tipos siguientes:

Tipol: B=K =K, (d=1) yT=id.

Tipo II: K = Ky y B es un dlgebra de cuaterniones indefinida'® sobre K (d =2).
La involuciont es de la forma ¥ = ax*a="' donde .* es la involucion usual
de B y a € B un elemento tal que a®> € K con a® totalmente negativo.

Tipo III: K = Ky y B es un dlgebra de cuaterniones definida'® sobre K (d = 2).
En este caso x' = x* es la involucion usual sobre B.

Tipo IV: [K : Ky] =2 y K es un cuerpo CM*. En el caso donde K = B, A es
una variedad abeliana CM por K.

Ademds, para todos los tipos, tenemos la restriccion de dimension: ed® | 2g. En
particular, para los tipos II y III tenemos 2e | g. Para el tipo I, tenemos e | g.

Observacion 4.4. Con estas restricciones respectadas, para cada uno de este tipo,
existe una variedad abeliana con el algebra de endomorfismos correspondiente, a
menos de dos excepciones para los tipos III y TV.

Para mas detalles el lector podra consultar [12, p. 186] o [1, §5.5 y cap. 9].

5. ESPACIOS DE MODULI

5.1. Matriz de periodos y condiciones de Riemann. Consideramos V un
C-espacio vectorial de dimensién g y A un reticulo en V. Sea e = (e, ..., ¢e4) una
C-base de V' y (w1, ...,wsq) una Z-base de A. La matriz II de los elementos w; en
la base e es llamada matriz de periodos. Una vez fijadas la base e y w, identificamos
V aC9%y A allZ* y entonces V /A = C29/T1Z*9.

125 sea B ®K R =~ M>(R) para toda inmersion K < R.
13

1

o0 sea B®xk R es el cuerpo de los cuaterniones para toda inmersiéon K < R.
des decir, por definicién, una extensiéon cuadratica totalmente imaginaria de un cuerpo de
nimeros totalmente real
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Teorema 5.1. El toro T =V /A es una variedad abeliana si y sélo si existe una
matriz J € Ms(Z) no degenerada alternada verificando las condiciones de Riemann:

(5.1) mJ~ ' =0
(5.2) i 1T > 0

Presentamos la prueba del teorema precedente como un ejercicio (Ejercicio 6.6).
Para una prueba completa (y entonces una solucion al ejercicio), el lector puede
referirse a [1, §4.2]. En Ejercicio 6.6, aparece que si V /A es una variedad abeliana,
entonces la matriz J es la matriz en la base w de una forma alternada no degenerada
con respecto a A (es decir J = (E(w;,w;))1<i,j<2g)-

Por ejemplo si A = V/A es principalmente polarizada y si elegimos para w

. . . S 0 I
una base simpléctica relativamente a la polarizacién, entonces J = (_ I, Oq) v,

con II = (II II) donde II;,II5 estan en M,(C), las condiciones de Riemann se
convierten en:

(5.3) I, 'T1; = IO, ',
(5.4) illy I, — 411, 11, > 0.

Se puede demostrar que Il es invertible y un cambio de base manda la matriz
de periodos (TI; TIy) sobre (7 I,) donde 7 = II;'TI; (ver Ejercicio 6.9, 1)). Las
relaciones de Riemann dicen entonces que 7 es simétrica de parte imaginaria (1)
definida positiva. Este observacion es el punto de inicio de la construccion del espacio
de moduli para las variedades abelianas complejas como sigue en Subsecciéon 5.2 y
en Ejercicio 6.9.

5.2. Espacios de mdéduli. En esta subseccién, nos interesamos en clasificar las
variedades abelianas principalmente polarizadas salvo isomorfismo.

Ejemplo 5.2 (Dimension 1). Consideramos el semi-plano de Poincaré H = {z €
C;3(z) > 0}. El grupo SLy(R) actiia sobre H por homograffas: (24) .z = gzzis
El cociente SL2(Z)\H tiene estructura de superficie de Riemann. La aplicacion
7 +— C/A; define una correspondencia biyectiva entre los puntos de SLo(Z)\H y las

clases de isomorfismo de curvas elipticas sobre C (ver [15, ap. C, §13]).

Vamos a enunciar un teorema analogo en dimensiéon g = 1. Denotamos por
A4(C) al conjunto de las clases de isomorfismos de variedades abelianas complejas
principalmente polarizadas. Observamos que A;(C) es simplemente el conjunto de
las clases de isomorfismo de curvas elipticas complejas, pues son todas principalmente
polarizadas. Denotamos por H, el semi-espacio de Siegel, es decir el conjunto de las
matrices 7 € My(C) simétricas tales que J(7) sea definida positiva (lo que denotamos
(1) > 0 por brevedad).

Denotamos por Spy, (K) = {M € GLgy(K); MJ'M = J} donde

_(0 I
7= (4, 8)
Sea (24) € Spy,(R). Entonces
(5.5) (ab).7:= (at +b)(er +d)™!

define una accion (a la izquierda) de Sp,y,(R) sobre H, (ver Ejercicio 6.8).
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Teorema 5.3. El cociente Spy,(Z)\H, tiene una estructura de variedad analitica
compleja. La aplicacion T — A, = CI/(Z9 + 779) define una biyeccion de H, hasta
Ay(C).

Ejercicio 6.9 demuestra la biyeccion. Ver [1, cap. 8] o [3, §VIIL.1]| para la prueba
completa, en un contexto atin mas general.

6. EJERCICIOS

Ejercicio 6.1. Sea A un reticulo de C. Consideramos la funciéon sigma de Weierstrass
definida por

(6.1) o(z):==z2 H (l—i)exp<i+;(f\)2>.

ACA\{0}

A\
1. Demostrar que (%) = —py donde la funcién p de Weierstrass es definida

en Ejemplo 1.5.
2. Verificar que pp es A-periddica.
3. Deducir que o es una funcion theta relativa a A.

FEjercicio 6.2. Sea T € My(C) simétrica tal que I(7) sea definida positiva. Conside-
ramos la funciéon definida por

(6.2) 0(z) = Z exp(in'mrm + 2in'mz)
meZ9
1. Demostrar que para todo m, ¢,k en Z9 y z € C9, tenemos
mrm+2m(z+0+7k) = (m+E)7r(m+k)+2 (m+k)z+2ml -2 %z —"k7k.
2. Deducir que para todo z € C9 y todo ¢, k en Z9,
0(z + € + 7k) = 0(2) exp(—2im kz — in k7k)
y que 6 es una funcién theta relativa a A, = Z9 4+ 7Z9.

Ejercicio 6.3. Demostrar que toda funcién theta que no se anula es una funcién
theta trivial.

FEjercicio 6.4. Consideramos el toro A, = C9/(Z9 + 7Z9) donde 7 € My(C) es una
matriz simétrica tal que $(7) es definida positiva (es decir un elemento de b,).
Demostrar que

H(z,w) = 23(7) o ((z,w) e CI x CY)
define una forma de Riemann no degenerada que induce una polarizacién principal
sobre A.. [Indicacion: verificar que E(m+7n, h+7¢) = 'nh— 'mf donde E = S(H).|

FEjercicio 6.5. Demostrar que una matriz I € M 24(C) es una matriz de periodos

es invertible. (Para una

II
de un toro complejo si y sélo si la matriz por bloques T

solucion, ver [1, Proposition 1.1.2, p. 9]).

Ejercicio 6.6 (Condiciones de Riemann). Adoptamos las notaciones de Subseccion
5.1: sea IT una matriz de periodos de un toro complejo T' = V /A con respecto a una
base ¢ de V' y una base w de A.
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1. Consideramos una forma alternada no degenerada F : A x A — Z, la
extendemos a CY = A @ R y consideramos H : CY x C9 — C definida por
H(z,w) = E(iz,w) +iE(z,w). Denotamos por J la matriz de F con respecto
a la base (w1, ...,wsy) de A es decir J = (E(w;,w;))1<i,j<2g-

a) Verificar que de la definicién de .J, tenemos que para todos x,y en R29,

E(llz,1ly) = Jy.

b) Consideramos la matriz por bloques

0 56

Verificar que I1L = 4II.

¢) Deducir que E(iz,iw) = FE(z,w) para todos z,w en CY si y soblo si
‘LJL = J. (Indicacion: como A @R =V = CY, se puede escribir z = Iz
y w = IIy con z,y en R29).

d) Concluir que H es una forma hermitiana si y sélo si I1J 1 T = 0.

e) Demostrar que si H es una forma hermitiana, entonces tiene matriz
2i(I1J 1 1) 1. Deducir que H es una forma hermitiana definida positiva
si y solo si 4I1J 1T > 0.

2. Usar las preguntas precedentes para demostrar Teorema 5.1.

Ejercicio 6.7. Sean A=V /Ay B =V’'/A" dos variedades abelianas de dimension
respectiva g y ¢'. Sea Il € M, 94(C) (resp. II' € My 2,(C)) una matriz de periodos
de A (resp. B) con respecto a la eleccion de bases de V' 'y A (resp. V', A’). Hacemos
las identificaciones A = C9/I1Z29 y B = C9 /I'Z29". Supongamos que f : A — B
es un morfismo de variedades abelianas. Denotamos por F' : C9 — CY el tnico
isomorfismo tal que F(A) ¢ A’ y F induce f. Denotamos por M € M, ,(C) la
matriz de F'y R = Myg 24(Z) la matriz de F'|5_ con respecto a las bases precedentes.
Demostrar que MII = II'R.

Ejercicio 6.8. Sea M = (21Y) € Spy,(R).
1. Demostrar que
Her +d)(ar +b) —Har + b)(cT +d) =7 — T = 2i3(7).
2. Con lo que precede, demostrar que si v es tal que (¢r + d)v = 0 entonces
S(r)v = 0.
Deducir que (cr + d) es invertible.
Denotamos 7/ := (at + b)(cT + d)~!. Demostrar que

3.

4.
(6.3) et +d) (7" =t7")(er +d) =0
(6.4) Qe +d) (7" ='7")(eT + d) = 2iS(7).

5. Deducir que (5.5) define una accion de Sp,,(R) sobre H,.
Ejercicio 6.9.

1. Sea A = V/A una variedad principalmente polarizada y w una base sim-
pléctica relativamente a la polarizacién. Denotamos por II = (II;II5) con
Iy € My(C) (k = 1,2), la matriz de periodos de w en una base e de V e
identificamos A con C9/TIZ?9 como en subsecciéon 5.1. Recordamos que Iy, ITy
verifican las condiciones de Riemann (5.3) y (5.4).
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a) Demostrar que (wi,...,wy) es una C-base del C-espacio vectorial V.
(Indicacién: considerar W el R espacio vectorial generado por wi, ... ,wq
y demostrar que W @iW = V.) Deducir que II; y II5 son invertibles.
b) Demostrar que 7 := IT; 'TI; € H,,.
¢) Demostrar que la multiplicacion por la matriz IT, * € GL,4(C) induce un
isomorfismo de variedades abelianas polarizadas desde C9/11Z% ~ A
hasta A, = CI/A\, = C9/(r 1,)Z*9.
2. Sea (24) € Spy,(Z), 7€ Hygy 7 = (¢4) .7 = (a7 + b)(cT +d) ' € H,.
Demostrar que

(7' Ig) = (e +d)7H(r Ig)t@ Z> |

Deducir que la multiplicacién por {cr + d)~! induce un isomorfismo de
variedades abelianas (principalmente) polarizadas desde A, = C9/A; hasta
A =CI/A .

3. Sean 7,7’ en H, tales que A, y A,/ son isomorfas como variedades abelianas
polarizadas. Denotamos por F' : C9 — CY el anico isomorfismo tal que
F(Ay) € A,y Finduce f : A =5 A,. Denotamos por M € GLy(C) la
matriz de F' en la base canoénica de C9 y R € Myy(Z) la matriz de F|a,
en las bases simplécticas dadas por las matrices de periodos (71,) y (7' I4)
respectivamente. Recordamos que M (7 1) = (7' I;)R.

Demostrar que ‘R esta en Spy,(Z) y que 7/ = ‘R.7.

Parte 2. Variedades abelianas: Geometria

Por varias razones queremos poder utilizar variedades abelianas sobre cualquier
cuerpo K. Si la caracteristica de K es cero, podemos en parte utilizar el principio
de Lefschetz. Si A es definida sobre K entonces es definida sobre un subcuerpo
Ky c K, que es de tipo finito sobre Q, y se puede considerar una inyeccion Ky < C
y considerar A como una variedad abeliana compleja. Sin embargo este principio es
inaplicable cuando la caracteristica de K es positiva, por ejemplo cuando K es un
cuerpo finito. Ademas cuando, por ejemplo, K es un cuerpo de nimeros, queremos
guardar las propiedades aritméticas, es decir que A(K) es un grupo (lo que no es
obvio si se mira A(K) como un subconjunto de A(C)) y, por ejemplo, considerar la
accion del grupo de Galois G := Gal(K/K) sobre A(K). Veremos que se puede
recuperar algebraicamente casi toda la geometria compleja como dualidad, formas
de Riemann, con estructuras mas ricas.

Aviso. Esta parte requiere algin entendimiento del vocabulario bdsico de geometria
algebraica: variedades, cuerpo de funciones de una variedad, morfismos, dimension,
puntos lisos y singulares, divisores (Weil, Cartier) y fibrados (de linea) tal como
estdn presentados por ejemplo en los dos primeros capitulos de [5] o la parte A de [7].
En la seqgunda seccion de esta parte damos una breve descripcion sobre las nociones
de divisores y fibrados.

7. GRUPOS ALGEBRAICOS

Repetimos en el contexto de la geometria algebraica la definicién vista en el inicio
del curso.
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Definicion 7.1. Un grupo algebraico sobre un cuerpo K es una variedad algebraica
G junto con morfismos definidos sobre K, multiplicaciéon mg : G xx G — G,
inversion invg : G — G y un elemento e € G(K) que satisfacen los axiomas de
grupos usuales.

Una variedad abeliana definida sobre un cuerpo K es un grupo algebraico sobre
el cuerpo K que, ademés, es una variedad proyectiva.

Observamos que la estructura de grupo algebraico produce aplicaciones naturales:

= traslaciones por un elemento x € G que denotamos t, : G — G (cuando G no

es conmutativo, por supuesto, hay dos tipos: traslaciones a la derecha y a la
izquierda); la aplicacion ¢, es biyectiva con inverso tiny (z)-

La “multiplicacion por [n]” es definida inductivamente por [0](z) = eg,
[1](z) = z, [-1](z) = invg(z) y finalmente la relacion de recurrencia [n](x) =
ma(z, [n—1](x)). Observamos que [n] es un homomorfismo sélo cuando G es
conmutativo. Sin embargo en todos casos la diferencial d[n]., : Tan., (G) —
Tan., (G) es simplemente la multiplicacion por n, asi observamos que, cuando
n es coprimo con la caracteristica del cuerpo K, la aplicacion [n]g : G — G
define un morfismo finito separable y en particular sobreyectivo.

Ejemplo 7.2. Es facil dar ejemplos de variedades afines con una ley de grupo.

1.

2.

(Grupo G,) La linea afin G := A! con la adicion A! x Al — Al el elemento
0 € AY(K) y la aplicacion inv(z) = —z es un grupo algebraico affn.

(Grupo G,,) La linea afin pinchada G := A!\{0} con la multiplicaciéon
G x G — @ definida por (z,y) — zy, el elemento 1 € G(K) y la aplicacion
inv(z) = 27! es un grupo algebraico afin.

(Grupo GL,,) La variedad afin de las matrices de tamano n x n con de-
terminante no nulo G := A”Q\{det = 0} con la multiplicacién de matrices
G x G — G, el elemento identidad I,, € G(K) y la aplicacion inv(M) = M~}
es un grupo algebraico afin. Otros ejemplos pueden ser dados como subgrupo
de GL,,: grupo especial SL,,, grupo simpléctico, grupo ortogonal, etc. Debido
a su importancia para las variedades abelianas, detallamos el ejemplo del

grupo de las similitudes simplécticas. Denotamos J = J, = (—OIg Iog> la
matriz antisimétrica de tamano 2g x 2g y definimos
GSpy,, := {M e GLy, |Ip = p(M) € G, tal que "MJIM = pJ}
Este grupo puede ser colocado en una sucesiéon exacta
0 — Spy, = GSpy, 5 Gy — 0,

donde Sp,,, es el subgrupo de isometrias simplécticas (que cumplen pu(M) =

1).

Ejemplo 7.3. Es mas dificil construir ejemplos de grupos algebraicos proyectivos.
El primer ejemplo de grupo algebraico proyectivo es una curva eliptica, o sea, una
curva de género 1 con un punto marcado. Veremos que una curva de género g > 2
corresponde a una variedad abeliana de dimensién g, su jacobiana.

1.

(curvas elipticas [6, 15, 16]) Se puede representar como una ctbica plana;
damos la ecuacion cuando la caracteristica del cuerpo K es diferente de 2 y
3:

E={(z:y:2)eP?|zy® = 2® + axz® + b2}
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con la condicién para que la curva sea lisa A := 4a® — 27b% % 0. El elemento
neutro es el “punto en el infinito” (0: 1 : 0) el inverso es dado por [—1](z : y :
z) = (z: —y: 2) y se puede describir la adiciéon con la regla: P+ Q + R =0
siy solo si P, @, R estén alineados.

2. El producto de dos variedades abelianas es claramente una variedad abeliana.
En particular, si Ey,..., Ey4 son curvas elipticas, el producto Ey x --- x Eg
es una variedad abeliana de dimension g.

3. (Jacobianas de dimension 2 [7, 13]) Veremos que se puede asociar a cada
curva de género g una variedad abeliana (un grupo algebraico proyectivo) de
dimensién g, llamada jacobiana. La descripciéon en el caso g = 2 puede ser
dada concretamente. Una curva de género 2 es siempre hipereliptica, es decir
existe un morfismo finito de grado dos 7 : C' — P! con una involucién canénica
t:C — C tal que mor = 7 (si la curva es dada por una ecuacion y? = f(x)
la involucién canonica es simplemente ¢(z,y) = (x, —y)). Consideramos la
superficie X = C x C'/Ss cociente de C' x C por el grupo Sz generado por
o(Py, Py) = (Pa,Pp). Los puntos de la superficie X pueden identificarse
con divisores efectivos de grado 2 sobre C; la superficie contiene la curva
L = {[(P,u(P))] | P € C} que es isomorfa a P! y se puede contraer'® en un
punto 7 : X — J; méas precisamente si 0 € J es el punto tal que w(L) = {0},
la aplicacion 7 es un isomorfismo de X\L sobre J\{0} que manda L sobre
el punto 0. La variedad algebraica J es una variedad abeliana, se puede
definir una ley de grupo asi. Escogemos 0 como elemento neutro y denotamos
Dy = [(P,¢(P)] un divisor que lo representa, para Dy, Dy divisores efectivos
de grado 2 existe un divisor efectivo D3 tal que Dy + Do ~ D3 + Dy y se
define [D1] + [D2] := [Ds3]; en general D3 es tnico (salvo cuando D3 ~ Dy).
El inverso se obtiene con inv([D]) = [¢(D)].

Lema 7.4 (Lema de rigidez). Sea X variedad proyectiva, Y, Z variedades algebraicas
y f: X xY — Z un morfismo. Si [ es constante sobre un trozo X x {yo}, entonces
es constante sobre todo trozo X x {y}. Si ademds fes constante sobre un trozo
{zo} X Y, entonces f es constante.

Demostracion. Ver |7, Lema A.7.1.1, p. 119] o [12, p. 43]. O

Observamos que la proyectividad de X es esencial para el lema. Por ejemplo la
aplicacion f : Al x Al — Al definida por f(x,y) = xy es constante sobre A x {0}
y {0} x A! pero no es constante. La primera consecuencia es el siguiente teorema
que corresponde, sobre C, a la Proposicion 1.3.

Teorema 7.5. Una variedad abeliana es un grupo algebraico conmutativo. Mds
generalmente un morfismo ¢ : A — B entre dos variedades abelianas que cumple
que ¢(ea) = ep es un homomorfismo.

Demostracion. Sea ¢ : A — B, introducimos f(x,y) = ¢(xy) inve(p(y)) invg(H(x)).
Observamos que f(ea,) = $(eay) inv(6(y)) inva(d(ea)) = ¢(y) inva(6(y)) = e
e igualmente f(z,e4) = ep. El lema de rigidez implica que f(x,y) = ep y entonces
que ¢ es un homomorfismo: ¢(zy) = ¢(x)P(y). Aplicando esto a ¢ = inv 4, vemos
que para todos x,y tenemos inv 4 (xy) = inv4(x) inv 4(y), lo que es posible solo si A
es conmutativo. O

L5para verificar este punto, invocamos el criterio de Castelnuovo (|5, Teorema 5.7, p. 414]) y
verificamos que L es una recta = P! con auto-intersecciéon L - L = —1, ver ejercicio 1.
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Teorema 7.6 (Weil). Sean X una variedad lisa y A una variedad abeliana, sean U
un subconjunto abierto no vacio (denso) de X y ¢ : U — A un morfismo. Entonces
se puede extender ¢ a un morfismo de X hacia A.

Demostracion. Ver |7, Corolario A.7.1.4, p. 120]. O

La importancia de este resultado viene del hecho que una inclusién de cuerpos de
funciones i : K(A) — K(X) induce automaticamente un morfismo f : X — A tal
que f* =14, y no s6lo una aplicaciéon racional.

8. DIVISORES DE WEIL Y CARTIER, FIBRADOS DE LINEA

En esta seccion describimos sucintamente y sin demostraciones las varias nociones
de divisores y fibrados (de linea) en geometria algebraica.

8.0.1. Divisores de Weil. Sea X una variedad algebraica, un divisor de Weil D
es una combinacién lineal de hipersuperficies con coeficientes enteros. En otros
términos se puede escribir:

D=>'nzZ,
Z

donde Z recorre las subvariedades de codimensiéon 1 de X y nz € Z, con la condicién
que los coeficientes nz sean casi todos nulos. Se define la adicién de dos divisores,
sumando los coeficientes. El divisor D es efectivo o positivo si para todos los
coeficientes ny = 0. Se escribe D; > Dy cuando Dy — D9 = 0. Los divisores de Weil
de una variedad algebraica forman un grupo denotado Div(X).

Sea f : X — Y un morfismo dominante de variedades algebraicas, es decir
que la imagen f(X) no esta contenida en ninguna hipersuperficie de Y. Para una
hipersuperficie Z en Y, la imagen reciproca 2’ = f~1(Z) = {w € X | f(z) € Z} es
una hipersuperficie de X. Se define entonces f*Z = dZ’ donde d es la multiplicidad.
Observamos que la aplicacion

f*:Div(Y) — Div(X),

que es un homomorfismo de grupos, es bien definida solo cuando f es dominante.
Cuando f € K(X)* es una funcion racional (no nula), se puede definir el divisor
de la funcion f como la diferencia de sus ceros con sus polos, o sea:

div(f) == > ordy (£)Y,

donde ordy (f) es el orden de anulacion de f segin Y (es positivo si f se anula sobre
Y y es negativo si f tiene un polo sobre Y). Tenemos

div(fg) = div(f) + div(g)

y asf los divisores div(f) forman un subgrupo P(X) llamado el subgrupo de los
divisores principales. Se nota CI(X) el cociente Div(X)/P(X).

Ejemplo 8.1. Escogemos X = P", una hipersuperficie Y < P™ es definida por una
ecuacion F' = 0, donde F' es homogéneo de grado d. Se obtiene un homomorfismo
grado de Div(P™) hacia Z que manda Y = Z(F) sobre d = deg(F'). Si Y’ es definida
por un polinomio F” de grado d, observamos que la funcién racional f := F'/F tiene
como divisor div(f) =Y’ =Y. Concluimos que CI(P") = Z.
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8.0.2. Divisores de Cartier. Para definir un divisor de Cartier sobre X escogemos
un recubrimiento de abiertos {U;};cr con funciones racionales f; € K(U;)* tales que
fifjfl no tenga polos ni ceros en U; n Uj; o sea, tenemos que fifjfl e OU; nU;)*.
Identificamos dos datos {(U;, fi)}ier v {(Vj,95)}jes cuando ﬂ-gj_1 es regular sin
ceros sobre U; N V;; un divisor de Cartier es un tal dato {(Uj, fi)}ier modulo esta
equivalencia.

La adicion de dos divisores de Cartier es definida por

{(Uis fi)bier + {(Vi,95)}jes = {(Ui 0 Vj, figi)bagyerxs

Un divisor de Cartier D = {(U,, fi)}ier es efectivo si las funciones f; son regulares
sobre U;; el soporte supp(D) de D es la uniéon de los ceros y polos de las funciones
fi- Un divisor de Cartier es principal si es de la forma div(f) = (X, f). Los divisores
principales forman un subgrupo de los divisores de Cartier. El grupo de clases de
divisores de Cartier es denotado CaCl(X).

Cuando f : X — Y es un morfismo, definimos la imagen reciproca de D =
{(Ui, fi) }ier como

D ={(f 1 (U), fio }ier,

en particular si D = (Y,g), tenemos f*D = (X, g o f). Esta definicién solo es
correcta cuando f(X) no esta contenido en supp(D) pero observamos que se puede
facilmente remplazar D por D’ ~ D tal que D cumpla la condicién; de hecho basta
remplazar D = {(U;, f;)}ier por D' = {(U;, f,-fj_l)}iel para mover el soporte fuera
de U; . Asi se puede definir

f*:CaCl(Y) - CaCl(X).

Resumimos esto de la manera siguiente, CaCl es un funtor contravariante, pues
tenemos claramente que si f1 : X > Y y fo : Z — X son morfismos, (f; o fo)* =
f3 o ff

Ejemplo 8.2. Escogemos X = P" si D = {(Uj, fi)}ier es un divisor de Car-
tier efectivo, podemos suponer que cada U; es contenido en uno de los abiertos
canonicos V; = {x € P" | z; + 0} y entonces podemos ver f; como un poli-
nomio en xo/x;,...,Ty/z;. Se demuestra facilmente que la condicién de recubri-
miento implica que los f; son las deshomogeneizaciones de un polinomio homo-
géneo F. Concluimos nuevamente que CaCl(P") = Z. Si ¢ : P™ — P" es un

morfismo dado por polinomios homogéneos (Fy, ..., F,) de grado d, la aplicacion
¢* 1 Z = CaCl(P") - CaCl(P™) = Z es dada por n — dn (Ejercicio).

8.0.3. Fibrados de linea. Como s6lo usaremos “fibrados de linea”; después de un
tiempo hablaremos simplemente de “fibrados”.
Un fibrado de linea sobre X es una familia continua de lineas parametrizada por
X. Mas precisamente es un morfismo p : E — X tal que
» La fibra E, := p {2} es un espacio vectorial de dimension 1.
= La fibracién es localmente trivial, es decir, que se puede recubrir X con
abiertos U; sobre los cuales Ey, = p~LU; es trivial, existe isomorfismos ¢;
que transforman p en la primera proyeccién p; : Uy x A' — U;; en diagrama
Ey —2is U, x Al

i

A

Ui
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Seap: E— X yp : E"— X'dos fibrados de linea. Un homomorfismo de fibrados
de linea es un morfismo ¢ : £ — E’, combinado con un morfismo ¢ : X — X',
tal que ¢, : E, — E;(m) sea lineal, y tal que ¢, ¢ conmuten con los morfismos
definiendo los fibrados, es decir que el siguiente diagrama sea conmutativo

¢

E—-F'

Pl lp'
Sy
X—X

Generalmente se identifican dos fibrados isomorfos.

Ejemplo 8.3. La variedad X x A' con la primera proyeccién es un fibrado llamado
fibrado trivial. Consideramos la aplicacion cociente 7 : A"*1\{0} — P que define
P, podemos construir un fibrado sobre P™

E={(z,0) eP" x A" |v=00n(v) =z} - P
Este fibrado no es trivial, en la notacion clasica de Serre es el fibrado O(—1).

Una seccion de un fibrado p : £ — X es un morfismo s : X — FE tal que
pos=idyx. El conjunto de las secciones de un fibrado forman un espacio vectorial
denotado I'(X, E) (o también H°(X, E)). La propiedad méas importante es que,
para una variedad proyectiva X, el espacio I'(X, E) es de dimension finita. Cuando
I'(X,E) + {0} es de dimension n + 1, se puede definir una aplicaciéon racional
Op: X > PI(X,E) = P" por la formula ®g(x) = (so(z),...,s.(x)), donde los
s; forman una base de I'(X, E).

La suma de dos fibrados de linea E'y E’ sobre X es definida como el morfismo
E" — X tal que las fibras sean el producto tensorial de las dos fibras (E"), =
E, ® E!. La imagen reciproca por un morfismo ¢ : ¥ — X de un fibrado es
el producto fibrado f*F = Y xx FE; al nivel de conjuntos, se puede describir
como {(y,v) € Y x E | f(y) = p(v)}; las fibras de p’ : f*E — Y son tales que
(¢*E)y = Ey(y)- Se puede describir la construccion con el diagrama

f*E——F

| )

Y —X

Notacion 8.4. Para denotar la suma de dos fibrados £ y M sobre X utilizaremos
dos notaciones: L& M o L + M. De la misma manera denotamos £®" o £L" o nL
la suma de £ con si mismo n veces.

El dual de un fibrado p : E — X es el fibrado p : E — X tal que E, sea el dual
(como espacio vectorial) de E,.

Las clases de isomorfismo de fibrados de linea sobre X, con la suma (producto
tensorial) forman un grupo llamado el grupo de Picard de X y denotado Pic(X); el
inverso de E es su dual. La asociacion X — Pic(X) es un funtor contravariante, a
cada morfismo f : Y — X, corresponde un homomorfismo de grupos f* : Pic(X) —
Pic(Y), y tenemos también (f1 o f2)* = f5f o ff.

Comparacion de los grupos Ci(X), CaCl(X) y Pic(X). Estos no son idénticos en
general pero estan estrechamente vinculados y, en muchos casos, isomorfos.
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Describimos una correspondencia entre (clases de) divisores de Cartier y de
Weil. A un divisor de Cartier D = {(Uj, f;)}ier se asocia la familia de divisores
de Weil principales Dy, = div(f;) y se observa que la condiciéon f; fj*1 e O(U; n
U;)* permite pegar estos divisores de Weil en un divisor de Weil global sobre
X, que por tanto no es necesariamente principal. Se obtiene asi una aplicacién
A CaCl(X) — Cl(X). Esta aplicacion es siempre un homomorfismo pero no precisa
ser ni inyectiva, ni sobreyectiva en general. Por ejemplo, cuando X es singular,
puede existir hipersuperficies Y en X, pasando por un punto x, que no pueden ser
definidas en una vecindad de x por una ecuacioén.

Describimos la correspondencia entre fibrados y (clases de) divisores de Cartier.
Se puede reconstruir un fibrado pegando sus pedazos Ey, =~ U; x Al a través de los
diagramas

bi

Uj X Al 5 EUj 0 EUiji C EUi Ul X Al
J

N LA

Uj<—)U]ﬁU1(—>UZ

es decir consideramos ¢jo¢; ' : (U; nU;) x A — (U; nU;) x A' que debe escribirse
(x,v) — (z, fij(x)v) con una funcién f;; regular e invertible sobre U; n U; (tales
fij se llaman funciones de transicion del fibrado E). Vemos que un divisor de
Cartier D = {(U;, f;) }ier define un fibrado, escogiendo como funciones de transicion
fij = fifj_l. Reciprocamente, si s : X — E es una seccion, s proporciona U; >

Ey, 2 U; x Al que tiene la forma z — (z, f;(z). Entonces una seccion de E
define una familia (U;, f;) y un divisor de Cartier. Se obtiene asi una aplicacion
k: CaCl(X) — Pic(X).

Teorema 8.5. Sea X una variedad (irreducible), el homomorfismo & : CaCl(X) —
Pic(X) es un isomorfismo. Sea X una variedad (irreducible) lisa, el homomorfismo
A: CaCl(X) — Cl(X) es un isomorfismo.

En el caso de una curva proyectiva lisa C, tenemos la aplicacién grado que asocia
a un divisor D = » .~ npP su grado deg(D) = > p.» np y se obtiene una sucesion
exacta

(8.1) 0 —> Pic’(C) —> Pic(C) 87 — 0

Cuando C' = P! tenemos Pic’(C) = 0 y Pic(C) = Z, pero cuando C no es una
curva racional, el grupo Pic’(C) no es trivial y ademas tiene una rica estructura,
precisamente de variedad abeliana de dimensién el género de C'. Esta sucesion exacta
se generaliza a variedades de dimensiéon mayor de la forma siguiente. Si X es una
variedad lisa proyectiva tenemos una sucesiéon exacta analoga

(8.2) 0 — Pic’(X) — Pic(X) — NS(X) — 0

donde Pic’(X) es el subgrupo de los fibrados (o clases de divisores) que se puede
deformar algebraicamente en el fibrado trivial, y NS(X) es el grupo de Néron-Severi.
Dos caracteristicas permanecen: el grupo NS(X) es un grupo de tipo finito (pero no
es necesariamente isomorfo a Z) y el grupo PicO(X ) es el grupo de puntos de una
variedad abeliana.
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Terminamos este preliminar geométrico con una generalizacién del teorema clasico
de Bézout dos curvas planas proyectivas de grado di y do se intersectan en dids
puntos (contados con multiplicidades).

Teorema 8.6. Sea X wuna variedad lisa proyectiva de dimension n. Ezxiste una
unica aplicacion multilineal simétrica:
Pic(X) x --- x Pic(X) — Z
(£17~-~7En) = (ﬁlﬁn)

tal que, si L; corresponde a hipersuperficies Y; que se intersectan transversalmente,
el numero (L --- Ly,) es igual al nimero de puntos de Y1 n---nY,,.

9. FIBRADOS DE LINEA SOBRE VARIEDADES ABELIANAS

Empezamos con dos resultados generales describiendo fibrados de linea sobre
productos de variedades proyectivas. Como s6lo usaremos “fibrados de linea”, después
de un tiempo hablaremos simplemente de “fibrados”.

Teorema 9.1 (Teorema del subibaja). Sean X, Y wariedades y sea L un fibrado de
linea sobre X x Y. Denotamos p1, p2 las dos proyecciones de X XY y para cada
ze X (resp. y €Y ), denotamos i, (y) = (x,y) (resp. j,(z) = (x,y)). Suponemos que
para cada x € X, tenemos it L trivial, entonces existe M, un fibrado de linea sobre
X tal que L = pf M. Si, ademds, existe yo € Y tal que j,; L sea trivial, entonces L
es trivial.

Demostracion. Ver [7, Lema A.7.2.3, p. 123] o [12, Corolario 6, p. 54]. O

Teorema 9.2 (Teorema del cubo abstracto). Sean X, Y, Z tres variedades pro-
yectivas y xo, Yo, 20 puntos sobre ellas. Sea L un fibrado sobre X xY x Z con la
propiedad de tornarse trivial cuando se le restringe a {xo} x Y x Z, X x {yo} x Z,
X xY x {20}, entonces L es trivial sobre X xY x Z.

Demostracion. Ver [12, p. 55]. O
Se deduce facilmente el teorema siguiente

Teorema 9.3 (Teorema del cubo para variedades abelianas). Sea A una variedad
abeliana y L un fibrado sobre A. Para cada subconjunto I  {1,2,3} denotamos
sp(@y, w2, x3) = X ,cp ;- El siguiente fibrado es trivial sobre A x A x A:

Z (—)HlstL = 0.
4z

Demostracion. Llamamos Cubo(£) al miembro izquierdo de la ultima igualdad.

Aplicamos Teorema 9.2 mostrando que Cubo(L) restringido a A x A x {0} es trivial;

notando simetrias tendremos también que Cubo(L) es trivial sobre los dos trozos

Ax {0} x Ay {0} x A x A. Si denotamos i(z,y) = (x,y,0) tenemos s123 0% = s12 014

y también sg93 04 = 8501, S12007 =81 01y s30i = 0; asi la formula deseada cumple
i*(Cubo(L)) = i*(sToL — 1oL — s5L — sTL + sTL + s5L) = 0.

O

Corolario 9.4. Sea f, g, h tres morfismos de X hacia una variedad abeliana A y
L un fibrado sobre A. El siguiente fibrado es trivial sobre X :

(fHg+h)*L—(f+9)*"L—(g+h)*L—(f+h)* L+ f*L+g*L+ f*L=0.
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Demostracion. Considerando (f,g,h) : X — A3, la igualdad anterior es equivalente
a la formula (f, g, h)*(Cubo(L)) = 0. O

Aplicando Corolario 9.4 con X = A y las aplicaciones f = [n], g = [1] = ida,
h = [—1], obtenemos
[R]*L — [n+ 1]*L—[0]*L — [n —1]*L + [n]* L+ L+ [-1]*L = 0.
Por induccion deducimos

Lema 9.5 (Mumford). Sea £ un fibrado sobre una variedad abeliana A. Tenemos:

(9.1) [n]*L = ”2; Ly "22_”[—1]*,5.

En particular si L es simétrico (es decir [—1]*L = L) tendremos
(9.2) [n]*C ="

Si L es antisimétrico (es decir [-1]*L = L) tendremos

(9.3) [n]*L =L

Para el corolario siguiente utilizamos la nocién de niimero de intersecciéon de n
divisores (o fibrados) sobre una variedad proyectiva de dimension n.

Corolario 9.6. Sea A una variedad abeliana de dimension g; la multiplicacion [n] 4
es un morfismo finito de grado n?9.

Demostracion. Escogemos un fibrado amplio y simétrico £, el ntiimero de interseccion

(ver Teorema 8.6) (£)? := (L----- L) > 0 y calculamos ([n]*£) = (n?L£)9 =

n?9(L)9 = deg([n])(L£)9. Como el fibrado £ es amplio, (£)? > 0 y concluimos. [
Con respecto a traslaciones, la propiedad mas importante es la siguiente.

Teorema 9.7 (Teorema del cuadrado). Sea A una variedad abeliana y £ un fibrado
sobre A. La aplicacion ¢p : A — Pic(A) definida por ¢o(z) == t* LR L' es un
homomorfismo de grupos.

Demostracion. Sigue de aplicar Corolario 9.4 con f(z) = x, g(z) = ay h(z) =b. O
Definicion 9.8. El grupo Pic’(A) es el subgrupo de los £ € Pic(A) tales que
¢c =0.

Observamos que, utilizando el teorema del cuadrado, vemos que t*£ ® L7 €
Pic’(A). En particular el homomorfismo ¢, toma valores en Pic’(A).

Proposicién 9.9. Un fibrado L es antisimétrico, i.e. [—1]*L = L™, si y sdlo si
(9.4) 87 oL = pi L +p5L en Pic(A x A),
si y sdlo si L € Pic’(A), es decir si K(L) = A.
Un fibrado L es simétrico, i.e. [—1]*L = L, si y sdlo si
8T oL+ df oL = 2p} L + 2p5 L en Pic(A x A)

donde se uso las notaciones si2(x1,x2) = @1 + 22, di2(x1,22) = 21 — T2 ¥
pi(z1,22) = ;.
Demostracion. Ver [7, Proposiciones A.7.3.2 y A.7.3.3, p. 129]. O

Observamos que, sobre el cuerpo C, las formulas precedentes se pueden demostrar
facilmente, representando un fibrado a través del teorema de Appell-Humbert
(teorema 3.1).
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10. POLARIZACION, ISOGENIA, VARIEDAD DUAL

10.1. Isogenias. Recordamos que, en el “mundo” de la caracteristica p, una
extension finita de cuerpos L/K se descompone en una parte separable y una parte
inseparable. De la misma manera un morfismo finito ¢ : X — Y se descompone en
una parte separable y una parte inseparable y tenemos deg ¢ = deg,,, ¢. deg;,, ., ¢-
La definicién siguiente corresponde, sobre C, a la Definiciéon 1.13.

Definicion 10.1. Una isogenia o : A — B entre dos variedades abelianas es un
homomorfismo que cumple:

= El nicleo de « es finito.

= El homomorfismo « es sobreyectivo.

= Tenemos dim A = dim B.

Definicion 10.2. El grado de una isogenia o : A — B es su grado como morfismo
finito, es decir deg(a) = [K(A) : o*(K(B))]. Cuando la isogenia es separable

tenemos deg(a) = |(ker ) (K)|; en el caso general, si p° es el grado de inseparabilidad

de la extension K (A)/a*(K(B)), tenemos deg(a) = p°|(ker o) (K)|.

De hecho dos de las tres propiedades implican la tercera. El principal ejemplo
de isogenia es la multiplicacién por un entero n # 0, pero otro ejemplo clave es el
llamado Frobenius que sblo existe en caracteristica p.

Definicion 10.3. Sea X una variedad (proyectiva) definida sobre un cuerpo K de
caracteristica p. El Frobenius de X es el morfismo definido en coordenadas por

Frobx (zg,...,xn) == (xf,...,2)
Su imagen es una variedad también definida sobre K y denotada X (@),

Observacion 10.4. La definiciéon no depende de las coordenadas; ademés si X es
definida sobre el cuerpo finito F,, tenemos X (P) = X. El Frobenius es el ejemplo
tipo de morfismo inseparable, es decir que la extension K (X)/Frob% (K (X)) es
una extension finita puramente inseparable (de grado pd™X). Observamos que la
diferencial (d Frobx), : Tan,(X) — Tanﬁobx(r)(X(p)) es la aplicacion nula.

Teorema 10.5. Sea A una variedad abeliana de dimension g sobre un cuerpo K.
Para todo n % 0 la multiplicacion [n] = [n]a es una isogenia de grado deg[n] = n?9.
= Sicar(K) =0 o car(K) = p no divide n, entonces ker[n]_(l_() =~ (Z/nZ)%9.

w Sicar(K) = p, existe r = r4 € [0,g] tal que ker[p™|(K) = (Z/p™Z)". El
entero r4 se llama el p-rango de A.

Demostracion. Utilizaremos el siguiente lema elemental de grupos (ejercicio).

“Un grupo conmutativo de cardinal n” y tal que para todo m divisor de n, el
cardinal de los elementos cancelados por m es igual a m” es necesariamente isomorfo
a (Z/nZ)"”

Esta observacion es suficiente cuando p = car(K) no divide n, porque entonces
la diferencial es una aplicaciéon inyectiva y la isogenia es separable. Cuando n = p =
car(K) la diferencial es nula y se puede deducir que [p] se factoriza a través del
Frobenius, es decir existe una otra isogenia ¢ V : A®) — A tal que [p] = V oFrobg.
De hecho el homomorfismo de cuerpos K(A) — K(A) dado por f — f o[p] tiene
imagen contenida en K (A)? = K(A®)) y obtenemos una inyeccion K (A) — K(A®)

1613 letra “V” es tradicional y corresponde a la palabra alemana Verschiebung.
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que corresponde a un aplicacién racional V : A®) — A tal que V o Frob = [p].
Ademas el Teorema 7.6 nos dice que V es un morfismo. Tenemos p?9 = deg[p] =
degV degFroby = p?degV, asi degV' = pY. Suponemos que deg;,., V' = p*, con

s € [0, g] entonces deg;, o, [p] = p*T9 y ker[p](K) tiene p9~* elementos. El teorema
sigue con r = g — s. (I

Notacion 10.6. Denotaremos A[n] al grupo finito ker[n]4(K) de puntos de torsion
cancelados por n.

El lema siguiente contiene el hecho que, como sobre C (Lema 1.19) la relacion de
isogenia es simétrica y también que una isogenia es “invertible después de tensorizar

por Q.

Lema 10.7. Sea ¢ : A — B una isogenia de grado d entre variedades abelianas
definidas sobre K. Entonces existe otra isogenia ¢ : B — A tal que po ¢ = [d]a y

$pod=[dp.

Demostracion. Damos la prueba cuando la caracteristica de K no divide d. Tenemos
claramente en este caso ker ¢ c A[d]. La imagen del homomorfismo de cuerpos
K(A) - K(A) dado por f — fol[d] se puede identificar con K (A)¥*[4 (el subcuerpo
fijado por los elementos de ker[d] actuando por traslaciones). De la misma manera,
el homomorfismo de cuerpos K(B) — K(A) dado por h +— h o ¢ permite identificar
K(B) con K(A)k¢. Observamos que K(A) =~ K(A)kld c K(A)kre =~ K(B).
Ahora esta aplicacion corresponde a una inyeccién h — h o é por una aplicacion
racional ¢ : B — A ; ademas ¢ es un morfismo gracias a Teorema 7.6. Por construc-
cion tenemos ¢ o ¢ = [d] 4 entonces ¢popod = ¢o[dla = [d]s o ¢. Asi, como ¢ es
sobreyectiva, vemos que ¢ o ¢ = [d] . O
Definicion 10.8. Si £ es un fibrado de linea sobre una variedad abeliana A,

denotamos K (L) el nicleo del homomorfismo ¢, : A — Pic®(A) dado por ¢, (z) =
L@ L

Teorema 10.9. Sea L un fibrado de linea, amplio sobre una variedad abeliana A,
el grupo K (L) es finito.

Demostracion. Ver [7, Teorema A.7.2.10, p. 127] o [12, p. 77]. O

10.2. Variedad abeliana dual y polarizaciones. Enunciamos ahora la versiéon
algebraica de la variedad abeliana dual (ver Subseccion 3.2 sobre C); se trata de
formalizar la idea que el grupo PicO(A) es el grupo de puntos de una variedad
abeliana.

Definicion 10.10. Una variedad abeliana dual de A es una variedad abeliana B
con un fibrado (llamado fibrado de Poincaré) P € Pic(A x B) que verifica que los
dos homomorfismos:

B — Pic’(A) A — Pic’(B)

b +— Ji y a ixp
son biyecciones (donde jy(a) = (a,b) = i4(b)).
Teorema 10.11. La variedad abeliana dual de A existe y es unica (salvo isomorfis-
mo); es denotada A.

Demostracion. Ver [12, §IIL.13]. O
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Cuando tenemos un fibrado £ amplio sobre A, se puede construir A como
el cociente A/K(L). En el caso K(L£) = 0, que corresponde a una polarizacion
principal, tenemos A = A y el divisor (fibrado) de Poincaré se puede describir como
P = s{yL—piL—p; .

Para merecer el nombre de dual, tenemos la propiedad que A=A En general A
no es isomorfa a A pero hay isogenias particulares llamadas polarizaciones A : A — A
que son de la forma A\ = ¢, para un fibrado amplio £. Se puede demostrar que A es
simétrica en el sentido que A = A (donde X es definida en la linea siguiente).

Identificando A y Pic?(A), se puede definir el dual de un homomorfismo a : A — B
como la composicién de los homomorfismos:

&: B =Pic®(B) 25 Pic®(4) = A.

Cuando « es una isogenia, ¢v es también una isogenia (jCuidado! No es exactamente
la misma isogenia dual que la isogenia definida sobre el cuerpo C en la primera
parte).

Podemos ahora demostrar la version algebraica del teorema de reducibilidad de
Poincaré (sobre C ver Teorema 1.20).

Teorema 10.12 (Teorema de reducibilidad de Poincaré). Si B es una subvariedad
abeliana de A definida sobre K, existe C una subvariedad abeliana de A también
definida sobre K tal que B n C es finito y s(b,c) = b+ ¢ define una isogenia
s:BxC— A

Demostracion. Sea i : B — A la inyeccion; escogemos £ amplio sobre A y con-
sideramos la isogenia ¢, : A — A. Definimos C como el componente conexo del
niicleo de i o ¢,. Tenemos dim C' = dim(ker i) > dim A — dim B = dim A — dim B.
Siz € Bn C entonces 0 = io¢,(z) = i(tELRLT); si denotamos L la restriccion
de £ a B o sea i*(L) entonces tenemos t*Lp ® L3 = 0 que se puede traducir por
xz € K(Lp). Observamos que Lp es amplio sobre B y entonces K (Lp) es finito (por
Teorema 10.9). Terminamos concluyendo que s : B x C' — A tiene un niicleo finito
y en consecuencia dim s(B x C') = dim B + dim C > dim A; asi tenemos igualdad y
s es sobreyectiva. O

11. REPRESENTACIONES DE (GALOIS

En esta seccién denotamos G := Gal(K/K) el grupo de Galois absoluto de un
cuerpo K (es decir, cuando car(K) = 0 denotamos K la clausura algebraica de K,
y cuando car(K) = p, denotamos K la clausura algebraica separable de K). Este
grupo, para digamos K cuerpo de nimeros, es demasiado grande para ser controlado
en su totalidad y se le estudia a través de sus representaciones.

Definicién 11.1. Sea G; una familia de grupos (resp. modulos, resp. anillos) con
homomorfismos v¥; : G;+1 — G;. El limite proyectivo es el grupo (resp. modulo, resp.
anillo)

lm G = {(gi)i € HGi | Vi, ¥i(giv1) = gi}

Utilizaremos los siguientes ejemplos claves:
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= El anillo de los enteros p-adicos se obtiene como
Ly :=MmZ/p"Z

donde los morfismos son las proyecciones 1, : Z/p"*1Z — Z/p"Z que mandan
la clase de  médulo p™*! sobre su clase médulo p™.
= El mddulo de Tate de una variedad abeliana que se define como

T, (4) = lim A[p"],

donde 1, : A[p"*1] — A[p"] es la multiplicacién por p. Como grupo tenemos
Ty(A) = Z29™ A mientras p + car(K).

= Si e es el grupo de las raices £"-ésimas de la unidad (para ¢ distinto de la
caracteristica), podemos definir andlogamente

To(Gy,) := Hm pign

Para cada n coprimo con la caracteristica de K, el grupo G i actiia sobre el grupo
ker[n](K) a través de un cociente finito (de hecho a través de Gal(K (A[n])/K)),

asi obtenemos la representacion
pan: G — GL(29,Z/nZ).

Tomando limites inductivos sobre ¢ (donde ¢ es primo distinto a p = car(K))
obtenemos

paee : Gx — GL(Ty(A)) = GL(29, Z¢)

Sea a € A[m] y a € A[m], escogemos D divisor sobre A tal que la clase de D sea
a € Pic’(A), entonces existe f € K(A)* tal que div(f) = mD. Tomando imagenes
por [m]* vemos que div(f o [m]) = [m]* div(f) = m([m]*D) = m(mD +div(h)) =
mdiv(fh), es decir que, ajustando constantes, existe g € K(A)* tal que fo[m] = g™.
Esta observacion nos permite definir:

(11.1) em : A[m] x A[m] — Um, por epl(a,a)= M,
g(x)
gy = (9@ta)\™ _ folmlata) _ glzta)
observando que e, (a,a)™ = ( o) ) = o]y = 1y entonces T es

constante (independiente de x) y es una raiz m-ésima de la unidad. Las aplicaciones
em verifican las propiedades siguientes

Teorema 11.2 (Emparejamiento!” de Weil). Las aplicaciones ey, : A[m] x A[m] —>
m Son bilineales y cumplen:
1. El emparejamiento e,, es no degenerado (es decir de nicleo trivial a la derecha
e izquierda).
2. (Compatibilidad) Tenemos la relacion e,(ma,ma) = (emn(a,a))™, lo que
permite extender los egm a un emparejamiento

~

€po Tg(A) X Tg(A) - Tg(Gm).
3. (Galois equivariancia) Sea 0 € Gi entonces

em(0(a), 0(a)) = o(em(a,a)).

17En inglés pairing; en francés accouplement.
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4. Sea L un fibrado sobre A, entonces el emparejamiento
el A[m] x A[m] = tm, (a,b) — epm(a, o (b))
es antisimétrico.

Demostracion. Ver [12, pp. 185-186]. O

Observacion 11.3. Como el emparejamiento es Galois equivariante, vemos que las
representaciones p;, 0 pg=, a priori con valores en GLyg, toman sus valores en GSp,,
el grupo de las similitudes simplécticas.

Este emparejamiento nos permite “reconstruir”’ las formas de Riemann en un
cuadro algebraico.

Definicion 11.4. Sea £ un fibrado sobre A, definimos un emparejamiento
(11.2) ek Ty(A) x Ty(A) — Zy

por la formula

(11.3) ef (2,y) = err (2, 6(y))-

Relacion con las formas de Riemann sobre un toro complejo. Hemos visto
que una variedad abeliana compleja de dimensién g se puede ver como un toro
A(C) = CY9/A y que, a cada fibrado £ (o divisor) amplio, corresponde una forma de
Riemann que podemos describir como una aplicacién bilineal antisimétrica:

E[/SAXA"Z

En verdad, no conseguimos por completo recuperar algebraicamente FE., pero
notando que, para una variedad abeliana compleja A = C9/A, tenemos A[n] = A/nA
y entonces

lim A[n] = im A/nA = A®z lmZ/nZ, vy T(A) =lmA[L"] = A ®z Z,.
Asi tenemos Ty(A) = A ®z Z, y finalmente podemos identificar

Eﬁ,Z@ : (A Rz Zg) X (A Xy, Z@) —> Zy

con el emparejamiento de Weil (11.2).

La accion del anillo End(A) sobre T;(A) nos da una inyeccion End(A4) —
Endg, (T;(A)) (ejercicio). Es un poco mas sutil ver que eso induce una inyeccion
End(A) ® Zy — End(T;(A) entonces dim End(A) < 4(dim A4)2.

La involucién de Rosati puede ser definida en este contexto: escogemos un fibrado
amplio £ amplio sobre A y la polarizacion asociada ¢y : A — A y obtenemos

a€End(A)®Q+— a':= ¢ odo ¢, e End(4) ®Q
Observamos que si ¢, no es una polarizaciéon principal entonces gbzl sblo existe

después de tensorizar con Q.
Terminamos esta secciéon con un resultado mucho mas dificil,

Teorema 11.5 (Tate, Zarhin, Faltings [27, 37, 40]). Sea K un cuerpo finito, un
cuerpo de nimeros o un cuerpo de tipo finito sobre ellos, y sean A, B variedades
abelianas sobre K y p un primo distinto de la caracteristica de K. El homomorfismo

(11.4) Hom(A, B) ® Z, — Homg, ,(Tp(A), T,(B))

es un isomorfismo.
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12. CURVAS Y JACOBIANAS

El ejemplo historico de variedad abeliana es la jacobiana de una curva: el grupo
de clases de divisores de grado cero Pic’(C) tiene una estructura de grupo algebraico
proyectivo. Admitiendo este hecho se pueden describir algunas propiedades de esta
variedad abeliana que denotamos J¢o y que se llama jacobiana de C. Escogiendo un
punto “origen” Py tenemos el morfismo

Jj=jp, :C—Jc, dadopor P~ [(P)—(F)]

que se puede extender a un morfismo
T
j’l" = jT,PO 07— JC7 dado por (P17 .. '7PT) = [Z(P’L) _T(PO)]
i=1

Con la ayuda del teorema de Riemann-Roch (para la curva C), se puede ver que,
cuando g = g(C) = 1, el morfismo j es una inmersion y que W,.(C) := 5,.(C") es una
subvariedad de dimensién min(r, g). En particular tenemos el siguiente resultado
clasico.

Teorema 12.1. La jacobiana de una curva C' de género g es una variedad abeliana
de dimension g; esta variedad abeliana estd dotada de un divisor candnico (salvo

traslaciones) Oc = Wy_1 = j,_1(C971), que induce una polarizacion principal
sobre Jo.
Demostracion. Ver |7, Teorema A.8.1.1, pp. 134-135]. O

Sobre los complejos, la construccion clésica parece diferente. Si X es una curva lisa
proyectiva definida sobre C, entonces X (C) es una superficie'® de Riemann compacta.
El espacio vectorial de las 1-formas diferenciales holomorfas H°(X(C), Q%) es de
dimension g, el grupo de homologia singular (o de Betti) se denota H'(X(C),Z) =
729 y los dos estan vinculados por la integracion

HO(X(C),0k) x HY(X(C).Z) > C, (w.[]) —~ j w.

Esto nos permite ver a H'(X(C),Z) =~ Z?J como un reticulo en el espacio dual
HO(X(C),Q%)* = CY. Las relaciones de Riemann (ver [7, §A.6]) entre los periodos
permite demostrar

Teorema 12.2. El toro complejo H°(X (C),Q%)*/H (X (C),Z) es una variedad
abeliana, y la forma de Riemann candnicamente asociada induce una polarizacion
principal.

Denotamos Jx (C) este toro complejo; el vinculo con la presentacion algebraica
es dada por el teorema de Abel-Jacobi: escogiendo un punto Py € X(C), se puede
definir una inyecciéon

P
j=7jp, : X(C) - Jx(C) dadapor jp,(P)(w) = J;; w méd HY(X(C),Z)

y extenderla a divisores.

18E) choque entre las palabras “curva” (objeto algebraico de dimensién 1 sobre C) y “superficie”
(objeto topolégico de dimension 2 sobre R) es histérico e inevitable.
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Teorema 12.3 (Teorema de Abel-Jacobi). Consideramos el morfismo j del grupo
de los divisores de grado nulo Div°’(X) hacia Jx (C), entonces j es sobreyectivo y
el nicleo es compuesto por los divisores principales div(f). En particular, se puede
identificar Jx (C) y Pic’(X)(C).

En otra direccion, cuando la curva es definida sobre un cuerpo finito, hay una
relacion interesante entre el nimero de puntos sobre C y sobre J¢.

Teorema 12.4 (Weil). Sea C/F, una curva lisa proyectiva de género g. Existe
enteros algebraicos ay,...ang tales que:

1. El conjunto de los o es estable por Galois y cada o; verifica || = \/q; ast
el conjunto es permutado por o — q/a.

2. Para cada m > 1, tenemos |C(Fgm)| = ¢™ + 1 — Z?ﬁl al™.

3. Tenemos |Jo(Fy)| = [T, (i — 1).

Ver [7, ejercicio A.8.11, p. 150].

13. ALTURAS DE NERON-TATE Y TEOREMA DE MORDELL- WEIL

13.1. Buena reduccién, criterio de Néron-Ogg-Shafarevich. Sea K un
cuerpo de niimeros y v una plaza finita, que corresponde a un ideal primo p,, y tiene
cuerpo residual F,, := Ok /p,. Podemos definir la reduccion de puntos modulo p, o
moédulo v como

red, : P"(K) — P*(F,), (xo:---:ap) > (Zo: -1 &p)

donde Z denota la imagen en F, de un elemento p,-entero de K, y se escoge
coordenadas x;, quienes son p,-enteras tales que una de ellas sea una p,-unidad.

Se puede también dar una primera nocién ingenua de reducciéon de una variedad
proyectiva. Si X < P" es definida por un ideal Ix € Klxo,...,x,], se define
Ix =Ix n Oklxo,...,z,] v finalmente

iX={F|FeZX} y X:{xepgv |VF e Ty, F(P):O}

Con esta definicién es mas o menos claro que la aplicaciéon de reduccién de puntos
es compatible, es decir que nos proporciona la aplicacion

(13.1) red, : X(K) —» X(F,).

Definiciéon 13.1. Diremos que X tiene buena reduccion en v si la reduccion X es
lisa.

El defecto de esta definicion es que la nociéon depende de la inmersion X — P”,
una definicién mas intrinseca es que X tiene buena reduccion si existe un modelo
donde X tiene buena reducciéon en el sentido ingenuo. Con ambas definiciones el
hecho mas importante es el siguiente

Proposicion 13.2. Sea X una variedad proyectiva lisa definida sobre un cuerpo de
numeros K. Existe un conjunto finito S de ideales primos de K, tal que para todo
Py € .5, la variedad X tiene buena reduccion en p,.

Demostracion. Utilizando la caracterizacion de la propiedad de ser liso por el criterio
de Jacobi (un punto es liso si un menor de tamafio adecuado de la matriz de la
diferencial de las ecuaciones es no nulo), esta propiedad sigue siendo verdad modulo
P, para cada p, que no divide este determinante. O
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Volvemos a las variedades abelianas. Si A es una variedad abeliana definida sobre

K y tiene buena reduccion en v, entonces A, es también una variedad abeliana
(definida sobre F,) y el morfismo

(13.2) red, : A(K) — A,(F,)

es un homomorfismo de grupos. Obviamente este homomorfismo no es en general
inyectivo (ejercicio) pero una propiedad importante tiene que ver con inyectividad.

Lema 13.3. Sea m = 2 un entero y A una variedad abeliana definida sobre un
cuerpo de nimeros K. Sea p, un ideal primo de K que no divide m y donde A tiene
buena reduccion. El homomorfismo de reduccion

red, : A[m](K) — A(F,)
es inyectivo.

Demostracion. Ver [7, Teorema C.1.4, p. 263]. O

Observamos que el analogo para el grupo G,, puede ser demostrado de manera
elemental.

Lema 13.4 (Analogo del lema 13.3 para G,,). Sean p y m coprimos. Sea G,,[m] =
tm €l grupo de las raices m-ésima de la unidad, K = Q(pm) y p un ideal de K con
caracteristica residual p. Entonces la reduccion mddulo p es inyectiva sobre fiy, .

Demostracion. Sean ¢ £ ¢’ dos raices m-ésimas de la unidad. Si ( = ¢’ méd p
tenemos también 1 — ¢(~1¢’ =0 mdd p. Pero es elemental ver que si ¢ & 1 es una
raiz de la unidad entonces 1 — ¢” es una unidad o una p-unidad cuando el orden de
¢" es una potencia de p. O

Volviendo a la nocién intrinseca de buena reduccién, tenemos la caracterizacion
siguiente en términos de la representacion sobre el médulo de Tate.

Teorema 13.5 (Criterio de Néron-Ogg-Shafarevich). Una variedad abeliana A
tiene buena reduccion en v si y solo si el subgrupo de inercia de v en Gi actia
trivialmente sobre Ty(A).

Demostracion. Para el caso de las curvas elipticas, ver [15, Teorema VIL.7.1]. La
prueba se adapta al caso general, utilizando los modelos de Néron de una variedad
abeliana [36]. O

13.2. Alturas de Weil. Cada cuerpo de niimeros K es dotado de un conjunto
de lugares: un lugar para cada ideal primo de K y un lugar para cada inmersion
o : K — R o par de inmersion conjugada 7,7 : K — C. Denotamos n, = [K, : Q,]
por un ideal primo y n, = 1 (resp. n, = 2) si v es real (resp. compleja). Asociamos a
cada lugar un valor absoluto |- |, : K — R, normalizando de manera que se cumple
la formula siguiente

Teorema 13.6 (féormula del producto). Para o€ K*,
(13.3) [T lelye =1.
vEM K

Definicion 13.7. Sea P = (xq,...,2,) € P"(K), la altura (logaritmica) de Weil
esta dada por la formula:

(13.4) h(P) := [K : Q] Z Ty IOgI?E%( |Zi]o-

vEM K
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Observamos que la definicion no depende de las coordenadas proyectivas de P,
gracias a la formula del producto (13.6). Ademas, h(P) no depende del cuerpo

de racionalidad de P, asi podemos ver a h como una funcion h : P*"(Q) — R. La
propiedad importante mas bésica es la siguiente.

Teorema 13.8 (Northcott). El conjunto siguiente es finito para todo D > 1, T > 1:

{PeP"(Q) | h(P)<Ty[Q(P):Q] <D}

En particular para un cuerpo de ntmeros K, vemos que el conjunto {P €
P™(K) | h(P) < T} es finito.

Podemos extender la nociéon de alturas a variedades proyectivas considerando
inmersiones ¢ : V < P™ y definiendo hy(P) := hpn (¢(P)). Cuando L es un fibrado
amplio sobre V', se puede asociar una inmersiéon ¢, : V — P™ que es tnica sélo
modulo una transformacion lineal o € PGL,, 1. El lema elemental siguiente muestra
que eso no altera mucho las alturas (ejercicio).

Lema 13.9. Sea a € PGL,, ;1 un automorfismo « : P" — P™ existe una constante
C =C, tal que

|h(a(P)) — h(P)| < C.
Sea £ un fibrado sobre una variedad proyectiva V', se puede escribir como la

diferencia de dos fibrados muy amplios: £ = £1 ® L5 L'y definir la altura asociada a
L por

(13.5) he(P) = he,(P) = he,(P) = W, (P)) — hde, (P))

Observamos que h, es tnica salvo una funcién acotada; se denota esto tradicional-
mente con he = b, + O(1). 1

Teorema 13.10 (Maquina de las alturas de Weil). A cada fibrado L sobre V

variedad proyectiva, es asociada una altura hy : V(Q) — R, 4nica mddulo funciones
acotadas. Estas alturas verifican las propiedades siguientes:

1. (normalizacion) Sea O(1) el fibrado de Serre sobre P™, entonces
ho@y = hen + O(1)
2. (aditividad) Si L y M son dos fibrados sobre V', entonces
heom = he + hag + O(1)

3. (functorialidad) Sean ¢ : V- — W un morfismo de variedades proyectivas y L
un fibrado sobre W, entonces

heo¢ = hesp +O(1)

4. (positividad) Sea L un fibrado sobre V' con secciones no nulas; denotamos Z
el conjunto de los ceros comunes de todas las secciones, entonces

YPeVQ\Z, he(P) > —c
Demostracion. Ver |7, Teoremas B.3.2 y B.3.6]. O

L9E] contexto y la tipografia permite distinguir entre el fibrado O(1) y la funcién acotada O(1).
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13.3. Alturas sobre variedades abelianas. Utilizando la maquina de las
alturas de Weil y las relaciones entre fibrados sobre variedades abelianas obtenemos
la formulas siguientes (ejercicio).
Proposicion 13.11. Sean A una variedad abeliana y L un fibrado sobre ella.
1. Si L es simétrico, entonces
he([n](P)) = n?he(P) +O(1)
y también
he(P+ Q)+ he(P — Q) = 2he(P) 4+ 2h.(Q) + O(1)
2. Si L es antisimétrico, tenemos:
he([n](P)) = nhe(P) + O(1)
y también
he(P+Q) = he(P) +he(Q) +0(1)
Demostracion. Damos la prueba de la primera relaciéon, mientras que las otras se
demuestran de manera similar. Sigue de la functorialidad hz([n](P)) = hpnpsc(P) +
O(1), y de las relaciones de fibrados y la aditividad hp,jxz(P) = hp2p(P) =
n2hs(P) + O(1). O
Estas relaciones nos dicen que la altura asociada a un fibrado simétrico (resp.

antisimétrico) es casi-cuadrética (resp. casi-lineal). Gracias al siguiente lema de Tate
podemos definir las alturas canénicas de Néron-Tate.

Lema 13.12 (Tate). Sean S un conjunto, o > 1 y dos aplicaciones h: S -> R y
¢: S — S tales que |h(p(x)) — ah(x)| < ¢1 entonces la sucesion a~"h(¢™(z)) es
convergente y la funcion

; h(¢" (x))

h(z) := lim

)
n—xw am

cumple las dos propiedades
1. |fz(x) — h(x)L <ef(a—1);
2. h(¢p(x)) = ah(x).
Demostracion. Empezamos por verificar que u, := o~ "h(¢™(z)) es una sucesiéon

de Cauchy. De hecho, como —c; < h(¢"™(x)) — ah(¢™ (x)) < ¢1, multiplicando por
a~ ™ y sumando las desigualdades, obtenemos

1 1 < < 1 1
—C1 J‘FW S Up —Um X C1 J‘FW

Esto comprueba que u,, es una sucesiéon de Cauchy. Tomando n infinito obtenemos

ey ShE) — 0T R @) < g

y en particular que |h(z) — h(z)| es acotada por ¢1 /(o — 1). Finalmente

h(¢(z)) = lim he"(¢(x))) =a lim w = ah(z).

n—ow am™ n—w an+l

(]

Este lema 13.12 juntado con la proposiciéon 13.11 nos permite definir las alturas
candnicas, también llamadas alturas de Néron-Tate.
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Definicion 13.13. Sea A una variedad abeliana y £ un fibrado sobre ella.

= Si £ es simétrico, ponemos:
he(P) = lim 4~ he([2"](P))
= Si £ es antisimétrico, ponemos:

he(P) = lim 27"he([2")(P))

Teorema 13.14. Sea L un fibrado amplio simétrico sobre una variedad abeliana
A definida sobre un cuerpo de nimeros K. La altura candnica hy satisface las
propiedades:

1. Es una forma cuadrdtica, en particular verifica la ley del paralelogramo:

he(P+ Q)+ he(P — Q) = 2he(P) + he(Q)
2. Es definida positiva, es decir que, después de tensorizar por R, la forma
cuadrdtica real iLLR : A(K)®7zR — R es definida positiva en el sentido usual.
En particular: hy(P) =0 si y solo si P es torsion.

Demostracion. Sea hp una altura de Weil asociada a £, utilizando la relacion (9.4) y
la maquina de alturas, deducimos que ho(P+Q)+hs(P—Q) = 2he(P)+2hs(Q) +
O(1). Remplazando Py @ por 2"P y 2"(Q y dividiendo por 4" y haciendo n — oo
nos da la ley del paralelogramo, que caracteriza formas cuadraticas. Utilizando el
teorema de Northcott, se puede verificar la segunda parte. O

13.4. Teorema de Mordell-Weil. La finalidad de esta seccién es de dar un
esbozo de demostracion del teorema siguiente.

Teorema 13.15 (Mordell-Weil). Sea A una variedad abeliana definida sobre un
cuerpo de numeros K, el grupo A(K) es un grupo de tipo finito, o sea, existe r = 0
y puntos Py,..., P. en A(K) tales que:

AK) = A(K)tor @®ZPL ® - - © LP;
donde el grupo de torsion A(K)ior €s finito.

Demostracion. Como para las curvas elipticas, la prueba combina una version “débil”
del teorema con la teorfa de alturas. Damos debajo un esbozo de la prueba del
Teorema débil de Mordell-Weil y el lema que junta los dos argumentos. O

Lema 13.16 (lema del descenso). Sea G un grupo abeliano tal que G/2G es finito
y el grupo es dotado de una forma cuadrdtica q : G — R tal que para todo real X
el conjunto {x € G | q(x) < X} es finito. Entonces el grupo G es un grupo de tipo
finito.

Observamos que se podria remplazar 2 en este lema por cualquier m > 2.

=
Demostracion. Empezamos por notar que g es positiva (si existe x € G tal que
q(x) < 0, entonces tenemos q(nz) = n?q(x) y el conjunto {z € G | q(z) < 0}
seria infinito) y asi podemos definir una semi-norma |z| = 4/q(z). Sean y1, ... Ym
representantes de G/2G, denotamos C = méx; ly;| y S := {z € G | q(z) < C?};
podemos demostrar que S genera el grupo G. Sea x un punto de G, su clase modulo
2G es igual a la clase de y;, , es decir existe x; € G tal que x = 2x; +y;, . Observamos
que
20wa| = 221 = |z — yi, | < 2| + |ya,| < |2 +C
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entonces o x € S o tenemos |x| > C y entonces |z1] < < |x|. Iterando el
proceso encontramos una sucesion de z, € G tales que xp = 2,41 + y;,, con la
propiedad que

|z|+C
2

|zk]| < |zp—1 < ...|x1] < |z].
El conjunto de los puntos xz, tales que |zx| < |z| es finito y entonces existe un k tal
que |zi| < C. Por tanto se puede expresar el punto x como combinacion lineal de
x, € Sy dos y; que también pertenecen a S. (]

Teorema 13.17 (Teorema débil de Mordell-Weil). Sea A una variedad abeliana
definida sobre un cuerpo de numeros K, el grupo A(K)/2A(K) es un grupo finito.

El primer paso de la demostraciéon es de agrandar el cuerpo hasta que contenga
los coordenadas de los puntos de 2-torsiéon:

Paso 1. El siguiente lema permite de agrandar K hasta que A[2] ¢ A(K).

Lema 13.18. Si L/K es galoisiana finita y si A(L)/2A(L) es finito, entonces
A(K)/2A(K) es finito.

Demostracion. Podemos construir una inyeccion del nucleo de A(K)/2A(K) —
A(L)/2A(L) en el conjunto de las funciones de G = Gal(L/K) hacia A[2]. O

Paso 2. Supongamos ahora que K es tal que A[2] ¢ A(K). Se define un empa-
rejamiento llamado emparejamiento de Kummer A : A(K) x Gxg —> A[2] de la
manera siguiente: sea (P, o) € A(K) x G, escogemos Q € A(K) tal que 2Q = P,
entonces se define A(P, o) = 0(Q) — Q, observando que 2A\(P, o) = [2]0(Q) —[2]Q =
o([2)(Q)) — [2]Q = o(P) — P = 0 y por consiguiente A\(P) € A[2].

Lema 13.19. Sea L = K([2] 'A(K)) el compositum de los cuerpos donde son
definidos los puntos @ tal que 2Q € A(K). El emparejamiento de Kummer induce
un emparejamiento perfecto (es decir el nicleo a la derecha y el micleo a la izquierda

son triviales)
A A(K)/2A(K) x Gal(L/K) — A[2].

De este lema, deducimos que A(K)/2A(K) es finito si y solo si L/K es una
extension finita.

Paso 3. Demostramos que los cuerpos K (Q) con @ € [2]71 A(K) son no ramificados
afuera de un conjunto finito de lugares de K, méas precisamente si S es el conjunto de
los ideales primos de K, quienes dividen 2 o son primos de mala reduccién, entonces
K(Q)/K no es ramificada fuera de S. Un teorema de Minkowski muestra entonces
que hay un ntmero finito de tales extensiones K(Q) de K y deducimos de esto que
L/K es finita. Este paso es basado sobre el lema 13.3. Se utiliza este lema para
demostrar el hecho fundamental:

Lema 13.20. Sea A una variedad abeliana definida sobre un cuerpo de nimeros K
y m =2, suponemos que [m](Q) € A(K); sea S es el conjunto de los ideales primos
de K, quienes dividen m o son primos de mala reduccion, entonces K(Q)/K no es
ramificada fuera de S.

Demostracion. Denotamos F := K(Q); la extension F'/K es no ramificada en v si
y s6lo si el grupo de inercia I, actta trivialmente sobre F'. Por definicion, si o € I,,,
la reduccion moédulo v de o actiia trivialmente. Asi tenemos o(Q) = Q + A(P,0) y
Q=56Q) =Q+ )\’(?,;). Entonces )\/(?,;) = 0y, gracias al Lema 13.3 concluimos
que A\(P,c) = 0y, por consiguiente, o acttia trivialmente sobre F. O
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14. EJERCICIOS

. Sea C una curva hipereliptica y ¢ su involucién canoénica. Consideramos
L = {(P,«(P)) | P € C}. Aplicando la formula de adjuncion a L ¢ C x C
(si C € X es una curva en una superficie y Kg es el divisor canoénico,
C? + Ks-C =2g(C) —2) mostrar que L? = —2g+2. Sean: O x C —» X
el cociente por o(P,Q) = (Q,P)y Ly = w(L), mostrar que Ly - Lo = —g + 1
y Lo = P!. En el caso g = 2 concluir que Lg es una curva excepcional (i.e.
auto-interseccién —1 e isomorfa a P1).
. Sea E una variedad abeliana de dimension 1. Definimos End’(F) = End(F)®
Q. Mostrar que EndO(E) puede ser QQ, una extension cuadratica imaginaria
o una algebra de cuaterniones [End’(E) : Q] = 4. Si la caracteristica es cero,
mostrar que solo los dos primeros casos existen. (Indicacion: ver [15, Teorema
I11.9.3]. El ejercicio siguiente muestra que el tercer caso puede ocurrir en
caracteristica positiva.)
. Consideramos la curva eliptica E sobre Fy definida por 42 + y = 3. Mostrar
que Frob®(z,y) = (2*,y*) coincide con [+2] o [~2] y deducir que T5(E) = 0.
Sea a® =1y €? 4+ e = 1, mostrar que ¢, c(z,y) = (a(z + 1),y +x +¢€) es un
automorfismo de E. Verificar que en general ¢, . no conmuta con ¢g ¢ y
concluir que End(F) no es conmutativo y debe ser un orden en una élgebra
de cuaterniones.
. Sea A/F,, mostrar que |A(F,)| = deg(Ida —Frob,). Suponemos que ¢ : A —
B es una isogenia definida sobre F,, mostrar que |[A(F,)| = |B(F,)| (N.B.
en general los grupos A(F,), B(F,) no son isomorfos). [Indicaciéon: utilizar
¢o(Ida—Froba) = (Idg —Frobg)og¢, observar que un punto = € A pertenece
a A(F,) siy solo si Froba(z) = « y probar que Ids — Froby es una isogenia
separable.|
. Sea K cuerpo de caracteristica # 2 y f(z) = (z —a1)... (2 — azg41) un
polinomio separable (es decir que los a; son distintos). Consideramos la curva
proyectiva C' con ecuacion afin y2 = f(z) y los puntos P; = (a;,0) y el punto
al infinito que denotamos c0. Denotamos J la jacobiana de C'y j: C' — J la
inmersion j(P) := Cl ((P) — (00)).

a) Mostrar que div(z — a;) = 2(P;) — 2(00) y div(y) = >,(P) — (29 +
1)(00).

b) Mostrar que las tnicas relaciones entre los puntos j(P;) son dadas
por [21(P;) = 0y 33, j(Py) = .

c¢) Mostrar que los puntos j(F;) € J tienen orden 2 y generan el grupo
J[2] = (Z/27)%9.
. Utilizar el Teorema 12.4 para mostrar que si C' es una curva de género 2 y
N; = |C(F,:)|, entonces

N2 + N.
Je(F)l = =522 g

Aplicar eso a la curva C : y? = 2% 4+ 1, mostrando que por p & 2,5, si p = 2,3
méd 5 tenemos |Jo(F,)| = p? + 1. Utilizar el Lema 13.3 y deducir que
| Jo(Q)4or| divide 10. Sea oo el punto “en el infinito”, Py = (—1,0) y @ = (0, 1),
verificar que div(y — 1) = 5(Q) — 5(00) y también div(x + 1) = 2(Py) — 2(00)
y concluir que:

Jo(Q)tor =< j(Py),j(Q) >= Z/10Z.
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7. Sean Ay B dos variedades abelianas definidas sobre un cuerpo de nimeros
K y v un lugar donde ambas tienen buena reduccion; denotamos A, y B,
las reducciones. Mostrar que la aplicacién natural:

Hom(A, B) —> Hom(A,, B,)

es inyectiva. [Indicacion: utilizar el Lema 13.3 para demostrar que si ® £ 0, la
reduccion ® no puede anularse sobre todos los puntos de torsion.| Construir
un ejemplo donde la aplicacion no es sobreyectiva [Indicacion: examinar el
ejemplo del ejercicio 3.

Parte 3. Variedades abelianas: Aritmética

Esta tercera parte se enfoca en el dificil problema de la clasificacion de variedades
abelianas principalmente polarizadas de una dimension g dada sobre un cuerpo K
dado por medio de invariantes aritméticos explicitos.

Seccion 15 establece un marco general. Dentro del marco, presenta el caso
relativamente simple de K = IF),, donde los fundamentos tedricos de una clasificaciéon
completa para todo g son conocidos. Seccién 16 describe conjeturas profundas
dando la naturaleza de la clasificacién para K = QQ para todo g. Describe como las
conjeturas son conocidas para g = 1 y mas aiin los calculos han dado extensas tablas.
Seccién 17 atn asume K = Q, aunque entra en el caso mucho méas complicado de
g = 2. Explica que las conjeturas son conocidas sbélo para casos especiales, pero que
hay muchos calculos que apoyan las conjeturas.

En ambos casos, K = F, y K = Q, la clasificacién se centra en funciones L. En el
caso de I, la funcion L L,(A, s) asociada a una variedad abeliana A de dimension
g proviene de un solo polinomio

29
Fp(A,T) = ) ay;T’

j=0
como uno tiene la formula L,(A,s) = F,(A,p~*). En el caso de Q, la funciéon L
L(A, s) es un objeto de enorme riqueza, siendo de la forma ]_[p L,(A,s)7!, con la
definicién de L, (A, s) requiriendo modificaciones importantes en los primos malos
de A. La cuestion central en el caso del cuerpo base Q es como se comporta Fy,(A,T)
cuando uno varia p.

La dificultad de consideraciones explicitas aumenta muy rapidamente con la
dimension g. Asimismo una “curva abeliana principalmente polarizada” es solo una
curva de género uno con un punto distinguido, i.e. una curva eliptica. Una superficie
abeliana principalmente polarizada es o la Jacobiana de una curva de género dos, el
producto de dos curvas elipticas, o la restriccion de Weil de una curva eliptica sobre
una extension cuadrética. Por lo tanto, las dos dltimas secciones se enfocaran sobre
todo en curvas.

La clasificacion explicita de variedades abelianas principalmente polarizadas
no es una cuestiéon puramente matemaética. De hecho, es posible obtener tablas
completas de tamano modesto sb6lo con el uso sistematico de computadoras. Esta
parte apunta a reflejar un equilibrio tedrico/computacional apropiado, presentando
calculos explicitos que ilustran diferentes aspectos de la situacion general. Incluimos
algunos fragmentos del cédigo en Magma para que incluso los principiantes sin
copias de Magma puedan hacer algunos computos en la version en linea de Magma.
La clasificacion explicita de objetos por medio de funciones L es el objetivo principal
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de la base de datos L-functions and modular forms database. Esta parte del curso
también sirve como una introduccién a la LMFDB, ya que cada clase corresponde
directamente a una gran parte particular de la base de datos.

15. INVARIANTES GEOMETRICOS Y DE ISOGENIA

Esta primera seccion se centra en definir invariantes y discutir la clasificacion
para un cuerpo base K. Dado K, fijamos una clausura algebraica K. Si K tiene
caracteristica finita p, denotamos por Fpe el subcuerpo de K con p°® elementos. Esta
seccién provee ejemplos para el caso relativamente facil de cuerpos bases K = IF, a
manera de calentamiento para el caso principal de K = Q.

15.1. Cuatro conjuntos interrelacionados. Para un cuerpo arbitrario K y un
entero positivo g, existen cuatro conjuntos interrelacionados dignos de atencién:
PPAby(K) —  Aby(K)
(15.1) m | ! .
Ay (K) IsAb,(K)
El conjunto Aby(K) es el conjunto de variedades abelianas sobre K de dimension g

salvo isomorfismo. Es el conjunto en el que uno podria pensar que es mejor estudiarlo
primero, pero de hecho los otros tres se comportan mejor.

15.2. Variedades abelianas principalmente polarizadas. Nuestro objetivo
principal es la descripcion explicita del conjunto PPAb,(K) de variedades abelianas
principalmente polarizadas sobre K de dimension g.

El caso g = 1. El caso unidimensional puede hacerse de manera muy concreta. Para
car(K) > 3, cualquier curva eliptica E/K puede ser dada por una ecuacion afin

(15.2) y? =23 +br+ec

con A := —4b3 —27¢? # 0. Sustituyendo (z,y) — (x/u?,y/u?®) y luego multiplicando
por u% obtenemos que

(15.3) y? = 2% + bute + cub

también define E.
En efecto, esta construccion identifica PPAb;(K) con el conjunto cociente

{(b,c) € K?| —4b® — 27¢* # 0} /K>,

donde la accién esta dada por (b, c)u = (bu?, cu®). Denotemos ju,,(K) el conjunto
de raices m-ésimas de la unidad en K. Entonces el estabilizador de (0, ¢) es pg(K)
mientras que el de (b,0) es pa(K). En el caso de que ambas coordenadas sean no
nulas, el estabilizador de (b, ¢) es uo(K) = {+1}.

Ahora supongamos que K es un cuerpo finito IF,. Entonces,

wE={ 5 51200 wE-{y 30250

El conjunto {(b, c)| — 4b3 — 27¢? # 0} tiene ¢> — q elementos. Contando el niimero
de orbitas, concluimos que

2¢+6 sig=1(12
2g+2 sig=5(1
2g+4 sig=T7(1
2q sig=11(

[PPAD, (Fg)| =
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iUno querria un conteo explicito similar a este para género arbitrario g!

15.3. El espacio de méduli A,. La teoria profunda de los esquemas de moduli
dice que existe un esquema de mddulos gruesos A, sobre Z para variedades abelianas.
El mapa m en (15.1) envia A € PPAb,(K) a su punto moduli m(A) € A,(K). Para
K algebraicamente cerrado, m is biyectiva. Una funcion sobre PPAb,(K) es llamada
un invariante geométrico si proviene de una funcién sobre A4,(K).

El caso g = 1. Claramente b®/c? es un invariante geométrico de una curva eliptica £
dada por (15.2). Por uniformidad en las caracteristicas 2 y 3 que estamos excluyendo
aqui, uno se concentra en

T iyt T T A

691203 —2833p3

El invariante j identifica A; con la linea afin con coordenada j. En otras palabras,
con una definicion distinta de j en los casos excluidos por la caracteristica, A; =
Spec(Z[j]). De esta manera uno tiene la simple féormula

[A1(Fq)| = g-

iUno querria generalizar esta formula para g arbitrario!

Enfoque a través de curvas. La Jacobiana de una curva es una variedad abeliana
principalmente polarizada. Nuestros ejemplos provienen de curvas hiperelipticas de
la forma afin

y' = f(x).

Aqui car(K) # 2y f(x) € K[z] es separable de grado 2¢g + 1 o 2¢g + 2. Para un
género dado g, considere los espacios de moduli asperos de curvas hiperelipticas,
de todas las curvas, y de las variedades abelianas principalmente polarizadas. Por
medio de la inyectividad del mapeo jacobiano, uno tiene

(15.4) H, S M, C A,.

Para g = 1, todas las inclusiones son igualdades. También Hs = M5, pero todas las
demas inclusiones son estrictas.

Dimensiones en general. Para g > 1, las dimensiones relativas sobre Z de los
tres esquemas moduli son (2g — 1,39 — 3,9(g + 1)/2). Luego para g = 2, las
dimensiones son (3,3, 3). Como explicaremos en la tercera seccion de esta parte,
|Ha(F,)| = |M2(F,)| = ¢ mientras que |A2(F,)| = ¢+ ¢°. Para g = 3, uno necesita
ir méas alla de las curvas hiperelipticas, pero ain puede usar la estrategia de las
Jacobianas, pues las dimensiones son (5,6, 6). En general, A, es geométricamente
conexo, lo que implica que

|Ag(Fq)| ~ qg(g+1)/2-

Aqui el radio de los dos lados tiene limite 1 para g fijo y ¢ — oo.
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La suryectividad de m falla. Para j # 0,1728, la curva eliptica
3jx 27

15.5 2 =a% - +

(15.5) ST T s T 17

tiene invariante j igual a j. Ademaés, y? = 23 — 1 y y? = 23 — z tienen invariantes

7 igual a 0 y 1728 respectivamente. Por lo tanto, en el caso g = 1, el mapeo m es
suryectivo. Para g = 2, m no es suryectiva. La obstruccion a la suryectividad en
el caso de género 2 es descripta en términos muy concretos en [34]. Para cuerpos
finitos, m es siempre suryectiva pues cuerpos finitos tienen dimensiéon cohomoldgica
uno y las obstrucciones viven en el segundo grupo de cohomologia.

La inyectividad de m falla. Sea x € Ay(K) representado por A € PPAb,(K). Para
K C K' C K, denotamos por Ag el cambio de base de A a una variedad abeliana
sobre K’. Entonces uno tiene no solo Autg, sino también los grupos Aut(Ag)
que pueden ser mas grandes. Para K® la clausura separable de K en K, el grupo
Gal(K*/K) actia en Aut(Ag-s) con Aut(A) como el conjunto de puntos fijos. La
fibra arriba de m es entonces un conjunto de un punto indexado por un grupo de
cohomologia de Galois:

m~(x) = H (Gal(K*/K), Aut(Ag-)).

Cuando K es finito, uno tiene que Gal(K*/K) = Z v la cohomologia puede ser
expresada en términos elementales. En particular, uno tiene

1
— =1
tem~—1(x) AUt(At)
En el caso de las curvas elipticas, el lado izquierdo es m veces 1/m para m € {2,4, 6}.
Como las variedades abelianas sobre cuerpos arbitrarios siempre tienen al menos el
automorfismo negacion —1, los grupos Aut(A;) son siempre no triviales, mostrando
que la falla de la inyectividad es més seria que en el caso paralelo donde A, es

reemplazado por M,.

15.4. Clases de isogenia. Por definicién, IsAb,(K) es el conjunto de clases
de isogenias de variedades abelianas de dimensiéon g sobre K. Una funcién sobre
Abg(K) es llamada invariante de isogenia si proviene de una funcion sobre IsAby(K).
Para K = F,, uno tiene una funcién obvia sobre Ab,(K’) para cada entero positivo
e. Esta es A — |A(F,:)|. Notablemente, la cantidad |A(F,c)| es un invariante de
isogenia. Mas atn, como describiremos, estos ntmeros pueden ser usados para
indexar IsAb,(F,) con un conjunto £4(F,) facil de describir.

Conteo de puntos. La famosa hip6tesis de Riemann de Weil para variedades abelianas
sobre I, es la siguiente.

Sea A una variedad abeliana g-dimensional sobre IFy. Entonces existen

nimeros complejos aq, ..., a4 tales que
2g
JAFge)| = (1 = af)
j=1

para todos los enteros positivos e. Mds atn, estos nimeros complejos
tiene valor absoluto \/q.
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La lista desordenada de los 2¢g niimeros «; esta determinada por |[A(Fge)| para e < g,
como parte del formalismo presentado a continuacién.

Si A es la Jacobiana de una curva C de género g, entonces los mismo niimeros
determinan el namero de puntos en C:

2g
C(Fg)l =g +1= ] af.
j=1

Por ejemplo, si C esta dada por y? = f(x) con f(z) € F,[x] de grado 2g+ 1, entonces
una cuenta ingenua puede ser conceptualmente formulada como

(15.6) IC(F) =g +1— ) (f(x))

€
z€F e q

Aqui estamos usando el simbolo del residuo cuadratico,

<Z> = (ntmero de raices cuadradas de z en Fge) — 1.

qe
Existen maneras mucho més rapidas de calcular |C(Fye )| que evaluando directamente
el lado derecho de (15.6).

Funciones L desde distintos puntos de vista. Se puede pensar a los 2¢g nimeros o; de
varias formas, y diferentes términos estrechamente relacionados estén involucrados.
Primero que todo, un ntimero algebraico que tiene todos sus conjugados con valor
absoluto /g es llamado un g-numero de Weil. Luego, o; es un g-ntimero de Weil
para todo j.

Como segundo punto de vista, se puede eliminar la ambigiiedad del orden for-
mando el polinomio de Frobenius

2g 2g
Fy(AT) = [ (1 = a;T) = ) a;T7.

j=1 j=0
Aqui los coeficientes pertenecen a Z y el polinomio es conformalmente palindromo
en el sentido que

a2g—j = ¢’ a;.
Asf ag = 1, agg = ¢? y el polinomio es determinado por los coeficientes ay, ..., a,.

Como tercera opcion, se puede escalar las raices para obtener el polinomio de

Frobenius unitarizado

29

fAn=TJa- 2y = 2%ﬁ
Jj=1 \/7
Este escalamiento tiene la ventaja que el pohnomlo es realmente un palindromo,
aunque la desventaja que los coeficientes u; tienen en general denominadores que
involucran /g.
Como una cuarta manera, se puede ver los coeficientes de f;(A,t) como el vector

fr, = (u1,...,uy).
La hipotesis de Riemann se traduce en desigualdades entre las coordenadas, que no
hacen mencion de ¢ debido a la normalizaciéon. El simplex curvilineal en el cual los
vectores viven se puede ver de manera natural como el conjunto Spgg de clases de

conjugacion en el grupo simpléctico compacto Spy,. Notar que Spag es un subgrupo
maximal del grupo complejo Spy,4(C) y una forma interior del grupo real Spa,(R).
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El caso g = 2 esta dibujado en Figura 1. Las curvas fronterizas de arriba, a la
izquierda, y a la derecha, corresponden a f,(t) con raices de la forma (o, &, o, @),
(a,@,1,1), y (—1,—1,a, &) respectivamente. Asi, los vértices de la izquierda, de
la derecha, y de abajo, corresponden a las raices (1,1,1,1), (—=1,—1,—1,-1), y
(—1,-1,1,1).

070-0-9-0-0,0-0

Ficura 1. El simplex curvilineal Spi. Los 129 puntos fr; =
(u1,u2) = (a1/v/5,a2/5) corresponden a las 129 funciones L
14+ a157% 4+ a2572% + 151735 + 5274 en Lo(F5).

Como una quinta opcioén, se puede trasladar al lenguaje de funciones L, escribiendo
L,(A,s)=Fy (A q°).

Este es el punto de vista que destacaremos, escribiendo L4(F,) para el conjunto de
todas las funciones L que surjan de cualquier coleccion de 2g g-nameros de Weil
definidos sobre Q y estables bajo a — ¢/«

Teorema de Honda-Tate. Este teorema describe completamente el conjunto a priori
muy complicado IsAb(F,) en términos del conjunto elemental L(F,).

Teorema 15.1 (Parte del Teorema de Honda-Tate). El mapeo que envia una clase
de isogenia de una variedad abeliana A € IsAb(F,) a su funcion L L(A,s) e L(F,)
es inyectivo. Para ¢ = p primo, es también suryectivo.

Cuando ¢ no es primo, una funcién L esta en la imagen si ciertas obstrucciones
se anulan. Estas obstrucciones son extranas. No entraremos en esta hermosa teoria
de la obstrucciéon porque nuestro objetivo principal es describir un marco simple
que sirva de guia para las proximas dos secciones. Tate probo en [37] la parte de la
inyectividad del teorema y describié las obstrucciones. Honda probé en [30] para ¢
general que la imagen es en efecto igual a todas las funciones L no obstruidas.
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Volumenes de espacio de clases. El Teorema de Honda-Tate hace que sea importante
entender bien el conjunto méas simple £4(F,). Como la Figura 1 sugiere, conteos
exactos son posibles, y de hecho muchos conteos exactos de IsAb(F,) via el Teorema
de Honda-Tate estan en la LMFDB. En un nivel aproximado, los conteos provienen de
volimenes como sigue. El intervalo Spg = [—2,2], que sirve como espacio ambiental
de todos los £4(FF,), obviamente tiene longitud 4. Las curvas fronteras en Figura 1
tienen ecuaciones que se pueden ver en (17.9) abajo, y una integracion muestra
que el “escudo” Spf1 conteniendo todo Ly(F,) tiene area 16/3. Un computo mas
sofisticado ([24]) del volumen Euclidiano V, de Spg para g arbitrario da

ﬁ2ﬂ+1g—1)
(25 — N

El j-ésimo factor es asintético a 4/7/j, por lo que en particular V; tiende a 0.
Reescalando la j-ésima coordenada por ¢//2, obtenemos

(15.7) 1Ly(F,)| ~ Vygolo+ /4,

Una interpretacion rigurosa de esta aproximacion es que el radio de los dos lados
tiene a 1 cuando ¢ va al infinito.

15.5. El diagrama principal revisado. Los tres conjuntos en los que nos hemos
concentrado en el caso K = Iy estan a la izquierda:

(15.8)
PPAb,( 2¢9la+1)/2 36
qola+1)/2 V,qola+ /4 17 17

Formulas aproximadas para sus tamanos, provenientes de nuestras consideraciones
previas, estan en el medio. Estas férmulas muestran que £4(F,) es mucho mas
pequeno que los otros dos conjuntos.

El mapeo L es complicado: algunas fibras puedan ser vacias pero la mayoria de
las fibras son grandes. Describimos aqui el caso g = 1 y ¢ = p primo, siguiendo
[38]. Aqui el mapeo L es trivialmente suryectivo pues todas las curvas elipticas
vienen con una polarizacion principal canénica. La descripcion esta en términos de
discriminantes cuadraticos negativos, es decir, discriminantes de ordenes cuadraticos
imaginarios. Estos son enteros negativos congruentes a 0 o 1 médulo 4. Tienen una
factorizacion canoénica como D = dc?, donde d es el discriminante del cuerpo Q(+/d).
Los nimeros d son llamados discriminantes fundamentales y son reconocidos entre
todos los discriminantes como los tnicos libre de cuadrados si d =1 (méd 4) y 4
veces un entero libre de cuadrados si d =0 (mdd 4).

El nimero de clase h(D) de un discriminante general se puede expresar en
términos del discriminante fundamental asociado d:

w1 (3)3)

Aqui, w(D) cuenta raices de la unidad, asi que w(—3) = 6, w(—4) =4, y w(D) =2
en caso contrario. Definimos H(dc?) = e h(dj?). Entonces la formula simple es

que el tamafo de la fibra arriba 1 + ap=% + p'=2% es H(a® — 4p).
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a D H(D)
1 8 -1 1
1 7 —19 1
1 1 1 6 —-8-22 142
1 5 —43 1
11 4 —52 2
1 1 1 3 —59 3
1 1 1 1] 2 —4.42 141+2
1 1 —67 1
2 2 0 —68 4
1 -1 —67 1
1 1 1 11]=2 —4.4%2 14142
1 1 1 -3 —59 3
11 —4 —52 2
1 -5 —43 1
1 1 1 —6 —-8-22 142
1 -7 -19 1
1 -8 —4 1
j]01 23456789 10 11 12 13 14 15 16

CUADRO 1. El ntumero de curvas elipticas sobre F17 con invariante
j igual a j y funcién L 1+ ap~=% + p'=2%. El correspondiente discri-
minante D = a? — 4p y el niimero de clases h(D) estan dados a la
derecha.

La parte derecha de (15.8) es el caso del cuerpo base Fy7. Con mucho més detalle,
Cuadro 1 muestra explicitamente cémo las fibras de L son gobernadas por los
nameros de clases, mientras que las fibras de m tiene tamano 2, excepto quizas
sobre los invariantes j excepcionales 0 y 1728. En este caso, 0 atn tiene una fibra
de tamano 2 pues |ug(F17)| = 2, pero 1728, visto como 11 en Fy7, tiene una fibra de
tamaio 4, pues |ug(F17)| = 4.

15.6. Grupos de Galois motivicos y grupos de Sato-Tate. La teoria de
Galois juega un papel mas grande en esta situaciéon que la que hemos indicado.
Concluimos la primera seccion de esta parte definiendo grupos de Galois motivicos
y grupos de Sato-Tate de variedades abelianas sobre cuerpos finitos. Tal como
Gal(?q /F,), ellos son ciclicos en un sentido apropiado, siendo generados por un
elemento de Frobenius. En contraste, los grupos de Galois motivicos y los grupos de
Sato-Tate de las secciones siguientes, como Gal(Q/Q), estaran lejos de ser abelianos.
Nuestro propésito principal con esta subseccién es dar alguna idea de lo que son

estos grupos, antes de ingresar al mas sofisticado marco de la proxima seccion.

Grupos de nimeros de Weil. Dada A € IsAb(F,), sea II el subgrupo de C* generado
por sus g-numeros de Weil a. De manera similar, sea © el subgrupo del circulo
unitario generado por los ntiimeros normalizados de Weil o/, /q. El grupo II es el
grupo de nimeros de Weil de Ay el grupo O es el grupo de dngulos de A. Claramente,
IT y © son versiones similares una de otra.

Entre las diferentes cosas contabilizadas por la LMFDB para una clase de isogenia
es su rango angular r, que significa el rango del grupo abeliano finitamente generado
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©. Como los ntimeros «/,/q vienen en pares uno inverso del otro, este rango esta en
{0,...,g}. El rango de Il es r + 1. Sea t el tamafio del subgrupo de torsiéon de II.
El tamano del subgrupo de torsion de © es generalmente ¢, pero excepcionalmente
puede ser 2t. Este tltimo caso se da cuando por ejemplo ¢ = p? por p € {2,3} y
F,(T) =1+ pT + q, donde t = 2p.

Rango angular en dimension 2. Como un ejemplo que serd de ayuda después,
tomamos g = 2y ¢ = p = 7. Entonces, existen siempre exactamente cinco polinomios
de Frobenius de rango cero. Sus versiones normalizadas f,(t) son 1+ bt? + t* con
be {—2,-1,0,1,2}. Los polinomios f,(t) son productos de polinomios ciclotémicos.
Por ejemplo, cuando b = —1, 1 —t? +t2 = (1 + ¢t + t2)(1 — t + t?) = O3(t)Pg(1).

N_w_-b_o’&A

Ficura 2. El espacio de clases Spi de Figura 1, ahora con cinco
puntos etiquetados p; correspondientes al rango angular cero y seis
curvas etiquetadas correspondientes a rango angular uno. Los 164
puntos de L5(Fa3) que tienen rango angular uno estan también
dibujados, con 88 de ellos en la linea vertical V.

El comportamiento es nuevamente uniforme con respecto al rango angular uno:
los puntos (u, v) € Sp indexando los polinomios unitarizados fp(t) =14 ut +vt? +
ut3 + t* viven todos en seis curvas. Estas curvas son cuatro parabolas Cy, una linea
vertical V5 y una linea horizontal H4. Los subindices dan el niimero de torsion.
Figura 2 dibuja y etiqueta cada una de las seis curvas. Coloca un indice k£ para
indicar un punto p; donde el rango de angulo es cero. La notacién de los puntos se
hereda de la de las curvas, y también tiene la propiedad que py = (0,4 cos?(m/k) —2).

Mas detalles son dados en Cuadro 2. Sobre la derecha f,(t) es dado si se factoriza
en factores de menor grado. Esta factorizacion muestra como puntos genéricos en
C:1 y H, tienen de hecho rango uno.
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Punto Ip(t)
p2 = (0,-2) (1—1)2(1+1t)?
p3 = (0,-1) 1—t2 44
ps = (0,0) 1+t
=(0,1) ®3(t) Po(t)
= (0,2) (1+¢2)?
Curva folt) gp(t)
Vo: u=0 (t+1)2 (2 —vt+1)
Cs: v=u?—1 (t2+t+1) (—tu® + 12 +2t +1)
Cy: v="2 (12 +1) (=2 41242t +1)
06:v=%2+1 (t2 —t+ )(—%+t2+2t+1)
Cr:v=" 42 (2 + 4 4 1)2 (1—1)2(—12 442 42 + 1)
Hy:v=2 (2 +1)(t* +ut +1)

CUADRO 2. Informacion de los cinco puntos correspondientes a
rango angular cero y las seis curvas correspondientes a rango angular
uno.

Para ver lo especial de las otras curvas, sean «, 3, &, y [ las raices de Ip(2).
Entonces

gp(t) = (1 — aBt)(1 — apt)(1 — apt)(1 — apt)
=1+ 2-v)t+(2+u>—20)t° + (2 —v)t® + 1.

Cuando usamos la ecuacion de la curva para remover la variable, entonces gp(t)
se factoriza en los casos listados en Cuadro 2. Nuevamente estas factorizaciones
muestran que los puntos genéricos sobre las curvas restantes tienen rango uno. Las
factorizaciones también muestran que los niimeros de torsién dados como subindices
son correctos.

Definiciones via dualidad. Sea A una variedad abeliana con grupo de Weil II y
grupo angular ©. Sea 7 el rango angular de © y sea ¢t el namero de torsion de ©
como arriba, por lo que II tiene rango r + 1 y niimero de torsién .

Sea ST el grupo dual de ©. Aqui vemos © como un grupo discreto tal que ST
es compacto. Su componente de la identidad ST es el producto de r circulos. El
grupo ST/ST? es isomorfo a Z/(5t). El grupo ST es el grupo de Sato-Tate de A.

Para II procedemos de manera similar. Sin embargo, esta vez, prestamos atencioén
a la accién natural de Gal(Q/Q). Sea G el grupo dual de II, ahora considerado en
el marco de grupos algebraicos conmutativos sobre Q. La componente identidad
GY satisface GO(C) =~ (C*)"*!. Su grupo de componentes Q = G/G° satisface
Q(C) = Z/t. El grupo G es el grupo de Galois motivico de A. El hecho que ambos
grupos, I y O, estan dentro de C* provee a los grupos recién definidos generadores
canénicos, los cuales son denotados Fr, € G(Q) y fr, € ST.
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Ejercicios.

. Verificar que la curva eliptica (15.5) realmente tiene invariante j igual a j.
. Construir el cuadro anélogo a Cuadro 1 para p = 5.
. Explorar la seccién de la LMFDB sobre variedades abelianas sobre ;. Algunos

posibles temas son:
= ;Cuén comin es para A no ser una Jacobiana porque la “curva corres-
pondiente” tendria un nimero negativo de puntos?
= ; Cuantos poligonos de Newton pueden ocurrir para un g dado y cuéles
son sus frecuencias relativas aproximadas?
= ;Qué porcentaje de las clases de isogenia en la pagina (g, q) es primitivo?
Los puntos (u1,...,uy) en Spgg correspondientes al rango angular 0 son
aquellos con coordenadas enteras. Usar la factorizacién de polinomios de
Frobenius unitarizados f,(f) = 1+ uit + - -+ + u 29! + {29 en polinomios
ciclotémicos para contar el nimero N, de tales puntos via funciones gene-
ratrices. (Se necesita considerar ®1(t) =t — 1y Po(t) = ¢t + 1 de manera
diferente que los otros ®4(t), y tu respuesta deberfa dar Nig = 20399 como
un caso especial.)
En la pagina de la LMFDB para superficies abelianas simples sobre cuerpos
primos F,,, encontraras exactamente una clase de isogenia tal que el polinomio
de Frobenius es reducible. ;Qué es esto? Para una variedad abeliana de otras
dimensiones sobre cuerpos primos IF,, no encontrards ningtn polinomio
irreducible. Explica cémo esto sigue del Teorema 15.1.

. Lee en la literatura sobre el Teorema de Honda-Tate sobre IF, general. Da

una segunda explicacion para el fenomeno del ejercicio anterior en términos
de obstrucciones reales. Considera también los siguientes fenémenos que son
visibles en la LMFDB.

» Los polinomios 1 + 27 + 872 no estan en la pagina para curvas elipticas
sobre Fg. Sin embargo, (1 & 2T + 87?)3 aparecen en la pagina de 3-
variedades abelianas sobre Fg como los polinomios de Frobenius de
variedades simples. Todas los demés 6458 polinomios de grado seis para
variedades abelianas simples son irreducibles.

= Los polinomios 1 + pT + p?>T? + p>T3 + p*T* se ven en las paginas para
superficies abelianas sobre > para p < 7, pero no en la pagina para
superficies abelianas sobre Fyq2.

Explica estos dos fen6menos en términos de obstrucciones p-adicas. Tu
explicacion debe hacer referencia a los siguientes poligonos de Newton, donde
los ntimeros son las subidas verticales de los segmentos.

2r 11

213 I 1/

1/3 1/

1 2 1 2 3 4

El grupo de Galois G de un polinomio conformalmente palindromo F,(T') =
T+a;T+- - +a1q? "T?97 1 +¢q9T% esta en 29.5,, el grupo de orden 29g! que
consiste en permutaciones de las raices los cuales conmutan con la involucién
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a — g/a sobre las raices. Probar que si g > 2y G = 29.5, entonces el rango
angular de F(T') es g.

16. VARIEDADES ABELIANAS SOBRE (Q: GENERALIDADES ILUSTRADAS POR
CURVAS ELIPTICAS

Esta segunda seccion de la tercera parte discute invariantes y la clasificacion
de variedades abelianas sobre Q. Mostraremos el marco teérico para g arbitrario,
pero centrandonos en el escenario relativamente familiar de g = 1. En particular,
recalcaremos tres conjeturas de la década de 1960 para g general, las cuales estan
completamente resueltas tnicamente para g = 1. Estas conjeturas y algunas otras
abordan la cuestion de por qué uno querria tabular minuciosamente las variedades
abelianas principalmente polarizadas: su aritmética es extremadamente rica.

Como ejemplos explicitos, tomamos

Ey:y? =a° —u, Ay =4 =22, ji = 1728 = 2033,
2048 2l
Ez:y2=x3+6a:—7, A2=—2187:377 jgz?:?_

La curva E; tiene un automorfismo extra, (x,y) — (—=,4y), definido sobre Q(7). En
otras palabras, tiene multiplicaciéon compleja potencial. Veremos de distintas formas
que FEs no tiene multiplicaciéon compleja potencial; en otras palabras, es genérica.

16.1. Reduccion buena versus reducciéon mala. Sea A/Q una variedad abe-
liana. Para p un primo, sea Z,) el anillo de nimeros racionales con denominador
coprimo a p. Entonces, se dice que A tiene reduccion buena en p si existe un esquema
abeliano A sobre Z,) con fibra genérica A. En caso contrario, se dice que A tiene
reduccion mala en p. El conjunto S de los primos malos es un invariante de isogenia.

Puede ser dificil identificar el conjunto S de primos malos de una A/Q dada,
pero es usualmente facil dar una cota superior razonable S’ para él. Por ejemplo
supongamos que A es la Jacobiana de y? = f(x) con f(z) un polinomio ménico en
Z|x]. Entonces uno puede tomar S’ como 2 y los primos en los cuales f(x) tiene un
factor irreducible repetido cuando es reducido a Fp[x]. Estos ultimos primos son
exactamente aquellos que dividen al discriminante A de f(z). Luego, en nuestros
ejemplos, S = {2} v S} = {2,3}.

Un invariante fundamental de A € IsAb,(Q), mas refinado que S, es el entero
positivo N = ]_[p p? llamado conductor de A. Los factores primos p de N son los
primos de reduccién mala de A. El exponente ¢, en un primo p mide la naturaleza
de la reduccién mala: a mayor cp,, peor es la reduccion. La magnitud de N es una
medida importante de la complejidad aritmética de A.

En nuestros casos,

Ny =32 =2°, Ny, =72 = 2332,

El factor 32 sera explicado via representaciones médulo 2 al final de §16.10. De
manera similar, los factores 2¢ seran explicados alli via representaciones médulo 3.

16.2. Estrategia de clasificacion. El punto de vista méas usado para la aritmé-
tica es el de concentrarse primeramente en las clases de isogenia, y en las variedades
abelianas dentro de una clase de isogenfa en segundo lugar. Uno ordena las clases
de isogenia con respecto al valor del conductor. Los invariantes geométricos juegan
un papel secundario.
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Para g = 1, las tablas clasicas ([19]) de Swinnerton-Dyer et al., publicadas en
1975, consideraron todos los casos hasta la cota 200 para el conductor. En el libro
de Cremona de 1992 ([22]) se increment6 esta cota a 1000. La base de datos de
Cremona actualmente llega hasta 400,000, y esta en la LMFDB. Existen 1,741,002
clases de isogenia y 2,483,649 curvas, alrededor de 1.43 curvas por clase de isogenia.

La lista comienza a la izquierda de la tabla de abajo.

Numero de Numero encontrado por
Conductor N curva elipticas una biisqueda muy rapida
11 3 1
14 6 1
15 8 1
17 4 1
19 3 1
20 4 1
21 6 1
24 6 1

En este rango, una clase de isogenia es determinada por su conductor, aunque ya
para N = 26 existen dos clases de isogenia. También en este rango curvas diferentes
dentro de una misma clase de isogenia tiene diferentes invariantes j, aunque para
N = 27 hay dos curvas is6genas con el mismo invariante j.

Por diversion, los resultados de una muy corta biisqueda son presentados en la
ultima columna. La busqueda consider6 curvas elipticas en la “forma larga” estandar

y2 + a1y + azy = 2+ a2x2 + a4x + ag,

con ai € {—1,0,1} para todo k. Encontramos exactamente una curva por cada uno
de los primeras ocho clases de isogenia. El caso de N = 15, con los ocho invariantes
j conectados por 2-isogenias, es

111284641 4733169839
50625 3515625
272223782641 147281603041
164025 215233605
13997521 1114544804970241 56667352321
225 405 15
1
15

La busqueda encontro solo la curva con invariante j igual a —1/15. El diagrama
ilustra que el tamano de N y la altura de j estdn muy débilmente relacionadas, asi
que es dificil encontrar todas las curvas elipticas de conductor pequeno buscando
por las ecuaciones. La lista de Cremona fue calculada por el método modular de
Teorema 16.8.

16.3. Funciones L como series de Dirichlet definidas por productos de
Euler. Dada A/Q con reducciéon mala dentro de S, uno tiene inmediatamente
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infinitos invariantes, los factores locales L, (A, s) = F,,(A,p~*) de la seccion 15 para
cualquier p que no est4 en S’. Estos son los correspondientes polinomios de Frobenius
para nuestras dos curvas:

p F,(Ey,T) Fy(Fy,T)

2 1 1

3 14372 1

5 1427 + 577 1—2T + 572
7 14777 14772

11 1411772 1+4T + 1177

13 1—6T +137T% 1+2T + 1372
17 1-2T +17T? 1427+ 1773
19 141977 1447 + 1972
23 142372 1—8T + 2372
29 14107 +2972 1+ 6T + 2972

Como lo indican los primeros tres simbolos 1 en la tabla, para p € S’ existen también
polinomios F,,(A,T') bien definidos, que dan un factor local L,(A, s) por la misma
substitucion T = p~*°. Tiene grado < 2¢g con desigualdad estricta exactamente
cuando p € S.

La funcion L asociada a A es

(16.1) L(A,s)=T] ﬁ = Z
P\~ n=1

p

‘ Q

n
5"

3

(Notar que la inversion es forzada por el requerimiento de que L(A, s) es la funcion
L estandar sobre Q y L,(A4,s) es la funcién L estandar sobre F,,. En la literatura
enfocada tnicamente en funciones L sobre Q, uno usualmente encuentra que L,(A4, s)
significa lo que nosotros llamamos 1/L,(A,s).)

El producto y la suma en (16.1) convergen absolutamente en el semi-plano derecho
R(s) > 3/2. Por el momento, asuntos analiticos no jugaran ningin papel, y uno puede
considerar L(A, s) como un paquete formal de cantidades L,(A4, s), permitiendo las
modificaciones en un nimero finito de primos malos que describiremos en §16.9. Sea
L4(Q) el conjunto de todos estos productos formales.

Faltings [27] generaliz6 la parte de la inyectividad en el Teorema de Honda-Tate,
de tal manera que IsAby(Q) — L£4(Q) : A — L(A, s) es inyectiva. Luego, el problema
fundamental es caracterizar el conjunto numerable de la imagen dentro del dominio
no numerable. En otras palabras, cuéles relaciones debe satisfacer una sucesiéon de
polinomios para que aparezcan como una sucesién F,(A,T). Las tres conjeturas de
abajo dan condiciones que se esperan que sean necesarias. Tal como lo veremos, se
espera que la altima condicion esté cerca de ser suficiente.

16.4. Anillos de endomorfismos. jNo todas las clases de isogenia de variedades
abelianas son creadas iguales! Uno de los propésitos de los grupos de Galois motivicos
G, y de sus variantes féciles, los grupos de Sato-Tate ST, es hacer distinciones
cualitativas entre clases de isogenia. Un principio simple es, mientras mds grande sea
el grupo, mds dificil serd la aritmética. Como un preludio de G y ST, discutiremos
anillos de endomorfismos.

Una variedad abeliana A sobre un cuerpo K tiene un anillo de endomorfismos
End(A) y un anillo de endomorfismos geométricos End(Ax) 2 End(A). Para todo
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anillo de endomorfismos geométricos posible R, existe una correspondiente subva-
riedad X de A,. Sus puntos complejos Xg(C) por definicién son la clausura del
conjunto de los elementos z de End(A,) isomorfos a R.

Para las curvas elipticas E sobre Q, el anillo de endomorfismos End(FE) es siempre
Z. Mientras que End(E@) es genéricamente Z, también puede ser un anillo cuadratico
R con discriminante negativo D. En este caso, se dice que F tiene multiplicacién
compleja potencial por Q(v/D). La subvariedad Xp es irreducible de grado h(D),
lo que significa que Xz(C) contiene h(D) puntos, todos conjugados por Gal(Q/Q).

Los siguientes casos donde h(D) = 1 son famosos:

D JD
-3 0
—4 1728
=7 —3375
-8 8000

—11 —32768
—-12 = —3.22 54000
—16 = —4.22 287496
—-19 —884736
—27 = —3.32 —12288000
—28 = —7-22 16581375
—43 —884736000
—67 —147197952000
—163 —262537412640768000

Ya que los invariantes j son j; = 1728 y jo = 2048/3, la curva E; tiene multiplicacion
compleja potencial por Q(¢) mientras que Es es genérica.

16.5. Grupos de Galois motivicos. Asociado a una variedad abeliana A sobre
un subcuerpo K de C esta su grupo de Galois motivico G. Esto es un subgrupo del
grupo simpléctico conforme GSp, . Existen un ntmero de definiciones competentes
para G, las cuales no se sabe si son equivalentes en general. Nosotros tomamos la
de Parte I de [23], donde requiere que G fije los “ciclos de Hodge absolutos” en su
accion natural H!(A(C), Q)®% ® Q(j) donde Q(5) indica un “giro de Tate”.

Omitiremos la definiciéon completa de estos G, ya que tres propiedades de ellos
son un substituto adecuado para estas notas. Primeramente, G siempre conmuta
con End(A). En segundo lugar, la componente de la identidad G°, también conocida
como el grupo de Mumford-Tate, siempre conmuta con End(Ac). Finalmente, para
g <3, GY es siempre igual al conmutador completo en GSpy, de End(Ag).

En el caso g = 1, el grupo simpléctico conforme GSp, no es mas que otro nombre
para G Lo, el cual es bien conocido por jugar un papel central en la teoria de curvas
elipticas. El siguiente gréafico determina G:

End(E)g End(Ec)g G(Q)

Genérico: Q Q GL2(Q)
CM potencial : Q F N(F™)
CM: F F X

Luego en el caso CM, G es un toro de dimension dos. En el caso CM potencial, es
el normalizador de este toro y por lo tanto tiene dos componentes.
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16.6. Restricciones en los polinomios de Frobenius. Sea A una variedad
abeliana sobre Q. Su grupo de Galois motivico G actiia sobre si mismo por conju-
gacion y el espectro del anillo de funciones invariantes es su variedad de clases G¥.
Para el mismo GSp,,, la variedad de clases puede ser identificada con el conjunto
de polinomios conformalmente palindromos de grado 2g, donde el factor conforme
estd dado. Los polinomios de Frobenius necesariamente viven en la imagen de
G*(Q) en GSpgg(Q). Cuando G es estrictamente més pequeilo que GSp,,,, se reduce
drasticamente el conjunto de posibles polinomios de Frobenius para cualquier primo
dado.

En el caso de curvas elipticas sobre Q, las restricciones para los polinomios de
Frobenius de curvas elipticas con CM potencial por D son como siguen. Primera-
mente, si (D/p) = —1 entonces F,(T') = 1+ pT?, tal como esta ilustrado cinco veces
por E; arriba. En segundo lugar, para (D/p) = 1, el discriminante de F,(T") debe
ser D multiplicado por un cuadrado.

Para probar que una curva eliptica E sobre Q no tiene CM potencial, no se debe
usar el invariante j. So6lo se necesita mostrar que las condiciones mencionadas no
son satisfechas. Por ejemplo, 5 y 13 son los primos menores p tales que F,(Es,T)
tiene un término lineal no nulo. Sus discriminantes modulo cuadrados son ds = —1
y d11 = —7. El hecho que —1 # —7 implica que G = GL5. La Proposicion 17.1 de
abajo explica como este simple calculo tiene su andlogo para g > 2.

16.7. Equidistribucién arquimediana. La interseccién de G' con Spy, tiene
una forma real compacta ST llamada el grupo de Sato-Tate de A. Como en §15.6,
se puede pensar a ST’ como una versiéon no aritmética del grupo de Galois motivico:
los giros de Tate han sido eliminados y el marco refinado de grupos reductivos ha
sido reemplazado por los grupos compactos que son mas familiares. Para curvas
elipticas sobre Q, existen solo dos posibilidades para ST. El grupo ST es Sps si
FE no tiene potencial CM. Es el normalizador U;.2 de un toro U; en caso que si lo
tenga.

El grupo de Sato-Tate ST tiene una medida de probabilidad de Haar, la cual
induce una medida de probabilidad pgsr sobre el espacio de polinomios palindromos
Spgg. Para curvas elipticas E sobre Q las medidas en el u-intervalo Spf = [—2, 2]
para las dos posibilidades son las siguientes:

1 1 V4 —u?
(162) Hu,.2 = 5(50 + mdu, HSpy, = Tdu
Los siguientes graficos consideran nuestros dos ejemplos, ubicando las primeras
100,000 trazas buenas de Frobenius en 39 compartimientos del mismo ancho. La
barra del medio en el dibujo de la izquierda ha sido cortada, ya que deberia ser
nueve veces mas alta. El acuerdo con las medidas de (16.2) es visualmente evidente.

| il 1|’12
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En los primeros afios de la década del 1960, Sato y Tate conjeturaron lo siguiente
para el caso de curvas elipticas, con Sato inspirado por los datos que recién presen-
tamos. Poco después, la siguiente conjetura general era de esperar, modulo el hecho
que una definicién rigurosa del grupo ST atn no habia sido realizada.

Conjetura 16.1 (Conjetura de Sato-Tate). Los polinomios buenos de Frobenius
F,(A,T), considerados como puntos en Spgg, estdan equidistribuidos con respecto a
HsT-

Una razoén inicial para creer en esta conjetura fue que Deligne habia probado un
anélogo con el cuerpo base Q reemplazado por F,(t). También muchas personas
habian encontrado evidencias numeéricas para muchos ST sobre Q, el cual es uno
de los topicos de la siguiente seccion. El hecho de que la Conjetura 16.1 parezca
verdadera es quizas la forma mas rapida de ver la importancia de grupos de Galois
motivicos.

La conjetura ya era conocida en los anos sesenta para curvas elipticas con CM.
El caso g = 1 fue probado completamente en una sucesiéon de articulos hace diez
anos, comenzando con [21].

Teorema 16.2 (Taylor et al). La conjetura de Sato-Tate es verdadera para g = 1.

La extensa demostracion de este teorema usa propiedades analiticas de no so-
lo L(E, s), sino también de las funciones L(Sym” E, s) relacionadas a potencias
simétricas.

16.8. Representaciones de Galois y equidistribuciéon /-adica. Sea ¢ un
ntmero primo. Entonces Gal(Q/Q) acttia en H'(A(C), Q) via la teorfa de cohomo-
logia de étale. Como los ciclos de Hodge se comportan como ciclos algebraicos para
variedades abelianas, lo cual fue probado por Deligne en la primera parte de [23], la
imagen vive en G(Qy).

Llevando la medida de probabilidad de Haar de Gal(Q/Q) hacia GSpgg(Zg) da
una medida pe. El Teorema de Densidad de Chebotarev nos dice que los polinomios
caracteristicos estan definitivamente equidistribuidos con respecto a esta medida.
Este hecho es obviamente un modelo para la conjetura general de Sato-Tate. Aunque
en un sentido diferente, la situacién ¢-adica es mas complicada que la situacion
arquimediana, pues existen muchas posibilidades para la imagen K, de Gal(Q/Q)
en G(Qy), y entonces muchas posibilidades para .

Otra conjetura que resalta la importancia fundamental esperada de los grupos de
Galois motivicos es la conjetura de la imagen abierta.

Conjetura 16.3 (Conjetura de la imagen abierta). Sea A una variedad abeliana
sobre Q con grupo de Galois motivico G. Entonces, para todo nimero primo £, la
imagen K, de Gal(Q/Q) es un subgrupo abierto de G(Qy).

Con la idea de ser menos abstractos en el caso G = GSp,, la conjetura dice que
la imagen tiene indice finito en el grupo GSp,, (Z¢) de puntos enteros.

De las tres conjeturas que estamos destacando, la actual es la que esta establecida
con mayor generalidad.

Teorema 16.4 (Serre et al.). La Conjetura de la imagen abierta es verdadera para
g = 1. Es también cierta si End(Ac) =7Z y g es impar.
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El primer enunciado fue probado en 1972 por el articulo mas citado de Serre [35].
Para el segundo, la hipétesis implica que G = GSp,,.

En el resto de esta subseccion, damos una idea de cémo se ve en términos compu-
tacionales. Consideramos tnicamente representaciones mod ¢. Este es el primer y
mas importante paso para el caso ¢-adico completo. Estas representaciones mod £
provienen de las acciones de Galois en H'(A(C),F,). Si A varia en una clase de iso-
genia, estas representaciones pueden cambiar. Sin embargo, sus semisimplificaciones
son todas iguales.

Para curvas elipticas, ésto puede hacerse explicitamente para cualquier ¢ de
manera uniforme. Nosotros tratamos aqui solo el caso ¢ = 2 y 3, con Figura 3
dédndonos una guia.

Mdd 2. Las representaciones mod 2 de una curva eliptica y? = 23 + bx + ¢ depende
del polinomio ctbico x3 + bz + ¢ via GLy(F2) = S3. Particiones de factorizacion A,
y trazas a, son coordenadas como en las dos columnas de la izquierda.

Ap Gy ‘ masas genéricas ‘ # para F, # para E,

31 1/3
(16.3) 21 0 1/2 50038
130 1/6 100000 49962

Cuando 2% + bz + ¢ es irreducible con grupo de Galois S3, la distribucion del
par (X, a,) entre las tres posibilidades depende de las masas en las columnas del
medio. Ninguno de nuestros ejemplos se ajusta a este patron, porque los polinomios
23 + bx + ¢ son reducibles:

22—z =(z+Dx(x-1), P46 —T= (-1 +2+7).

Las masas que gobiernan estos dos casos no son (1/3,1/2,1/6) sino (0,0,1) y
(0,1/2,1/2). En el ejemplo, las representaciones mod 2 son diferentes, aunque sus
semisimplificaciones son la misma, lo que significa que a, es siempre par. La curva
de dos componentes F;(R) esta graficada en Figura 3 y los tres puntos de 2-torsion
estan sobre el eje real, con x = —1, 0, y 1. Para una curva con una componente,
como E»(R), existe exactamente un punto real de 2-torsion, el cual en el caso de Ey
es racional.

FIGURA 3. La curva F;(R). Se destaca los dos puntos 3-torsion
reales y sus tangentes inflexivas.
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Moaéd 3. Para £ un primo impar, hay relaciones de recursion clésicas que dan “polino-
mios de division” f,(y) de grado £2 — 1 con raices las y-coordenadas de los puntos
de torsién en E de orden ¢. Para abreviar, tratamos solo el caso £ = 3, donde la
geometria es particularmente atractiva.

Puntos distintos P, Q) y R sobre una curva eliptica E : y? = 2% + bz + ¢ suman
cero siy solo si P, Q y R viven sobre una linea. Por supuesto que, un punto P es un
punto de 3-torsion si y s6lo si P + P + P = 0. La descripciéon geométrica de adicion
dice que P es un punto de 3-torsion si y solo si es un punto de inflexiéon de la curva.
Calculando puntos de inflexién de la forma que en un curso de calculo de primer
ano, obtenemos que

f3(y) = 27y® + 216¢y° — 18Ay* — A?

es el polinomio de division buscado. Aqui no importa si E(R) tiene una o dos
componentes; siempre exactamente dos de los ocho puntos de 3-torsién son reales.

En los dos casos, las algebras Q[y]/f(b;,c;,y) también son presentadas como
Q[z]/g;(#) para polinomios con coeficientes mucho mas pequenos:

g1(z) = 2% + 621 =3, |Galy | =16, D; =—2'937  d; = —2633,
ga(z) = 28 + 425 1222 =12, |Galy| =48, Dy =—2193"1" 4, =235
El tamanio del grupo de Galois | Gal, |, el discriminante D; de la algebra Q[z]/g;(2),

y el discriminante d; de Q[z]/g,(«/2) son también indicados.
La siguiente tabla es analoga a (16.3), pero ahora para ¢ = 3.

Ap F,(T) masas genéricas |# para E; # para Es
18 1+T+T2 1/48 6253 2042
24 1 -T+T? 1/48 6246 2094
3212 14T +17 1/6 16584
(16.4) 62 1-T+T? 1/6 16686
42 1 + T2 1/8 37463 12556
2312 1 -T2 1/4 25027 24952
8 1—-T -T2 1/8 12520 12545
8 1+T-17 1/8 12491 12541
Aqui, las ultima columnas corresponde al nimero de primos entre 5, 7, .. ., P1ogoo2 que

tienen invariantes (\p, ap). Como Galy = GLy(F3), la columna para Es es gobernada
por la columna de masa impresa. Como Gal; es solo el subgrupo de 2-Sylow de
GLs(F3), se rige por estadisticas diferentes. Uno puede correctamente suponer de la
columna de E; que las frecuencias limites son (1/16,1/16,0,0,3/8,1/4,1/8,1/8).

Para £ general, las clases de Frobenius pertenecen a G Ly ()%, el conjunto de clases
de conjugacion del grupo GLs(Fy). Notamos que el par de invariantes (A, F,(T))
determina estas clases completamente, pero ningin invariante por si mismo es
suficiente. En el caso ¢ = 3, el invariante )\, determina un conjunto cociente de seis
elementos mientras que F,(T') determina un conjunto cociente de siete elementos.
Para A, el problema es la repeticion de 8 en su columna, mientras que para F,(T)
los dos problemas son la repeticion de 1 + T+ T%2 y 1 — T + T?2.

Recordemos que un problema fundamental es caracterizar la imagen de IsAb,(Q)
en L4(Q). El hecho que para cualquier £°, los coeficientes de L(A, s) son comple-
tamente determinados en Z/¢¢ por un cuerpo de nameros es una restriccion muy
fuerte.
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16.9. Reduccion mala en casos faciles. Hicimos hincapié en §16.1 y §16.2 que
la manera natural para clasificar variedades abelianas principalmente polarizadas
es aumentando el conductor. jPero desde entonces no hemos dicho nada sobre
reduccién mala! En las dos subsecciones siguientes discutiremos brevemente este
aspecto fundamental.

El estudio de la reducciéon mala de variedades abelianas es extremadamente
complicado. En general, dados A sobre QQ y un primo p, se tiene una descomposicion
de dimensién

9 = Ygood T Gmult t Gadd-
El polinomio de Frobenius F,(A,T) tiene grado 2¢sood + gmuis- Raices inversas
correspondientes a la parte buena tienen el valor absoluto usual /p. De todas
maneras, aquellos que corresponden a gpy)¢ son raices de la unidad. Abstractamente,
los tres términos son respectivamente la dimension de la parte buena, la parte
toroidal, y la parte unipotente de la fibra especial del modelo de Néron para A.

En casos faciles, las cantidades son calculables. Por ejemplo, en el marco hiper-
eliptico supongamos que el polinomio f(z) tiene discriminante divisible exactamente
por p* con k < g y el polinomio reducido a F,[z] tiene la forma a(z)b(z)? con b(x)
de grado k. Entonces (ggood, gmult; gadd) = (9 — k, k,0). La parte buena de F,(T)
viene desde la curva y? = a(x) de género g — k, y la parte multiplicativa de F,(T')
puede ser calculada desde las raices de b(z) y sus tangentes.

Escribiendo al conductor como N = []p°?, uno generalmente calcula los indivi-
duos ¢, por separado. Se obtiene

Cp = Imult + 29add-

La igualdad vale si y s6lo si la ramificacion es moderada. Una condicion suficiente
para que la ramificacién sea moderada es que p > 2g + 1. En el marco de la teoria de
la ramificacion, esta condicién proviene del hecho que un grupo ciclico de orden p no
puede actuar de manera no trivial sobre el espacio vectorial racional H'(A(C), Q)
de dimensién 2g.

16.10. Reducciéon mala en casos dificiles. El famoso algoritmo de Tate deter-
mina las deseadas cantidades F,(A,T) y ¢, directamente desde la ecuacién de la
curva eliptica. Un uso de polinomios de divisiéon es que, para un nimero primo p
diferente de ¢, la ramificacion p-adica en Q[y]/fe(y) también da informacion sobre
el exponente ¢, = ord,(XN). Para esta aplicacion, algunas veces es suficiente usar
solo los dos primeros ¢. En efecto, uno usa ¢ = 2 para obtener informacion sobre los
primos impares p, y luego uno usa £ = 3 para resolver ambigiiedades para p > 5y
obtener informacién sobre el caso mas dificil p = 2.

Ejemplo 16.5. Ejemplo de ramificacion 3-ddica via representaciones madd 2. Sea
y? = 23 + bx + ¢ con exponente conductor c3 = ordz(N) y sea 2% + bx + ¢ con
exponente discriminante ds = ords(D). Entonces, ¢z > 3 si y solo si d5 > 3; en este
caso c3 = 03.

Ejemplo 16.6. Ejemplo de ramificacion 2-ddica via representaciones madd 3. Sea
y? = 2% + bz + ¢ con exponente conductor ¢ = ords(N) y sea f3(y) con exponente
discriminante relativo d; = ordy(D/d). Supongamos que d2/4 es la pendiente mas
grande en el cuerpo Q2[y]/f3(y), tal como ocurre en nuestros ejemplos. Entonces
¢o = 02/2. En nuestro primer ejemplo se obtiene ¢o = ords(D1/dy)/2 = 5, mientras
que en el segundo ejemplo se obtiene ¢y = ord(D2/ds)/2 = 3.
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16.11. Funciones L como funciones analiticas de s. Definamos la siguiente
modificacion en la funcion Gamma estandar: T'c(s) = 2(27)*T'(s). La funciéon L
completa de una variedad abeliana g-dimensional es

(16.5) A(A, s) := N*’Tc(s)9L(A, s)

Como mencionamos previamente, el producto que define a L(A, s) converge solo
para Re(s) > 3/2. Asimismo, nuevamente desde la década de 1960, se espera mucho
mas:

Conjetura 16.7 (Conjetura de la funcion L). Para cualquier variedad abeliana A
sobre Q, A(A, s) es una funcion entera, acotada en bandas verticales, y satisfaciendo

(16.6) A(A,s) = £A(A,2—s).

La conjetura fue primeramente conocida para curvas elipticas con CM potencial.
En los anos noventa, la demostracién para curvas elipticas fue muy famosa.

Teorema 16.8 (Wiles et al.). La Conjetura de la funcion L es verdadera para
g=1.

La larga demostracion comienza en [39]. Conecta curvas elipticas via representa-
ciones de Galois con formas modulares, y para las funciones L de formas modulares
ya se sabia que tenfan las propiedades analiticas deseadas.

Sea A una variedad abeliana sobre Q con algebra de endomorfismos D con
centro F. Sea dimp(D) = d?. Entonces la funcion L L(A, s) es la d-ésima potencia
de una funcién que denotamos formalmente L(A'Y?, s). Definimos A(AY% s) =
N#/CAT¢(5)9/4L(AY4, 5). Entonces nuevamente se espera que Conjetura 16.7 sea
cierta con A reemplazado por A%, Mas atn, podriamos ser mas optimista y esperar
que cualquier funciéon que satisfaga Conjetura 16.7 provenga de una variedad abeliana
de esta manera. Esto seria una descripcion de IsAb,(Q) paralela a la descripcion de
Honda-Tate sobre IsAb, (F,).

16.12. Ejercicios.

1. Realizar una btisqueda més extensa de curvas elipticas con |a1], |az|, |as| < 1
como antes, pero ahora con |a4|, |ag| < 10. jCuantas de las 93 clases de
isogenia con conductor < 100 se encontraron? ;Cuantas de las 306 curvas se
encontraron?

2. Explorar la seccion de la LMFDB de curvas elipticas sobre Q. Algunos posibles
temas son:
= ;Cuales conductores tienen una gran cantidad de clases de isogenia?
= ;Cuél es el significado de los enormes picos en la funciéon Z para la tnica
curva en la base de datos con rango 47
m ;Cudl es la cota de conductor minima para la cual los trece invariantes j
aparecen?
= Confirmar en unos pocos casos que toda curva con conductor divisible
exactamente por 2% o 2% es un giro cuadratico de una curva de conductor
menor.
= La curva X((1200) tiene género 205. Es de notar que su Jacobiana es
is6gena al producto de 205 curvas elipticas. ;Cuantas clases de isogenia
estan involucradas? ;Con cuales multiplicidades?
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3. Gross y Zagier probaron que todas las diferencias jp — jpr con los jp como
en §16.4 se factoriza en primos pequenos solamente. Por ejemplo, el codigo en
Magma Factorization(-3375+32768) ; revela que la diferencia j_7 — j_11
es 7-13-17-19. Intenta adivinar rasgos de la férmula general sin leer la
referencia [29].

4. El codigo de Magma

E2 := EllipticCurve([6,7]);

L2 := LSeries(E2);

&+[(Coefficient (L2,NthPrime(j))/Sqrt (NthPrime(j)))~4 :

j in [1..100000]1/100000;

devuelven 1.995..., mientras que el cuarto momento de la correspondiente
medida es my = 82_2 u? Hsp, = 2. Este es un ejemplo cuantitativo de cuan bien
las sucesiones us, us, us, ...encajan con la medida pgp,. Los my, correctos
son dados en la pagina de pgp, en la seccion de Sato-Tate en la LMFDB.
(Para cuéles k aseguran los primeros 100000 u, el correcto my luego del
redondeo?

5. El codigo

FBT<T>:=PolynomialRing(FiniteField(5));

E2 := EllipticCurve([6,7]);

{* Fb5T!EulerFactor(E2,NthPrime(j)): j in [1..100000] x};
obtiene los primeros 100000 F,(E3,T) como elementos de F5[7T7]. ;Cual
subgrupo de GLy(IF5) es la imagen de la representacion méd 57 Repetirlo
para Fj. jEn qué lugar en la LMFDB esté la respuesta?

6. Magma implementa para £ impares un polinomio de divisién de grado (£2 —
1)/2 dando las coordenadas x de los puntos ¢-division. El codigo
Qx<x>:=PolynomialRing(Rationals());
E1l := EllipticCurve([-1,0]);
DivisionPolynomial(E1,3);
devuelve este polinomio para la curva F; y ¢ = 3. Repetirlo para { =5,y
utiliza el “identifier” a [32] para obtener informacion sobre el comportamiento
2-adico de los dos polinomios. ;;Como comparan las pendientes 2-adicas (dadas
en la columna “Galois slope content”)? Repetirlo para Es.

7. Ve en la LMFDB de la pagina de F; hasta la pagina de su forma modular fy,

para aprender que f1 = q[[,_,(1 —¢*")%*(1 - ¢*")? =Y _, anq", con los a,
exactamente los coeficientes de Dirichlet de L(E1,s) = " | a,n™*. Escoge
un numero primo grande p y compute a, de E;. Independientemente, computa
ap de f1. {Cémo comparan el tiempo de ejecuciéon de los computaciones?

17. VARIEDADES ABELIANAS SOBRE QQ: EJEMPLOS DE SUPERFICIES

En esta ultima secciéon continuamos la discusiéon de invariantes y clasificacion,
aunque ahora considerando ejemplos del caso menos familiar de Jacobianas de curvas
de género dos. Haremos contacto con cada una de las tres conjeturas mostradas en
la seccion anterior. Sin embargo, el punto principal es ilustrar como se ven las cosas
desde un punto de vista computacional.
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Como ejemplos explicitos de curvas, sean
A, = 224345,
(171) Cr:y?=(@-2)(z—D(z+1)(z+2) (2> —=5), A =235,
Ny = 360 = 23325,

Ay = 22634
(17.2) Csy: vP==z (x2 + 1) (x3 —3r — 4) , Ay = 2634
Ny = 2592 = 2534,

La curva C; es especial porque no tiene solo la involucion hipereliptica (z,y) —
(z, —y), sino que ademas tiene la involucion independiente (x,y) — (—x,y). En
contraste, veremos que Cs tiene un comportamiento genérico.

17.1. Tablas de curvas con conductor pequeno. En general, consideremos
una curva C' de género dos presentada de la forma y? +h(z)y = f(z), con f(z) € Z[z]
de grado seis y h(z) € Z[x] de grado < 3. Su discriminante es A = 210 | disc(f +
%2)| El discriminante A es el minimo de todos estos A y otros que provienen de
presentaciones donde f(x) tiene grado cinco (estos usualmente no son necesarios).

En general el conductor divide al discriminante: N|A. La desigualdad ord,(N) <
ord,(A) usualmente esta cerca de ser una igualdad, tal como lo ilustran nuestros
ejemplos. En particular, todos los primos que dividen exactamente a A, también
dividen exactamente a V.

La LMFDB contiene los resultados de una extensa busqueda [20] usando métodos
muy eficientes para toda curva con A < 10°. La lista obtenida contiene 66158 curvas.
La lista comienza con

Nuamero de curvas de
Conductor N género dos en la LMFDB
169 1
196
249
256
277
294
295
324

Nuevamente la lista comienza con conductores determinando clases de isogenia. La
primera repeticién se da cuando N = 576 = 2632,

Pero ahora la situaciéon con respecto a la completitud esté lejos de ser la configura-
cion 6ptima de curvas de género 1. Primero, es probable que haya algunas curvas con
A < 108 perdidas por la busqueda. Mucho més en serio para las aplicaciones, hay
muchas curvas con conductor N pequeno, que no aparecen porque su discriminante
A es mas que 10°. El articulo [20] da evidencia de que la lista puede estar completa
con respecto a las clases de isogenia para N < 1000. El final de §17.3 nos muestra
que a la clase de isogenia de C7 con N = 360 le faltan al menos cinco curvas. Los
ejercicios da una clase de isogenia con N = 1024 también faltante.

NN =N

17.2. Analogos de invariantes j. La férmulas clasicas de esta subseccion se
dan con més informaciéon en la LMFDB. Sea

C:y* = flx)



VARIEDADES ABELIANAS 353

una curva de género dos con el polinomio f(z) = cx® + -+ teniendo raices oy, ...,
ag. Abreviamos (a; — aj)? por [i, j]. Entonces los invariantes de Igusa-Clebsch de
la curva C' explicitamente presentada son

Iy = ¢ ([1,2][3,4],[5,6] + 14 términos parecidos)
I = ¢ ([1,2][2, 3][3, 1][4, 5][5, 6][6, 4] + 9 términos parecidos)
Is = 8 ([1,2][2, 3][3, 1][4, 5][5, 6][6, 4][1, 4][2, 5][3, 6] + 59 términos parecidos)

Iip =" H[%J]
i<j
Cada Iy puede ser escrito como un polinomio en los coeficientes de f(x), homogéneo
de grado k.
Para estar a gusto con el resto de la literatura, uno debe conocer varias ligeras
variantes. Por ejemplo, los invariantes de Igusa son

Jy = 15/8,

Ja = (4J5 — 1) /96,

Js = (83 — 160.J2.J, — Ig) /576,
Jio = T10/4096.

La variedad de méduli compactada M, para las curvas de género dos es el espectro
proyectivo Proj R del anillo graduado

R = Q[Is, I4, Is, I1o] = Q[J2, Ju, Js, J10]-

La variedad M5 en si misma es el complemento de la hipersuperficie discriminante
I1p = 0, o equivalentemente J;o = 0. Los invariantes de Igusa fueron introducidos
ya que ellos se comportaban mejor cuando eran reducidos moédulo 3 y 5. Cuando
se complementa con un invariante similar .JJg se comportan bien cuando se reduce
modulo 2.

El espacio M es de dimensién 3 y singular. Sin embargo, se puede diseccionar
inteligentemente en tres partes y volver a montar para crear el espacio afin ordinario
de la siguiente manera. Definamos el invariante g por

(J25/']107 JS/Jlo, J22J6/J10) siJy # 0,
(17.3)  (91,92,93) = § (0, T2/ IR0, Jads/Jio) siJa=0y Ji#0,
(0, 0, J2/J3) siJs =i =0,

Entonces via (g1, g2, 93), tenemos Mo (K) = K3.
Tal como el invariante j, los invariantes g son ntimeros racionales tipicamente de
altura grande. Por ejemplo,

para C1, para Cs,
g1 = 28596971960000/81, g1 =0,
g2 = 1150492082200/81, g2 = 3125/3456,
g3 = 6677950400/9, g3 = —110/27.

Nuevamente los denominadores son significativos, ya que reflejan que Jig es divisible
por p si y solo si f(z) € Z[z] contintia teniendo seis raices distintas en la linea
proyectiva en caracteristica p.

Es fécil calcular todos estos invariantes con Magma. Por ejemplo,
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Qx<x>:=PolynomialRing(Rationals());

C2 := HyperellipticCurve([x*(x~2+1)*(x~3-3*x-4),0]);

G2Invariants(C2);
da el vector (g1, g2,93) de Co muy rapidamente. Se tiene Ay = My [[S donde S
es el producto simétrico de dos copias de la linea j. Entonces para entender As,
entender M> es el paso principal.

17.3. Una subvariedad clasica de A;. Muchos anillos R surgen como anillos
de endomorfismos de superficies abelianas que uno practicamente puede enumerar.
En consecuencia, hay muchas subvariedades naturales Xy de As, y la situacion es
mucho mas complicada que la colecciéon de subvariedades de dimensién cero Xp
de A; tratada en §16.4. Discutimos solo una de las subvariedades méas simples y
clasicas, el de R = {(z,y) € Z*? : z = y (2)}. La ecuacién para este Xp es ya muy
complicada.

Sean E7 y Fs curvas elipticas sobre QQ con todos los puntos de 2-torsion racionales.
Se pueden escribir en la forma de Legendre como

(17.4) yi=t(t =1t —N), v = t(t — 1)t —p).

Entonces, Legendre mostré que se puede “pegar” Ey = F\ y Fy = E,, en una curva
C = (), de género dos como sigue.
A la izquierda tenemos un diagrama de curvas:

C Q(y, z)
oo\ / 7 AN
E, X Es, Q(y1,1) Q(x) Q(y2,t).
NS AN 7 /
P} Q(1)

Aqui C es el producto fibrado de Ey y Es. Su cuerpo de funciones Q(C) = Q(¢,y1,y2)
es una extension de grado cuatro del cuerpo base Q(t) con grupo de Galois que
tiene cuatro elementos (1,1), (1,—1), (=1,1), y (=1, —1). El elemento (e1, €2) actta
por y1 — €1y1 y Y2 —> €2y2. La conducta de la ramificaciéon nos dice que C' tiene
género dos y el cociente X := C'/(—1, —1), con cuerpo de funciones Q(¢,y1y2), tiene
género cero.

Hay una coordenada z en X que lo identifica con la linea proyectiva PL de tal
manera que el mapeo a P! toma la forma

2
pnrs — A

17. = -

(17.5) t o

Define

(17.6) y=(=14+2)*(1+2)(y1 + y2)-

Eliminando las variables yi, y2 y ¢ del sistema (17.4),(17.5),(17.6), obtenemos una
ecuacion estandar para C,

(17.7) v =(p—MN—-1)(z+1) (A—pz®) (A —pa® +2°-1).

Para obtener una ecuaciéon para la subvariedad de M, correspondiente a esta
construccion, calculamos los invariantes de Igusa (Ja, Jy, Jg, J10) ¥y buscamos una
relaciéon lineal entre los monomios en J; de un grado dado. Estos monomios son
polinomios gigantes en A y p. La primera relacion lineal ocurre en grado 30, donde
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existen 47 monomios. Solo 29 de ellos estan involucrados en la relaciéon. Traduciendo
a invariantes absolutos para el primer régimen de (17.3), la relacion es

— 5120000047 + 432g7 — 2880091 g2 + 5120009395 — 89793 + 5129793

— 8192915 + 96000g1 g3 — 1152000097 gags + 7291 gags — 4816479393

+ 84480929593 — g2gags + 64919593 — 102495 g3 + 484792 + 1296045 g2 g2
— 691200979593 + 2939393 — 136919593 + 2304919393 + 12960097 g3

— 9193 + 72979295 — 108097 9595 — 6912919395 — 21647 g5 + 77767 9293
— 11664935 = 0.

Por diversion, aqui tenemos un vistazo de la superficie Xg(R) en el espacio real con
coordenadas (g1, g2, g3)-

40 g1

La curva C; fue construida por el método de esta subseccion, con (A, pu) =
(—15,—3). En efecto, dividiendo ambos lados de la ecuacion (17.7) de C'_15 _3 por
122 obtenemos la ecuacion (17.1) de C;. El primer factor E_15 es uno de las ocho
curvas elipticas con conductor 15. Tres de estas curvas tiene 2-torsiéon partida, estas
son E con

A€ {—15,-9/16,81}.
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El segundo factor E_3 es una de las seis curvas elipticas con conductor 24. Dos de
estas curvas tienen 2-torsion partida, a saber £, con

we{—3,9}.

Cuando se pegan las curvas elipticas de esta manera, las funciones L y los con-
ductores se multiplican, asi que C_;5 _3 tiene conductor 15 - 24 = 360. Cuando los
factores de curvas elipticas no son is6genas entre si, la clase de isogenia se comporta
multiplicativamente. Asi la clase de isogenia de la Jacobiana de C; = C_15,_3
contiene exactamente 8 x 6 = 48 elementos. Al menos seis de estas 48 superficies
abelianas tiene polarizacion principal, a saber las seis C ,,. Asimismo, la LMFDB
actualmente tiene sélo C.

17.4. Polinomios de Frobenius y grupos de Galois motivicos. Evaluando
(15.6) se obtienen polinomios de Frobenius buenos que ahora veremos. Los polinomios
malos correctos son mostrados nuevamente en negrita. En el caso de C1, todos los
polinomios, buenos y malos, son conocidos por la construcciéon de pegar, como
F,(C1,T) = F,(E_15,T)F,(E_3,T). La columna F,(C1,T) da F,(E_15,T) seguido
de F,(E_3,T).

» F,(Cy,T) F,(Cy,T)

2| 1+T+2T%) 1 1+ T+ 2T?

3] 1+7T) (1+T) 1+ 2T +3T2

5/ (1-T) (1+2T +5T?) 14T + 573 + 25T

71 (1+7T?% (1+77%) 1+ 6T + 1872 + 4273 + 497
11| (1+4T +117?) (1 —4T +117?) 1—2T + 672 — 2273 + 1217
13| (1+27T+137T?) (1+2T +137?) 1+ 5T + 24T2% + 6573 + 169T*
17| (1-2T+177T?) (1 -2T +177?) 1—T —4T?% — 1773 + 289T*
19 | (1 —4T+197%) (1 +4T +197?) 1+ 30772 + 3617
23 | (1+2377) (14 8T +2377) 1 +4T — 272 + 9273 + 5297
29 | (1427 +2972) (1 —6T +2972) | 1—3T + 3272 — 8773 + 841T*

Recordemos de §16.6 el formalismo de polinomios de Frobenius buenos Fj,(A,T)
para una variedad abeliana A con grupo de Galois motivico G. Ellos viven en la
imagen de G(Q) en GSpgg((@). Asi que calculando secuencialmente Fj,(A,T) para
mas y més p, se obtiene una mejor cota inferior para G. Rapidamente se tiene un
“buen péalpito” para G, el cual en la practica es generalmente correcto. Por ejemplo,
la columna F,(Cy,T) dice que la Jacobiana J; se parece al producto de dos curvas
elipticas.

En este contexto, hay una proposicién general que es muy util:

Proposicion 17.1. Sea A una variedad abeliana g-dimensional sobre Q. Sean
Fy(A,T) y Fy(A,T) dos polinomios de Frobenius con Gal(F,(A,T)F,(A,T)) tan
largo como sea posible, es decir, de orden (29g!)%. Entonces, el grupo de Galois
motivico G de A es tan grande como es posible, a saber, GSps,.

De hecho, si para un primo p se tiene que | Gal(F,(A,T))| = 29g!, entonces restan
muy pocas posibilidades para G, por la clasificacion de subgrupos de grupos reducti-
vos que contienen un toro maximal. Si para un segundo primo g, el subgrupo contiene
un toro maximal completamente diferente, la tnica posibilidad es G = GSpy,.
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Es facil de aplicar Proposicién 17.1. Por ejemplo, F,(Cs, T') tiene grupo de Galois
de orden 8 cuando p € {5,11,13,17,23}. Ya los primeros dos de estos primos son
suficientes, pues

Order (GaloisGroup(EulerFactor(C2,5)*EulerFactor(C2,11)));

devuelve 64.

17.5. Equidistribucién arquimediana. Preparamos el escenario describiendo
la equidistribuciéon arquimediana en nuestros ejemplos. Las medidas de Sato-Tate
en nuestros dos casos pueden ser escritos como densidades fsrdudv. Las densidades
son

1 (—2u+v+2)2u+v+2)

(17.9) fszxsz :2772\/ u? —4v+8 '
VW =40+ 8) (—2u+ v +2)(2u + v + 2)
fSp4: 472 .

La equidistribucion de clases de Frobenius fr, = (up,v,) es parcialmente sabida en
el primer caso, ya que por los dos factores se puede aplicar Teorema 16.1. Casi nada
se conoce en el segundo caso. Los primeros cien fr, en nuestros dos casos coinciden
en la densidad de Sato-Tate, todas ilustradas en Figura 4.

FicUura 4. Puntos en el escudo Spi representando el fr, para los
primeros cien primos buenos para C; (izquierda) y Cs (derecha).

Algunas veces, como veremos pronto, uno se interesa solo en la distribucion de a;.
La conjetura de Sato-Tate dice que estos niimeros a; son controlados por la medida
de probabilidad inducida por pgr en [—2g,2g]. Si la medida tiene una densidad, la
cual es garantizada si ST es conexo, escribimos la densidad como ¢grp.

Para calcular la medida inducida en el eje u;, hay que integrar las variables
restantes. En nuestros casos integramos sobre v = uy para obtener funciones en
U = uy:

2471'2 P2 X Spa 2 u_42 U_42
om0 R o ) (0 ) s ()

2407 s, 4 2 (u—4)?
—_— = 224 256) F | —
" (u* + 224u* + 256) (T 17

— 8u (u? + 24u + 16) K (M) .
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Aqui, F y K son integrales elipticas completas clasicas. A pesar de la formas

funcionales complicadas de las ¢ g7, los graficos tienen una apariencia simple, como
se muestra en Figura 5.

0.5¢ 0.5¢

FIGURA 5. Densidades ¢sp,xsp, ¥ @sps cON varianza 2 y 1.

La féormula del caracter de Weyl da expresiones explicitas para fspg Y fsp,, Para
g general, similar en apariencia al caso g = 2 (17.9). Sin embargo, las funciones
Pspg Y Psps, se vuelven mas complicadas cuando g crece. La ecuacion diferencial
lineal natural que ellos satisfacen tiene grado g y puntos singulares en —2g, —2g +
4,...,29 —4,2g y oo.

Rangos de anillos de endomorfismos via el sequndo momento. La dificultad de
calcular u; = a;/p’/? en una clase de Frobenius fr, = (uy,...,u,) se aumenta
rapidamente con j. Una situacion tipica cuando g es grande es que se puede calcular
una gran cantidad de u; pero ningtn u4. En esta situacion, Proposicién 17.1 no
esta disponible para ayudar a determinar el grupo de Galois motivico G.

En este contexto se puede a veces hacer buenos palpitos sobre G si uno asume la
Conjetura de Sato-Tate. Escribiendo ahora u,, para la primera coordenada de fr, la
conjetura asegura en particular que

1 29
(17.11) lim — Z u’; = bsr(u)uFdu.

Calculando los radios finitos anélogos para una x grande, uno puede intentar usar
esta informacién para determinar algunos momentos my y luego ST mismo.

Los momentos para k impar son todos cero, y la atencién se concentra en los
momentos pares. El primer momento par no trivial ms es particularmente interesante,
va que es el rango de End(A). Luego, si ms = 1, existe solo la posibilidad de
End(A) = Z. En general, escribiendo F1, Ey y E4 para R, C y H respectivamente,
las posibilidades para End(A)g := End(A) ®z R son

con Y. d;j? = ma.

Clasicidad via el cuarto momento. Se hace méas dificil utilizar las clases de Frobenius
para determinar con precision mj cuando k crece, ya que un anélisis probabilistico
suponiendo valida la Conjetura de Sato-Tate dice que la convergencia se vuelve méas
lenta. Sin embargo, uno aun puede identificar m4 con confianza.
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El cuarto momento es particularmente importante. Escribimos G1,4, G2,4, ¥ G4
para los grupos compactos Spag, Uy, y Oy/2 en sus representaciones simplécticas
naturales de dimensiéon 2g. Candidatos fuertes para ST correspondiente al algebra
de endomorfismos (17.12) son

(17.13) [1Ga.q-

con Y, g; = g. Tengamos en cuenta que si ms es grande admite una gran lista de
posibilidades. Por ejemplo, mo = 2 permite muchos Spag, x Spag,, y también Uy si
g es par.

Un anélisis relativamente facil de los momentos, extendido en la discusion de los
limites de Gauss que haremos a continuacién, dice que

Supongamos, para hacer un enunciado limpio, que todos los g; son al menos 2.
Entonces, la alternativa de Larsen [33] nos dice que la igualdad vale si y solo si G
tiene el mismo grupo derivado que (17.13). “El mismo grupo derivado” es realmente
necesario, ya que msy y my4 no pueden distinguir entre U, y SUj, ni tampoco entre
Ogs2 y SOy4/2. El caso mas simple es el que se encuentra con mayor frecuencia en la
practica: si (mg, ma) = (1,3) entonces A tiene grupo de Sato-Tate Spag.

Limites gaussianos. La medida gaussiana con promedio cero y varianza v en la linea
wes 1, = e /) du/\/2mv. Sus momentos pares son my = v¥/2(k — 1)II. Aqui, el
doble factorial es como un factorial regular, excepto que uno baja por dos como en
T'=7-5-3-1=105. El grupo Spa4 en su representacion estandar de dimension 2g
tiene los mismos momentos para k < g que p1, y entonces momentos mas pequenos.
Por ejemplo, los primeros momentos pares para Spy son (ma, mg,mg) = (1,3,14),
lo cual es apenas inferior a los valores asintoticos (1,3,15) alcanzados ya en g = 3.
Del mismo modo, SU; y SO/, en sus representaciones estandares de dimension 2g
tienen momentos coincidiendo con ps y g para k < g — 1.

En general la medida p en R asociada con la representacion de Gy x Go en Vi @ V5
es la convolucion de las medidas p; asociadas con (G1,V1) y (Ga, Va): p = py * po.
Las varianzas siempre se suman cuando convolucionamos y la convoluciéon de dos
gaussianas es gaussiana. La medida en R asociada a (G, V™) es el reescalamiento
por m de la medida asociada con (G, V), por lo que las varianzas aumentan por
el factor m2. Este dibujo muestra la densidad ¢ perteneciendo al grupo G de la
forma (17.13) con min(g;) grande es muy cercana a una Gaussiana con promedio
cero y varianza ms.

Un ejemplo exdtico en género dos. Describimos tres posibles grupos de Sato-Tate
para curvas elipticas: Sps y U;.2 ocurren sobre Q y U; no lo hace. Para género dos,
fue probado en [28] que son 34 las posibilidades que ocurren sobre Q y entonces 18
mas posibilidades que solo ocurren sobre cuerpos de ntimeros mas grandes. Cada
uno de los 52 grupos tiene su propia pagina web en la seccion de Sato-Tate de la
LMFDB. Por supuesto, el nimero de posibilidades aumenta rapidamente con g.

Presentamos ahora un ejemplo de [28], el grupo llamado J(O) alli. Como muchos
de los 52 grupos, es construido a partir de un grupo finito G y un grupo infinito Ga,
cada uno en su propia representaciéon 2-dimensional V; y Vs, y cada uno conteniendo
la matriz escalar —1. El grupo de Sato-Tate es entonces (G xG2)/{£(1, 1)}, actuando
en el espacio 4-dimensional Vi ® V5.
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En el caso que ST = J(O), el grupo finito G; es S, € Sps, un cubrimiento doble
de Sy € SOs, mejor pensado como rotaciones de un cubo en el 3-espacio. El grupo
infinito es G3 = Os. Las medidas de probabilidad inducidas en el intervalo [—2, 2]
son

1 1 1 3 1 1 1
H1 = @(572+§5_\/§+6(51+1f650+651+§5ﬁ+f52,

48
dy

1
= cpo+ —F—.
M2 2/«Lo o T—yQ

Mientras que el producto semidirecto O = S03.2 es un grupo diferente de la
extension no partida U;.2, induce la misma medida en [—2,2].

Para esta construccion de producto tensorial en general, el mapa natural envia un
punto (x,y) € [—2,2] x [—2,2] al punto (u,v) = (zy,2? + y? — 2) en el escudo Spi.
La medida 1 X uo avanza hacia la medida deseada psr. En el caso ST = J(O) uno

obtiene
3 1 1 1 3 1 1
(1715) MJ(O) = E5p2 + g(sps + §5P4 + @51;1 + T6VV2 + EI/CS + gl/C4 + ZSVcl.

Asi, la medida p () tiene la mitad de su soporte sobre cuatro puntos especiales
en la Figura 2, y la otra mitad en cuatro curvas especiales. Las v¢ son medidas de
probabilidad. Son todas trasladadas de la medida con densidad f(y) = 1/(w+/4 — y?)
sobre [—2, 2] y cero afuera. Por consecuencia, le medida unidimensional sobre [—4, 4]

es
11 <f(u) IEACANC I (u/2)> ”

1

La imagen de esta medida en la pagina web de J(O) en la LMFDB es redibujada en
Figura 6. Desde un punto de vista inocente, es sorprendente que uno podria mirar

-4 -2 2 4

FIGURA 6. La medida Sato-Tate ;o) de (17.16), con masa 11/16
a 0 y la masa restante dada por una densidad discontinua.

cientos de curvas y ver solo distribuciones del tipo gaussiano de Figura 5, y luego
de repente encontrarse con v (o desde la inofensiva curva y? = 2% — 52* 4 102°® —
5x2 + 2z — 1.

La receta para momentos es atn mas facil. Supongamos uq, v pg, en el intervalo
[—2, 2] tienen momentos mj, y mj respectivamente. Entonces los momentos de vgp
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en [—4,4] son my = m)mj. Siempre, todos los momentos impares se anulan. En
nuestro ejemplo, los momentos pares son

‘mg my4 Mg mg

Gy =02 1 3 10 35
ST=JO)| 1 6 50 525

Los momentos para Gy y G2 son calculados por métodos diagramados simples en el
ultimo ejercicio. Los momentos para ST estan dados en la pagina web de J(O) en
la LMFDB.

17.6. Representaciones de Galois méd /. Para curvas hiperelipticas y? = f(x)
la representacion mod 2 esta dada con la curva. A saber, el grupo de Galois Gal(f(z))
estd en Syg4o y se tiene una inclusion

Sagt+2 = GSpyy(F2).

Para g = 1y g = 2, esta inclusiéon es suryectiva, reflejando el hecho que curvas
elipticas y curvas de género dos son siempre hiperelipticas. Para g = 3, las 28
bitangentes sobre una curva cuartica le permiten a uno obtener la representacion
mod 2 nuevamente, aunque para g = 4 formulas explicitas parecen fuera del alcance
para curvas generales.

Para g > 2 y ¢ > 3, solo hay un caso para el cual uno tiene polinomios universales.
Este caso tinico es el primer caso, g = 2 y £ = 3. El método cléasico para producir
el polinomio de divisién se describe con detalles en [26]. El polinomio para y* =
25 + ba® + cax? + dx + e es par y comienza

(17.18)  fs3(b,c,d,e;x) = 20 4+ 1512027 + +2620800 c 2™
+ (419237280 d — 35394408 b%) 2™ + - -

Expandido como un elemento de Z[b, ¢, d, e, x], tiene 1673 términos.

Tal como enfatizamos en el caso de género uno, representaciones mod ¢ tienen
diferentes propositos. Uno de ellos es dar acceso independiente a polinomios de
Frobenius reducidos a F¢[T]. Nuestros dos casos son muy degenerados para £ = 2.
Las distribuciones de (\p, F),(T')) para los primeros 10° primos buenos estan en las
dos dltimas columnas:

Ap F,(T) e Fo[T] masas genéricas | # para C; F#para Cy
16 (1+T)* 1/720 49977 16569
2 1% ? 1/48 50023 50051
23 ” 1/48
2212 ” 1/16
4 2 ” 1/8
4 12 K 1/8
315 (1+1)(1+T+T?) 1/18 33380
321 ” 1/6
32 (1+7T+712) 1/18
6 ” 1/6
51 1+T+T*+T3+T* 1/5
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La divisién de la tabla en cuatro bloques muestra muy claramente como un polinomio
de Frobenius determina solo la parte semisimple de una clase de conjugacion. Aunque
la masa de GSp,,(FF¢) se convierte en equidistribuida en el espacio de polinomios
caracteristicos GSpgg (F¢) en el limite £ — oo, existen notables discrepancias para
£ pequenio. Los cuatro bloques en orden contienen respectivamente 35.5 %, 22.2 %,
22.2% y 20 % de la masa.

Otro proposito de representaciones mod ¢, descriptas ya en §16.10, es el de
analizar la mala reduccion. Como un ejemplo de esto, aplicamos (17.18) a la
curva, Cy buscando informacién sobre la reduccion mala de Cy en 2. Cambian-
do coordenadas en (17.2) via (x,y) — (=100/(15 + z), —20y/(15 + z)3) para ex-
presar Co via un polinomio de quinto grado, evaluamos (17.18) en (b,¢,d,e) =
(7750, —117500, —9009375, 2418212500). La factorizacion en irreducibles en Qs[x]
tiene la forma fs, () fsu(x) fea(x). El factor mayor no tiene que ser estudiado y el
sitio web de [32] dice que fg,(z) es no ramificado. Aplicando este sitio web en una
manera menos trivial muestra que fs.(x) tiene grupo de Galois Do de orden 16.
Muestra también que el grupo de inercia es el grupo de cuaterniones de orden 8. El
“Galois slope content” alli, [2,2,5/2]?, indica la filtracion de ramificacion de Dy. En
particular, la tnica posibilidad para la valuaciéon 2-adica de la conductor de Cs es
dos veces la mayor pendiente, a saber 2 - (5/2) = 5.

17.7. Calculos numéricos con funciones L. Para curvas de género dos con
grupo de Sato-Tate genérico, Conjetura 16.7 es desconocida. Notablemente, uno
puede todavia calcular con una precision muy alta. Hay un paquete muy tutil en
Magma, que viene de [25]. Nuestra curva Cy da un ejemplo representativo. Dados
los polinomios de Frobenius en (17.4), las posibilidades localmente permitidas por el
conductor son 2%3” con 0 < a <8y 0 < b <5, como en el caso de curvas elipticas.
Usando CFENew de Magma para examinar todas las posibilidades da los siguientes
nameros.

0 1 2 3 4 5
0.65071 0.53189 0.41151 0.29208 0.16978 0.02654
0.57620 0.45586 0.33611 0.21589 0.08433 0.10492
0.50034 0.38017 0.26069 0.13567 0.02104 0.37675
0.42438 0.30489 0.18337 0.04423 0.18654 3.82310
0.34890 0.22900 0.09975 0.07776 0.66956 0.62849
0.27357 0.14983 0.00069 0.30666 0.00000 0.23470
0.19678 0.06112 0.14992 1.69170 0.40104 0.07216
0.11473 0.05313 0.51913 0.79266 0.15720 0.04627
0.01843 0.25073 3.19710 0.27365 0.02061 0.15698

OO\]@CH%OJ[\DHO%

Estos ntiimeros sugieren enfaticamente que el conductor correcto es 2534, Los escép-
ticos podrian probablemente considerar todavia a 2°3? como una posibilidad. Se
puede calcular con mas precision asi:

ZT<T>:=PolynomialRing(Integers());

CFENew(LSeries(C2:

LocalData:=[<2,5,1+T+2*xT~2>,<3,2,14+2xT+3*xT~2>] ,Precision:=30)) ;
Este codigo nos da
0.000691911832296911353508709621 para 2°32 en 0.39 segundos.

Pero un cambio de c3 = 2 a ¢3 = 4 da
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0.000000000000000000000000000000 para 2°3% en 1.26 segundos.

Una prueba de Conjetura 16.7 espera progreso en las conexiones con formas auto-
morfas. Pero calculos significativos ya son posibles, incluso en mayores dimensiones

qg.
17.8. Ejercicios.

1. La curva
(17.19) Cy:y? + a2y =2° —ba® — 1022 — 8z — 2

tiene conductor 40000 = 265% y esta en la LMFDB. ;Su punto moéduli
(91,92, 93) vive en la subvariedad X972 de (17.8)7.

2. La LMFDB reporta que el grupo de Sato-Tate ST de (17.19) es J(Cy). Tiene
dimension uno y grupo componente Cy x Cy. Més atn, la componente que
contiene a Fr, depende solo del simbolo del residuo cuadratico (—8/p) y la
clase de p en FX. Identificar la medida Ky(c,) en el escudo Spgg. (El soporte
consiste en tres puntos especiales con medida 1/2, y entonces tres curvas,
también con medida 1/2. Mucha orientacion adicional se da en la pagina de
J(Cy).)

3. Pegue E; : y?> = x(x — 1)(x + 1) a una segunda copia de la misma curva dada
por Es : y? = z(x — 1)(z — 2), usando (17.7) para obtener una curva Cj. El
discriminante de Cy4 deberia ser el nimero grande A = 2056589122535424 =
216322 JPor qué es LocalData:=[<2,10,1>,<3,0, (1+T~2)~2>] la informa-
cion local correcta? Verifica que Cy pasa CFENew a treinta decimales. (Fijate
que esta curva tiene grupo de Sato-Tate C5 1 y ningiin ejemplo de este grupo
existe actualmente en la LMFDB. Pon atencion también que hay un salto
grande del gran discriminante A al pequeno conductor N = 1024.)

4. Consideremos la curva C5 dada por y? = 2% — 1. ;Cual es su discriminante?
.Es isomorfo a C4? jParece su Jacobiana ser is6gena a la Jacobiana de Cy7

5. Los momentos de Sy se calculan por el diagrama extendido de Dynkin de
tipo E’y!

1—2—3—4‘1—3—2—1

2
A saber, my, es el nimero de paseos de longitud k que empiezan y terminan
al punto 1. Verifica que los valores dados en (17.17) sean correctos. Repitelo
para Gy = O3 y el diagrama extendido de Dynkin de tipo D.:

1—2—2—2—2—2—...

1

;,Cual es el significado de los nimeros en los vértices?
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