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CONJUNTOS MINIMALES PARA HOMEOMORFISMOS DEL
CiRCULO

ALDO PORTELA

En el estudio de la dindmica de homeomorfismos del circulo es importante conocer
los conjuntos minimales.

Sea f : S' — S' un homeomorfismo. Decimos que un conjunto no vacio de S!
es minimal si es compacto invariante y minimal respecto a la inclusion. Ejemplos
simples de conjuntos minimales son los puntos fijos o las érbitas periédicas de un
homeomorfismo. Un punto = de S*! se llama periddico para f si existe un ntimero
natural n mayor o igual a 1 tal que f"(x) = x.

Cuando f no conserva el sentido es facil probar que f tiene por lo menos dos
puntos fijos, y en este caso es simple determinar los conjuntos minimales. En el caso
en que f conserva el sentido y tiene puntos periddicos también es simple determinar
los conjuntos minimales. Siempre son 6rbitas peridédicas.

Llamamos orbita de x al conjunto o(z) = {f™(z) : n € Z}. También se definen la
orbita futura y pasada de z como ot (z) = {f"(z) :n € N} y o~ (z) = {f () :
n € N} respectivamente.

En el caso en que f no tiene puntos peridédicos la situaciéon es méas compleja.
De ahora en méas vamos a suponer que f : S' — S! es un homeomorfismo sin
puntos periodicos. A continuacién vamos a enunciar un conjunto de definiciones y
un conjunto de propiedades que no son dificiles de probar. Dado = € S! se definen
los conjuntos alfa limite y omega limite como,

a(z) = {2z : z es punto de acumulacion de o™ (z)},

w(r) = {z : z es punto de acumulacién de o™ (x)}.
Propiedades:

1. Los conjuntos limites son cerrados y no vacios.

2. Los conjuntos limites son totalmente invariantes o sea f(a(z)) = a(z) y
f (@) = w(a).

3. Para todo z, a(z) = w(x).

4. El conjunto a(x) no depende de x. A dicho conjunto lo llamaremos K.

5. El conjunto K es minimal para f, luego f tiene un solo conjunto minimal.

Teorema 0.1. Las posibilidades para K son S* o un conjunto de Cantor.

Un ejemplo en el que K es S' es cuando el homeomorfismo es una rotacién
irracional en 7. Para un ejemplo en el que el conjunto minimal es un conjunto de
Cantor ver los ejemplos de Denjoy. Los ejemplos que construyé Denjoy son minimales
para difeomorfismos de clase C!, [D]. Este trabajo es de 1932. Como en S* todo par
de conjuntos de Cantor son homeomorfos, conjugando adecuadamente un ejemplo
de Denjoy se puede probar que cualquier conjunto de Cantor es minimal para algin
homeomorfismo (en este caso decimos que el conjunto de Cantor es C°- minimal).
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O sea todo conjunto de Cantor es C°- minimal. También en [D] Denjoy prueba que
si f es un difeomorfismos de clase C? entonces su conjunto minimal es S!. O sea,
ningtn conjunto de Cantor es C2-minimal ( minimal para un difeomorfismo de clase
C?). Entonces una pregunta posible, que atin no tiene respuesta, es que conjuntos
de Cantor son C'-minimales. O sea, que conjuntos de Cantor son minimales para
algtin difeomorfismos de clase C'.

Si existen respuestas parciales al respecto:

- En 1981, McDuff prueba que el conjunto de Cantor triddico usual no es C'-
minimal. También da una condiciéon que implica la no C* minimalidad [MD].

- En 2002, Alec Norton prueba que los conjuntos afines de Cantor generados por
dos ramos crecientes no son C! minimales [N]. En este mismo trabajo A. Norton
conjetura que los conjuntos hiperbélicos de Cantor no son C'!'-minimales.

- En [BIP] se generaliza el resultado de Norton a todo los conjuntos afines de
Cantor.

También se conocen otras familias de conjuntos de Cantor que no son C'-
minimales. Ver por ejemplo [P]. En resumen, lo que se conoce hasta ahora es que
ciertas familias de conjuntos de Cantor no son C'* minimales y los tinicos conjuntos de
Cantor C'' minimales conocidos son los dados por Denjoy o conjugados a ellos u otros
obtenidos dindmicamente. Pero no se conocen, por ejemplo, condiciones geométricas
sobre un conjunto de Cantor que impliquen que este sea, o no, C'*-minimal.

En [MD] McDuff enuncia una conjetura que ain esta sin resolver.

Sea K un conjunto de Cantor de S* y se considera K¢ = JI; donde I; son las
componentes conexas de K°. Entonces se llama espectro de K al conjunto {\;}
ordenado de forma decreciente estricta donde los \; son las medidas de los intervalos
I;. Notar que dado un elemento del espectro de K pueden existir mas de una
componente conexa de K¢ con medida dich(; nimero.

'"-:’

La conjetura de McDuff afirma que si x> 1 entonces el conjunto K no es

C'-minimal. Se pueden ver que en los ejemplos de Denjoy /\)‘: -—1ly ademas es

)\A" — 1. También se
n+1
puede construir conjuntos de Cantor afines (que no son C'-minimales) que satisfagan

que )\/\—H - 1 y otros en que se satisfaga que ;‘—H — 1. En [IP] se puede ver algin

facil construir conjuntos de Cantor no C'-minimales tales que

avance en la direccion afirmativa de la conjetura.
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