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EQUIDISTRIBUCION, TEORIA DEL POTENCIAL Y
APLICACIONES ARITMETICAS

JOSE IGNACIO BURGOS GIL Y RICARDO MENARES

REsSUMEN. En este curso daremos una breve introduccion a la teoria del po-
tencial en el plano complejo asi como varias aplicaciones aritméticas. Entre las
aplicaciones aritméticas veremos el Teorema de Fekete-Szegd y el Teorema de
Equidistribucién de Bilu.
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1. INTRODUCCION

En muchas situaciones en el estudio de ecuaciones diofantinas, es posible establecer
la distribucion asintética de familias distinguidas de puntos algebraicos, en cuyo
caso decimos que hay equidistribucion de la familia.

Un ejemplo bésico de este fendmeno es el caso de las raices de la unidad. Denotamos
por D = {z € C: |z| < 1} al disco unitario. Las soluciones complejas de la ecuacion
x™ =1 se sittian sobre el borde de D formando los vértices de un poligono regular
de n lados. Cuando n crece el poligono aproxima cada vez mejor al circulo, de donde
se deduce que en el limite, las raices de la unidad se distribuyen siguiendo la medida
uniforme del circulo.

En este curso presentaremos el Teorema de Fekete-Szego y el Teorema de Bilu,
que constituyen generalizaciones diferentes de este fenomeno. En el primer caso, bus-
caremos reemplazar D por otro conjunto, en el segundo caso buscaremos reemplazar
la familia de ecuaciones z" = 1.

En el contexto del Teorema de Fekete-Szegd, reemplazamos D por un conjunto
compacto K C C, invariante por conjugacion compleja. ;jBajo qué condiciones
podemos afirmar que hay una familia infinita de enteros algebraicos, cuyos conjugados
estan en K y que se equidistribuye con respecto a alguna medida natural? No es
dificil ver que un disco centrado en el origen y de radio menor que 1 contiene solo un
conjunto de conjugados de un entero algebraico, el punto cero. Esto sugiere que el
conjunto K debiese tener “suficiente tamano aritmético”, en algin sentido a precisar.
La nocién adecuada de tamanio resulta ser la capacidad de K, concepto proveniente
de la teoria del potencial.

En el contexto del Teorema de Bilu, es instructivo considerar la familia de
ecuaciones (z — 1)™ = 0, que tiene una tnica soluciéon. Lo que hace diferente esta
familia de ™ = 1 es el tamano de los coeficientes del polinomio que determina la
ecuacion. La nocién adecuada de tamano es la altura de un ntmero algebraico. Se
demuestra que una sucesion de nimeros algebraicos de altura que tiende a cero,
tiene la propiedad que sus conjugados se equidistribuyen con respecto a la medida
uniforme en el circulo unitario.

En la Seccion [2] presentamos un resumen de algunas propiedades basicas de
los numeros algebraicos que seran usadas en este curso. Luego en la Seccion
presentamos las nociones de la teoria del potencial necesarias para formular y
demostrar el Teorema de Fekete-Szegd. Por tltimo, en la Seccion [ explicamos la
nociéon de altura y la demostraciéon del Teorema de Bilu.

2. GENERALIDADES SOBE NUMEROS ALGEBRAICOS
2.1. Numeros algebraicos.

Definicién 2.1. Un elemento o € C se dice nimero algebraico si existe un polinomio
no constante, con coeficientes racionales, f(z) € Q[z], tal que f(«) = 0. Un namero
algebraico se denomina entero algebraico si el polinomio f se puede elegir monico
(es decir, el coeficiente del término dominante es 1) y con coeficientes enteros

f(z) € Zlz].
Notar que todo niimero racional es algebraico. En efecto, si « = ¢, con a,b € Z'y

b # 0, entonces podemos tomar f(z) = x — §. Sin embargo, sélo los niimeros enteros
son, a la vez, racionales y enteros algebraicos. Més ejemplos:

Ejemplo 2.2.
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l.a=i, flx)=22>+1

2. a=+2, f(z)=2%-2

3. a=+2, f(x)=2%-2

4. a == f(r)=a" —1, n € Zso.
5 a:#, flx)=22—z—-1

- (
6. a=+72/2, f(x)=2x>—-1.

Todos los ejemplos anteriores, salvo el dltimo, son enteros algebraicos.

Denotamos Q al conjunto de los nimeros algebraicos. Notar que Q es un conjunto
numerable. En efecto, Q[x] es numerable y cada elemento no constante de Q[z] tiene
a lo mas un numero finito de raices. Dado que C no es numerable, se desprende que
existen nimeros que no son algebraicos (y de hecho son mayoria). Sin embargo, no
es facil identificar un ntumero no algebraico. Por ejemplo, se sabe que e (Hermite
1873) y 7 (Lindemann 1882) no son algebraicos, pero a la redaccion de estas lineas
no se sabe decidir si e + 7 es algebraico o no.

El polinomio f(x) que figura en la Definicion no es tnico. Cualquier polinomio
de la forma h(z) = f(x)g(x), con g(z) € Q[z], sirve también. Sin embargo, nos sera
atil contar con un polinomio asociado de manera canénica a un nimero algebraico.

Proposicion 2.3. Sea oo € Q. Entonces existe un dnico polinomio no constante
fa(x) que cumple

1. fo(x) tiene coeficientes racionales,

2. fala) =0,

3. fa(x) es monico,

4. el grado de fo(x) es minimo entre los polinomios que satisfacen , Y
©3)-

Demostracion. el principio del buen orden nos asegura que existe un polinomio
f(z) € Q[z] que satisface las cuatro propiedades del enunciado. Si g(z) es otro
polinomio que cumple las mismas propiedades, entonces podemos aplicar division
de polinomios

f(@) = q(2)g(x) +r(z), q(z),r(z) € Qlz], degr(z) < degg().

Como r(a) = f(a) — ¢(a)g(a) = 0, de la minimalidad del grado de f(x) concluimos
que 7(z) es el polinomio nulo, es decir f(z) = q(x)g(z). Como f y g tienen el mismo
grado y son monicos, entonces f = g. O

Definicion 2.4.

= Decimos que el polinomio f,(z) dado por la Proposicion 2.3]es el polinomio
minimo de a.
= Definimos el grado de o por dega := deg f,.

Definiciéon 2.5. Un polinomio f(z) € Q[z] se dice Q-reductible si se puede escribir
como producto de polinomios, con coeficientes racionales, de grado estrictamente
menor. Un polinomio en Q[z] que no es Q-reductible se dice Q-irreductible.

Observacion: la minimalidad del grado de f,(x) asegura que éste es un polinomio
Q-irreductible. Reciprocamente, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.6. Sea a € Q y sea f(x) € Q[x] un polinomio Q-irreductible y
monico tal que f(a) = 0. Entonces f = f,.
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Demostracion. aplicar el algoritmo de la divisién para polinomios. (]
Definicién 2.7. Dado un polinomio

f(@) = apa™ +ap_12" '+ ...+ a1x + ap € Clz],
definimos el polinomio reverso

f*(z) = apz™ + a12™ ' + ... + ay_17 + a, € Cla].
Lema 2.8. Si f(x) € Q[x] es Q-irreductible, entonces f*(x) también lo es.
Demostracion. basta notar que f*(z) = 298/ f(1/x) y usar la Definicién O

De la Proposicion 2.6] y el Lema [2.8] se deduce

Corolario 2.9. Sia € Q y a # 0, entonces 1/a € Q. Mds azin, fija = fa

No siempre es facil determinar el polinomio minimo de un ntimero algebraico. En
los ejemplos los polinomios indicados son todos irreductibles (luego coinciden
con el polinomio minimo) excepto en el Ejemplo . En efecto,

" —1=(x—1(a" ' +2" 2+ F a4 1).
Dos herramientas basicas para decidir la irreductibilidad de un polinomio con co-

eficientes racionales son el Lema de Gauss y el Criterio de Eisenstein, que procedemos
a explicar.

Definiciéon 2.10. Un polinomio con coeficientes enteros p(x) € Z[x] se dice Z-
reductible si existen polinomios f(x), g(x) € Z[z] tales que

= fz),9(x) & {£1},
= p(x) = fx)g(x).

Diremos que p(z) € Z[z] es Z-irreductible si no es Z-reductible.

Teorema 2.11. (Lema de Gauss) Un polinomio p(x) € Z[z] que es Z-irreductible
es también Q-irreductible.

Teorema 2.12. (Criterio de Eisenstein) Sea f(z) = anx™+an_12" 1+ +a1x+ag
un polinomio con coeficientes enteros. Suponga que existe un niumero primo p tal
que
= pla;, i=0,1,...,n—1,
= pfan,
= p* fao.
Entonces f(x) es Q-irreductible.
La demostracion de estos teoremas esta esbozada en los Ejercicios [2.15] y .
Denotamos por ®,,(z) al polinomio minimo de ¢, = e2mi/n,

Observacion 2.13. Se tiene que @, (x) es un divisor (en Q[z]) del polinomio z™ — 1
(cf. Ejercicio (). Del lema de Gauss, deducimos que ®,(z) € Z[z].

Como aplicaciéon de los teoremas anteriores, demostraremos el siguiente

Lema 2.14. Sea p un nimero primo. Entonces ®,(z) = 2P~ +2P~2 + ...+ + 1.
En particular,
P —1=(z—1)P,(x).
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Demostracion. Sea w(x) = xP~1 +aP~2 + ... + 2 + 1. Veamos que w(z) es un
polinomio Q-irreductible. Esto tltimo equivale a demostrar que h(x) := w(z + 1) es
Q-irreductible. Usando la identidad 2P — 1 = (z — 1)w(z), se tiene

hz)=w(z+1) = % =aP 4 (7’2_:1 <z>zk1) +p.

Dado que p| (z), para todo 0 < k < p, el criterio de Eisenstein permite concluir
que h(z) es Q-irreductible. Tenemos entonces que w(z) es Q-irreductible y ménico,
luego w(z) = ®,(x) por la Proposicién O

Ejercicios 2.15.

1. Sea f(z) € Q[z] un polinomio Q-irreductible y sea a € C tal que f(«) = 0.
Sea g(z) € Q[x] un polinomio no constante tal que g(«) = 0. Demuestre que
existe un polinomio h(z) € Q[z] tal que g(x) = f(z)h(x).

2. Un polinomio p(z) se dice que tiene raices repetidas si se puede factorizar
sobre C de la forma

p(z) = (x — 2)*h(z), z€C, h(z)cClz]

(de manera equivalente, p(z) = p/(z) = 0). Demuestre que un polinomio
Q-irreductible p(x) € Q[z] no puede tener raices repetidas.
3. Sea p un primo. Denotamos F,, := Z/pZ, el cuerpo finito de p elementos. Sea

v:7— Z/pZ

el morfismo canodnico. Para un polinomio con coeficientes enteros f(x) =
ant™ + ap_12" " 4+ ... 4+ a1z + ag, definimos
f(@) =v(an)z™ + v(an_1)z" '+ ...+ v(a))z + v(ag) € Fplz].
Muestre que la operaciéon f — f define un morfismo de anillos Z[x] — F[x]
(es decir, verifique f+g=f+gy fg=f7).
4. Lema de Gauss. Decimos que un polinomio f(x) € Z[x] es reducido si el
maximo comun divisor de sus coeficientes es 1.

a) Sean f(x),g(x) € Z[z] dos polinomios y sea h(z) = f(z)g(x). Sea N el
maximo comin divisor de los coeficientes de h(x). Suponga N # 1y
tome un primo p tal que p|N. Usando el morfismo de anillos del ejercicio
anterior, demuestre que p o bien divide a todos los coeficientes de f(z) o
bien divide a todos los coeficientes de g(z)

b) Deduzca que el producto de dos polinomios reducidos es reducido

¢) Demuestre el Teorema

5. Criterio de Eisenstein. Sean f(x) € Z[z] un polinomio y p un primo que
satisfacen las hipotesis del Teorema [2.12]

a) Suponga que se puede factorizar f(z) = g(z)h(z) con g(x), h(z) € Z[x].

Muestre que entonces se tiene

v(a,)z™ = g(z)h(x), en Fplz].

b) Justifique que g(x) = ux?®, h = va®

¢) Demuestre el Teorema
6. Pruebe que Q es un cuerpo. Es decir,

a,B€Qa#0= 1,a6,a+6€@.

o

,conu,vEF)ya+b=n.
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2.2. Orbita galoisiana.

Definicién 2.16.

» Sean a € Qy f,(x) su polinomio minimo. Decimos que 3 € C es un conjugado

de asi fo(B) = 0.
= Definimos la dérbita galoisiana de o por

Gal(a) : = {8 € C: B es un conjugado de a}
={peC: f.(B) =0}.
Observacion 2.17. El ntumero de conjugados de « es exactamente el grado de f,, ()
(ver Ejercicio @)
Ejemplo 2.18. w Gal(i) = {i, —i}.
- Gal(v2) = {v2,—V2}.

» Gal(Vv/2) = {V2,(3V2,(3V2}.
. Ga1(1+2\/5) _ {1+2\/57 172\/5}.

Es de interés para nosotros calcular la 6rbita galoisiana de (. Definimos

pn i ={z € C: 2" =1} = {raices de la unidad de orden n},

fin :={2€py: 2" #1, VI<k<n}

= {raices primitivas de la unidad de orden n}.
Notar que (pip, _-) es un grupo ciclico de orden n. Mas precisamente, si ¢, = 2™/,
entonces p, = {¢ : 0 < j <n—1}. Mas atn, se tiene
(2.1) fin = {¢, : med(j,n) = 1}.
En particular, el nimero de elementos de fi,, es
o(n) :=(Z/nZ)"| = #{1 < j <n—1:mcd(j,n) = 1}
(funcion de Euler).
Proposiciéon 2.19. Sea ¢, = ¢>™". Entonces
Gal(Ca) = fin-
La demostracion de este hecho esta esbozada en los ejercicios 2:21]

Corolario 2.20. Se tiene deg ®,, = p(n), para todo entero positivo n.

Ejercicios 2.21.

1. Demuestre (2.1)).
2. a) Demuestre que para todo o € Q y todo entero positivo k, se tiene
Gal(a*) = {B" : B € Gal(a)}.
Deduzca deg(a*) < deg(a).
b) Muestre que para a € Q , se tiene Gal(1/a) = {1/8 : § € Gal(a)}.
Deduzca deg(a) = deg(1/a).
3. Sean n un entero y p un numero primo que no divide n. Sea a € C tal que
®,,(«) = 0. El objetivo de este problema es demostrar que ®,,(a?) = 0.
a) Muestre que o € Q y que su polinomio minimo tiene coeficientes enteros.
b) Suponga que ®,(aP) # 0. Sea g(x) € Z[z] el polinomio minimo de a?.
Sea h(z) = g(zP). Muestre que @, (x)|h(x) en Z[z].
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¢) Sea j(z) € Fplz] un factor irreductible de ®,,(z) € Fp[x] (cf. la operacion
f€Zz]— f €Fyla]

definida en el Ejercicio ([@)). Muestre que j(z)[g(z).
d) Use lo anterior para mostrar que j(z)?|2™ — 1. Concluya.
4. Use el ejercicio anterior para demostrar la Proposicion [2.19

2.3. Discriminante y Resultante. Sea f(z) € Clz] un polinomio y lo expresa-
mos en términos de sus raices como

f@)=alz—a1)(x —a) - (x —an), a,a1,...,a, €C.

Notar que las raices ag, a9, ..., q, no son necesariamente distintas. Se define el
discriminante de f por
_ 2n—2
— o o,

i<J

Es inmediato de la definicion que D(f) = 0 si y solo si f tiene raices repetidas.

Definicion 2.22. Sean

(2.2) fx) =ana™ +an_12" + ...+ a1z +ag € Clz],
(2.3) () = bpx™ + by 1™ .+ bz + by € Cla].
Formamos la siguiente matriz de tamano (n +m) x (n + m):

ap  QAp—1 - ao 0 ... 0
0 an Ap_1 .- ag ... 0
. 0 0 ... Qn Qp_1 ... G
MED=1 b by o b
0 bm bmo1 ... b
0 0 cii bm b1 o0 o

Definimos la resultante R(f,g) por

R(f,g) :=det M(f,g).

Teorema 2.23. ([11], Proposition 8.3, p. 202) Escribimos g(x) = by, (x—pB1) -+ (x—
Bm). Entonces se tiene

(2.4) R(f,g) = a™b, H H
i=17=1

Observacion 2.24. De este teorema vemos que R(f,g) = 0 si y solo si f y g tienen
una raiz en comun.

Central en lo que sigue es la siguiente

Proposicion 2.25. Si f(x) tiene coeficientes enteros y a, es el coeficiente del
término dominante, entonces a, D(f) € Z.

Demostracion. Tomemos g = f’ en (2.4). Entonces m = n — 1y b, = na,. Si
escribimos

f'(@) = nap(z — p1) - (& — Br-1),
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entonces
n

R(f,f :nna2n H

—1 H f/(ai)-

Pero f'(a;) = an [];4 (i — o)), luego obtenemos

(f7 _ 2n 1HH _a] ( )n(n 1)/2 2n 1H _04]

i=1j=1 i<J
J#i

= (-1 20, ()

Como f y f' tienen coeficientes enteros, de la definicion de resultante tenemos

R(f,fHYeZ O

3. TEORIA DEL POTENCIAL Y EL TEOREMA DE FEKETE-SZEGO

En esta seccién vamos a ver los rudimentos de la teoria del potencial en el
plano complejo y una primera aplicaciéon aritmética. En concreto, estudiaremos las
propiedades de la capacidad logaritmica y de sus otras presentaciones, el didmetro
transfinito y la constante de Chebyshev. Como aplicacion de este estudio daremos una
demostracion del teorema de Fekete-Szegé que afirma que la capacidad logaritmica
discrimina cuando un conjunto puede contener infinitas 6rbitas de Galois de enteros
algebraicos.

La presentacion esta centrada en la comparacion entre el didmetro transfinito, la
capacidad logaritmica y la constante de Chebyshev. La mayor parte de esta seccién
estd basada en las excelentes notas [16]. Para méas detalles y demostraciones que se
han omitido, el lector puede consultar [13]. Una presentacién moderna del teorema
de Fekete-Szegd utilizando teoria de Arakelov se puede encontrar en las notas [1].

3.1. Puntos de Fekete. Empezamos con un subconjunto £ C C compacto, es
decir E es un subconjunto de C cerrado y acotado, por ejemplo el disco unidad.
Dado un entero n > 2, queremos buscar un conjunto de n puntos de F que estén
lo méas alejados posible entre si. Para dar una idea precisa de qué entendemos por
estar lo mas alejado posible, definimos la cantidad
2/n(n—1)
6n(E) = méx || R

21y..,2n €EE
1y-s”n 1§’L<]§1’L

y buscamos colecciones de puntos donde se alcance esta cantidad. Cualquier coleccion
de puntos F;, = {z%n), ce 27(1”)} con
2/n(n—1)

|| R — 5,(E)

1<i<j<n

se llama un conjunto de Fekete (de n puntos) y sus elementos puntos de Fekete. Por
definicién, estos puntos estan lo mas alejados entre si dentro de F.

La primera observaciéon que podemos hacer es que los puntos de Fekete se sittian
siempre en la frontera exterior del subconjunto E (la frontera exterior es la frontera
de la componente conexa no acotada del complementario de E). Por ejemplo, si E
es el anillo

A={zeC:r<z<R},
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los puntos de Fekete de A se concentran en la circunferencia de radio R. Este
resultado se puede demostrar usando el principio del maximo de las funciones
analiticas.

Ejemplo 3.1. Como veremos en el Ejercicio , si F es el disco unidad, el
conjunto de las raices de la unidad n-ésimas es un conjunto de Fekete.

Ejemplo 3.2. En el conjunto E = [—1, 1], para cada n, hay un tnico conjunto de
Fekete de n puntos. Y estd dado por los ceros del polinomio (22 —1)P._,(x), donde
P,_1 es el polinomio de Legendre de grado n — 1y P/_; su derivada.

FicgUuRrA 1. Conjunto de Fekete de 11 puntos en el intervalo [—1, 1].

Pero, jpara qué sirven los puntos de Fekete?

Los puntos de Fekete son muy ttiles en la interpolaciéon de Lagrange. Sea f una
funcion continua definida en un intervalo compacto £ C R y sean zg,..., 2, un
conjunto de n + 1 puntos en F. El método de aproximaciéon de Lagrange consiste en
buscar un polinomio de grado n que coincida con f en los puntos elegidos. Siendo f
continua, es de esperar que el polinomio obtenido se parezca a la funcion f.

Para construir el polinomio de interpolacion se definen los polinomios fundamen-

tales de Lagrange
Hi#k(x - %)

Hz‘;ﬁk(zk - zi)
Estos polinomios cumplen Ly(z;) = 1y Li(z;) = 0 si ¢ # k. En otras palabras
Lk (Zz) = (Si}g.

Una vez construidos los polinomios fundamentales de Lagrange, el polinomio de
interpolacion se escribe facilmente

P(z) = f(zk)Li(x).
k=0

Lk(l‘> =

Claramente, en los puntos de interpolaciéon tenemos P(z;) = f(zx), k = 1,...,n.
Veamos como funciona este método en la practica. Vamos a interpolar funciones
continuas en el intervalo [—1, 1] usando puntos equiespaciados (este método se usa
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mucho por ser mas comodo de célculo) y usando puntos de Fekete. En ambos casos
usaremos 11 puntos.

N\ ‘ N 1

o ~s 08

1/ \/ 05 \/ s 1

(A) Puntos equiespaciados (B) Puntos de Fekete

F1GURA 2. Polinomios de Lagrange

En la Figura [2] podemos ver un polinomio fundamental de Lagrange para el caso
de puntos equiespaciados y para el caso de puntos de Fekete. Obsérvese la diferencia
de escala en ambos graficos. En ambos casos hay un punto donde el polinomio toma
el valor 1 y otros puntos donde el polinomio toma el valor 0. Sin embargo el polinomio
de Lagrange obtenido con puntos equiespaciados oscila mucho al acercarnos al borde
del intervalo, alcanzando un valor cercano a —6. Por el contrario, en el polinomio
obtenido usando los puntos de Fekete, las oscilaciones estan mucho més controladas
y en ningiin momento el valor absoluto del polinomio es mayor a 1. Parece claro
que la mayor oscilacion en el caso de puntos equiespaciados puede ser un problema.
Vamos a verlo en accion. En primer lugar aproximaremos una funcion suave: exp(x).
Esta funcion en el intervalo [—1, 1] se aproxima muy bien, asi que representamos en
la Figura 3] el error cometido aproximando la funcién exponencial por un polinomio.

2e-10 3e-11

2e-11

le-10
le-11
E 05 05 1
05 05 1
“le-11]

“le-10 21

2e-10

(A) Puntos equiespaciados (B) Puntos de Fekete

FicurA 3. Error en la aproximacién de la funcién exponencial.

Atencion, la escala es diferente en ambos graficos. Si bien el método de puntos
equiespaciados proporciona mejores resultados en la zona central, el error maximo es
casi 10 veces mayor en el caso de puntos equiespaciados respecto al caso de puntos
de Fekete.
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Podemos ponerle las cosas mas dificiles al método de aproximacion e intentar
aproximar una funcién continua f que no es diferenciable en el punto 0. Por ejemplo:

f(z) = min(0, z).

En este caso el error se observa a simple vista y los resultados estan en la Figura
De nuevo vemos que la presencia de oscilaciones incontroladas es un problema al

0.6

08

1 1

(A) Puntos equiespaciados (B) Puntos de Fekete
FIGURA 4. Aproximacién de la funcion f.

usar puntos equiespaciados en el método de interpolacién.

El Ejercicio explica por qué los puntos de Fekete son tutiles en el método
de aproximacion. Para una funcién continua concreta puede que no dé el resulta-
do 6ptimo. Pero da un resultado suficientemente bueno para todas las funciones
continuas.

En muchos casos, calcular los puntos de Fekete de forma exacta es muy dificil y
nos tenemos que conformar con unos puntos de Fekete aprorimados, que hagan un
trabajo razonable. Para saber si un conjunto de puntos se parece a un conjunto de
Fekete es importante responder a las siguiente preguntas:

Pregunta 3.3. ;Cuadl es el comportamiento asint6tico de 6, (E) cuando n tiende a
infinito?

Pregunta 3.4. ;Cual es la distribucion de los puntos de Fekete cuando n tiende a
infinito?

Lema 3.5. La sucesion 6,(E), n > 2, es decreciente.

Demostracion. Veamos que la sucesion log d,(E), n > 2 es decreciente. Sea J,, =

{#1,...,2,} C E un conjunto de Fekete. Para cada k entre 1y n,
n(n—1
%logdn(E) = Z log |z; — ;]
1<i<j<n
= Zlog\zi — zi| + Z log |z; — z;]
i#k 1<i<j<n
iZk j£k
n—1)(n-2
< Zlog |z — zi| + ()2# log §,—1(E).
i#k
Sumando las n desigualdades obtenidas variando k deducimos
2 -1 —1 -2
% log 6, (E) < n(n—1)logd,(E) + % log 6,,—1(F).
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Por tanto log §,,(E) < logd,_1(F). O

Como consecuencia del Lema la sucesion 6, (E), n > 2 converge a un nimero
real > 0.

Definicion 3.6. El didmetro transfinito del conjunto E es
T(E) = nh_)rrgo on(E).

Una primera respuesta a la Pregunta [3.3] es el calculo del didmetro transfinito.
Para responder a la Pregunta [3.4] usaremos el lenguaje de medidas e investigaremos
el analogo continuo del problema de buscar puntos de Fekete.

Ejercicios 3.7.

1. La matriz de Vandermonde de tamano n x n estd dada por (zf 71), para
1 <1 <nyl<j <n. Demostrar que el determinante de la matriz de
Vandermonde es [],; ;<,(z; — z). Por tanto, un conjunto de puntos de
Fekete maximiza el valor absoluto del determinante de la correspondiente
matriz de Vandermonde.

2. Utilizando el ejercicio anterior y la desigualdad de Hadamard para determi-
nantes, demostrar que las raices de la unidad forman un conjunto de Fekete
en el circulo unidad.

3. Sea F un subconjunto compacto de C y F,+1 = {21,..., 2,41} un conjunto
de Fekete de n + 1 puntos para E.

a) Demostrar que, si Ly es el polinomio fundamental de Lagrange k-ésimo
asociado a F, 41, entonces

|Li(z)] <1, para todo z € E.

b) Si, para un subconjunto S C C y una funcion f denotamos
1flls = sup{|f(2)[},
z€S

demostrar que todo polinomio P de grado menor o igual que n satisface
[Ple < (n+1D)|Pln41-

¢) Sea f: E — C una funcion continua, sea P, ; el polinomio de grado
menor o igual a n que aproxima mejor a f en la norma || - ||g. Sea P,
el polinomio obtenido mediante interpolacién de Lagrange en los puntos
Fn+1. Demostrar que

If = Prolls < (4 2)1f — Paslls

3.2. Medidas y convergencia débil. Para describir de forma cuantitativa la
forma a la que tienden los conjuntos de Fekete o las 6rbitas de Galois de enteros
algebraicos, es necesario introducir el lenguaje de medidas. En estas notas no podemos
dar un curso completo de teoria de la medida y usaremos muchos resultados como
una caja negra. El lector interesado puede consultar, por ejemplo [18] o [4].

Sea D C R™ un subconjunto con la topologia inducida y sea C%(D,R) el espacio
de las funciones continuas con soporte compacto en D. El espacio C?(D,R) tiene
una norma, la norma del supremo, definida, para f € C?(D,R), por

Ifllp = sup [f(z)]-
zeD
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Una medida de Radon en D es un funcional lineal continuo en C?(D,R). Las
medidas de Radon son compatibles con la topologia de D y la mayor parte de
las medidas que aparecen en anélisis son de este tipo. Si u es una medida en D
y f € C%D,R) es una funcién continua con soporte compacto, usamos tanto la
notacion funcional u(f) como la notacién integral

Mﬂzéf@zéﬂ@w@-

Una medida se denomina positiva si, para toda f € C°(D,R) con f(z) > 0,
Vz € D, se tiene u(f) > 0.
Si D es compacto y p es una medida, se denomina la masa de p a la cantidad

u(D) = [ 1dutz).

Si D no es compacto, escribimos D = |JE,, con E; C Es C ... compactos, y la
medida de D se define como el limite
w(D) = lim pu(E,)

en caso de que este exista. Si la medida es positiva, el limite siempre existe aunque
puede ser infinito. Una medida positiva se llama finita si la masa total es finita.

Una medida de probabilidad es una medida de Radon positiva de masa total 1.
El espacio de medidas de probabilidad de D se denota M(D).

Ejemplo 3.8. Si z € D la asignacion f — f(z) es una medida de probabilidad en
D que se denomina delta de Dirac en z y se denota §,:

ﬂd=Aﬂ@®M&

Maés generalmente, si F' = {z1,...,2,} es un conjunto finito, la medida de contaje
de F es la medida de probabilidad

(3.1) (F) = % 3.
En otras palabras
1 n
AR () = [ ) =305

es la media de los valores de f en el conjunto F.

La teoria de medidas proporciona un lenguaje conveniente para estudiar la
distribuciéon asintética de conjuntos de puntos mediante el concepto de convergencia
débil-*.

Decimos que una sucesion de medidas (pp,)n>1 converge en la topologia débil-x a
una medida y si para toda funcion f € C?(D,R) se cumple

/fd,u: h'm/fdun.
D n—oo D

El hecho de que la sucesion (pn,),>1 converja en la topologia débil-* a p se denota

[ = .
El siguiente resultado es consecuencia del Teorema de Banach-Alaoglu (ver [14]
3.15 y 3.16)
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Teorema 3.9. Sea E C C un subconjunto compacto. Entonces el espacio M(E)
con la topologia de la convergencia débil-x es un espacio metrizable compacto. En
particular es secuencialmente compacto.

2wik

Ejemplo 3.10. Sea F,, = {e"» |0 <k <n— 1} el conjunto de raices n-ésimas de
1. Para toda funcion f € C?(C, R) se tiene

1 2 )
li dv(F,) = — %) ap.
A | FdviFn) =52 o J(e)
Por tanto la sucesion v(F,,), n > 1 converge en la topologia débil-+ a la medida de
Haar normalizada en el circulo unidad %.

Dada una medida g en D y U C D un subconjunto, decimos que el soporte de
p esté contenido en U si para toda funcién f € C%(D,R), la condicién f|y = 0

implica p(f) = 0.

Lema 3.11. Sea E C C un subconjunto compacto y B,, n > 0 subconjuntos
compactos con By, D Bpy1 y E =) Bpn. Si (in)n>0 s una sucesion de medidas de

probabilidad con p, = p y soporte(u,) C By, entonces soporte(u) C E.

Necesitaremos un resultado técnico para extender determinadas medidas a fun-
ciones no necesariamente continuas.

Definicion 3.12. Sea D C R™ un subconjunto con la topologia inducida. Una
funcion f: D — RU {oo} se denomina semi-continua inferior si para todo zp € D se
cumple

f(z0) <liminf f(z2).

zZ—20

Lema 3.13. Una funcion es semi-continua inferior si y solo si, para todo com-
pacto K C D existe una sucesion creciente de funciones continuas que converge
puntualmente a f.

Si f es una funciéon semi-continua inferior y p es una medida positiva con soporte
compacto K, se define

[ $@ (o) = i fo(a)dua),
D

para cualquier sucesiéon creciente de funciones continuas que converge puntualmente
a fen K.

., . . . . * .
Lema 3.14. Sea f una funcidn semi-continua inferior y p, — @ una sucesion de
medidas positivas, con soporte contenido en un compacto K, que converge, en la
topologia débil-+ a una medida . Entonces

/ fdp < liminf/ fdpn.
K n—oo K

Ejercicios 3.15.

1. Demostrar la afirmacion del Ejemplo
2. Demostrar el Lema [B.11]
3. Buscar una demostraciéon del Lema
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3.3. La capacidad logaritmica. Discutimos ahora el analogo continuo del
problema de encontrar los puntos de Fekete. Para ello imaginamos que los n-puntos
representan cargas eléctricas del mismo signo que se repelen entre si. De esta forma
la configuracion de puntos de Fekete es una posicién de equilibrio para el problema
electrostéatico.

Sea E C C de nuevo un subconjunto compacto. Podemos imaginar que E es una
lamina metalica a la que anadimos una carga eléctrica. Al ser una ldmina metalica
la carga se puede mover libremente y, dado que cargas de igual signo se repelen,
tendera a extenderse lo mas posible.

Hay que tener cuidado con el simil electromagnético pues estamos acostumbrados
al caso tridimensional, donde la fuerza de atracciéon/repulsion entre dos cargas
eléctricas es proporcional al inverso de la distancia al cuadrado, mientras que la
energia de dichas cargas es proporcional al inverso de la distancia. Si estamos
confinados en un espacio bidimensional (como es el caso que nos ocupa) la fuerza
eléctrica debe ser proporcional al inverso de la distancia, mientras que la energia
debe ser proporcional al logaritmo de la distancia.

La densidad de carga se puede representar mediante una medida de probabilidad pu
en C cuyo soporte esta contenido en E. Por ejemplo, si toda la carga esté concentrada
en un punto z, la representamos mediante la medida delta de Dirac 4.

Definicion 3.16. Sea p una densidad de carga en FE, el potencial electrostdtico
asociado a i es

Ut(z) = /Elog B i t|du(t)7

mientras que la energia electrostdtica de esta carga en E es

(3:2) 1) = [V Ednt) = [ [ ton —auz)dute

|z

Hay que tener cuidado con esta definicion pues, en caso de haber cargas puntuales,
la energia es infinita. Para tener una cantidad finita con la que trabajar, introducimos
la siguiente variante de la energia. Si pp = v(F') es la medida de contaje de un conjunto
finito F' = {z1,..., 2z}, ponemos

IF) =)= 3 log——

n(n—1), == 7 |z — |
(3.3) 2/n(n—1)
= —log | [T 1= — =l
i<j

El problema de encontrar un conjunto de Fekete de n puntos consiste en hallar
inf I'(F).
#F=n
Definicién 3.17. La constante de Robin de un conjunto compacto £ C C es

Vg= inf {I .
E HGM(E){ (1)}
Por tanto, el analogo continuo de buscar las cantidades d,,(E) y los puntos de
Fekete es determinar el valor de la constante de Robin y encontrar una medida cuya
energia coincida con este minimo.
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Teorema 3.18. FEl valor Vg se alcanza en una medida pg. Es mds, si Vg < oo
entonces esta medida es unica.

La demostracion de este resultado se basa en el analogo continuo del Lema [3.5]

Lema 3.19. Sea p,, una sucesion de medidas en M(E) que converge en la topologia
débil-+ a una medida . Entonces, para todo z € C

(3.4) U*(z) < liminf UH"(2).
n—o0

Ademds

(3.5) I(p) < lirginff(un).

Demostracion. Este resultado es consecuencia de que log(1/|z —t|) es semi-continua
inferior respecto de t. i

Argumento de la demostracion del Teorema[3.18 Sean p, una sucesion de medidas
en M(E) tales que lim,,_,o I(pn) = Vg. Por el Teorema [3.9] el espacio M(E) con
la topologia débil-* es secuencialmente compacto. Asi existe una subsucesion de .,
que converge en la topologia débil-* a una medida p. Por el Lema |3.19| esta medida
cumple Vg = I(p).

Si Vg = oo, cualquier medida p con soporte en E cumple I(p) = Vg y minimiza
la energia, por lo que no hay unicidad. Por el contrario si Vg < co, usando que la
funcion I en M(E) es estrictamente convexa (un punto técnico que hay que precisar
pues estamos en un espacio de dimension infinita) , se deduce la unicidad. O

Definicion 3.20. La cantidad
Cap(E) =e™ V7

se denomina la capacidad logaritmica de E. Una medida pp que cumpla V(E) =
I(ug) se denomina una medida de equilibrio para E y el potencial U*# asociado a
la medida de equilibrio se denomina el potencial de equilibrio de E.

Enunciamos en el siguiente resultado unas propiedades béasicas de la capacidad
logaritmica.

Teorema 3.21.

. Si Ey C Ey entonces Cap(F;) < Cap(Es).

2. Si ECCya,peC, entonces Cap(aFE + ) = |a| Cap(E).
3. Si K C C es compacto, entonces Cap(K) = Cap(0K).

4. Si K1 D Ko D ... son compactos y K = () K;, entonces

~

Cap(K) = lim Cap(kKj;).
71— 00

v

. St Cap(K) = 0 entonces K tiene medida de Lebesgue cero. Mds ain, si v es
una medida que satisface I(v) < oo, entonces v(K) = 0.

El problema discreto de encontrar los puntos de Fekete y el problema continuo de
encontrar la medida de equilibrio estan muy relacionados y la teoria electrostatica
del plano complejo nos permite dar respuesta a las preguntas y

Teorema 3.22. Sea E C C un conjunto compacto. Entonces

(3.6) Cap(E) = 7(E).
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Ademds, si Cap(E) > 0 y Fn, n > 2 son colecciones de puntos de Fekete para E
entonces

(3.7) v(Fn) = pg.

Esta ultima propiedad se expresa diciendo que los punto de Fekete se equidistribuyen
segun la medida de equilibrio de E.

Demostracion. En el argumento de esta demostracién vamos a necesitar la medida
producto de dos medidas. Mas concretamente, si p y v son medidas en F entonces, la
medida producto es una medida p X v en E X E. Para la definicién y las propiedades
basicas de la medida producto el lector puede consultar la Seccion 1.7 de [I§]. La
propiedad fundamental de la medida producto es el Teorema de Fubini-Tonelli [I8],
Corollary 1.7.23].

Empezamos demostrando la desigualdad Vg > log(1/7(E)). Escribimos

F(z1,...,20) =T'({z1,-..,2n}) % Z log%

n(n -1 1<i<j<n i~ 4l

El minimo de la funcion F es log(1/6,(E)). El valor esperado de F respecto a
cualquier medida de probabilidad en el producto C™ debe ser mayor o igual a este
minimo. En particular, si consideramos la medida producto dug(z1)...dug(zn),
donde pp es la medida de equilibrio de F, deducimos

Vp = / F(ot,eos ) dpp(21) . dis(z0) > log ——.

Consideramos la sucesion de medidas v, = v(F,), n > 2. Por el Teorema
existe una medida i que es el limite en la topologia débil-* de una subsucesiéon
(Vn, )ken- Una consecuencia del Teorema de Fubini-Tonelli para medidas es que
(Vnk X Vnk)kGN = /l X /[1'

Para poder aplicar la convergencia débil de medidas necesitamos aplicarlas a
funciones continuas. La funcion log |z| no es continua cuando x tiende a cero.

Para cada M € R, M > 0, escribimos log,,(|z|) = min(log(|z|), M). Las fun-
ciones log,;(1/|z|) son continuas para todo z € R. Y cuando M tiende a infinito,
la coleccion de funciones (log,,(1/|x|))a converge mondtonamente a la funcion
log(1/]z|). Calculamos

1) = [ [1o8 = di)ait
, 1 . .
= lim //longdp(z)du(t)

M—o00

P L N
= JV}I—I;HOO Ilclenl\ll//bgM oo Ay, (2)dDy, (t)
, ng —1 1 M
1 I 1 —
Moo kel < e (B nk)
1
(E)

IN

= lim limlog

=1
M—ookeN = Oy, (F) 8T

La igualdad en la segunda linea es consecuencia del teorema de convergencia do-
minada, mientras que la igualdad en la tercera linea se sigue de la convergencia
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débil de medidas junto con el hecho de que log,,(1/]z|) es continua en cualquier
compacto de C. Por la minimalidad de Vg deducimos

1
Ve <I(jp) <log —— < Vg

T(E)
lo que demuestra (3.6). Si Cap(E) > 0, la unicidad de la medida de equilibrio
implica i = ug de donde se deduce (3.7)). (|

Ejemplo 3.23. En el Ejercicio[3.26][T] se busca la capacidad y la medida de equilibrio
en el caso del disco unidad.

Ejemplo 3.24. Si E C R C C es el segmento E = [a,b], entonces Cap(E) = 2% y
la medida de equilibrio es

(3.8) P . E—
T/ (x—a)(b—2x)

En el Ejercicio vemos que el potencial de equilibrio es constante en el
disco unidad. Esto es consistente con la intuicion fisica, pues si hubiera diferencia
de potencial, las cargas se desplazarian para disminuir la energia total. En general
el resultado matemaético preciso es

Teorema 3.25 (Teorema de Frostman). Sea E C C un subconjunto compacto con
Cap(E) > 0. Entonces
1. UME(z) < Vg para todo z € C,
2. UME(z) = Vg para todo z € E\S, donde S es un subconjunto con Cap(S) = 0.
3. Si Q es la componente conexa no acotada de C\ E, entonces para todo z €
se tiene UFP (z) < Vg.

La demostraciéon de este resultado usa el principio del maximo para potenciales
3.35] Esta demostracién la daremos en la Seccion

Ejercicios 3.26.

1. Usando que las raices de la unidad de orden n forman un conjunto de Fekete
de n puntos en el disco unidad, demostrar que la capacidad del disco unidad
es 1 y que la medida de equilibrio del disco unidad es la medida de Haar %
en el circulo unidad.

2. Demostrar que el potencial de equilibrio del disco unidad es

U () = 0, if |z] <1
-~ og(1/lz]), if [z > 1.

3.4. La constante de Chebyshev. En esta seccion, & C C contintia designando
un subconjunto compacto. El siguiente problema es determinar el minimo valor de la
norma ||p|| g donde p es un polinomio moénico de grado n y encontrar un polinomio
que alcance este minimo. Es decir, buscamos el valor de

. to(F) = inf ,
(39) (B)= f Il

donde P, es el conjunto de los polinomios moénicos de grado n. Si E contiene infinitos
puntos existe un Gnico polinomio moénico T, € P,, con ¢, (E) = |1, || g, que se llama
el polinomio de Chebyshev n-ésimo para E. Ver el ejercicio

Debido a que

tm+n(E) = ||Tm+nHE < HTm”E”TnHE = tm(E)tn(E)7
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la sucesion log (¢, (F)) es subaditiva y por tanto, el limite

— 1% 1/n _ ¢ 1/n
Cheb(E) nl;rrgo tn(E) ffﬁfl tn(E)

existe y se denomina la constante de Chebyshev de E.
Muy relacionado con el polinomio de Chebyshev, el polinomio de Fekete F), es
un polinomio moénico de grado n cuyas raices forman un conjunto de Fekete de n

DAL HAAAN

1e-

1.5e3

(B) Polinomio de Chebyshev de gra-

(A) Polinomio de Fekete de grado 11. do 11.

0.008
0.006
0.004

0002

0.002

0.004

0.006

0.008

(c) Polinomio de grado 11 con raices
equiespaciadas.

FiGURA 5. Polinomios de Fekete y Chebyshev.

En la Figura[B]se compara el polinomio de Chebyshev de grado 11 con el polinomio
de Fekete de grado 11 en el intervalo [—1,1]. Ambos son razonablemente similares.
Se incluye también el polinomio moénico de grado 11 con las raices equiespaciadas.
Observad la diferencia de escala. La norma del supremo de este tultimo polinomio es
8 veces mayor que la del correspondiente polinomio de Chebyshev.

El resultado fundamental de la teoria del potencial es el siguiente.

Teorema 3.27. Sea E C C un subconjunto compacto.
1. 7(E) = Cap(F) = Cheb(FE).
2. Los polinomios de Fekete son asintdticamente optimos para el problema de
Chebyshev:
lfim ||F, ||}/ = Cheb(E).

n— oo

Si ademds, Cap(F) > 0 y por tanto ug es unica, entonces

3. Los puntos de Fekete tienen distribucion asintdtica pg. Es decir v(F,) 5 UE
cuando n — oo.
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4. La convergencia
lim |F, ()" = exp(—U"=(2))
n—oo

es uniforme en cada subconjunto compacto de §2, la componente conera no
acotada de C\ E.

Demostracion. La afirmacion va ha sido establecida en el Teorema La
afirmacion se deduce de ella. De hecho, de la definicién de potencial se deduce

que
1 1
U (2) = = log ———
A
y todos los ceros de F,, estan contenidos en E. Por tanto, si K C {2 es un subconjunto
compacto y z € K, dado que v(F,) 5 i tenemos que
1 1 1 n—oo /
—107:/10 — dv(F,)(t lo
TRITHE I TR ;

debido a que, para z € E, la funciéon t — —log |t — z]| es continua en E. Como K es
compacto y para t € F, la funcion es continua en K, esta esta uniformemente

T dug(t) = U (z),

1
[t—2]
acotada en K. Por tanto la convergencia es uniforme en K.

Nos queda por demostrar y 7 de los que ya hemos demostrado Cap(F) =

7(E). Sea F,, = {z%n), A } un conjunto de Fekete de n puntos. Entonces

Suit (B)' V2 = max [ Jei—zlz | ] 12=2"1] su(m) 02
lzdck e 1<i<n

para todo z € E. Por tanto, poniendo d,, = §,,(F),
gtV p5n=1n/2 > | B (2)], Yz € E.
Tomando las raices n-ésimas
n+1)/2 n— 1/n
Suin oI 2 | Fll
Como la sucesion d,, es decreciente,
Suin 2[00I < (B ba) 2.
Usando la definicién de Cheb(FE) deducimos
(n4100)"72 > |[Fo]|{" > Cheb(E).
Haciendo tender n a oo obtenemos
7(E) > limsup ||F, ||}/ > liminf | F,||}/™ > Cheb(E).
n—00 n—0oo
Por lo que para deducir (1)) y (2)), basta demostrar que Cheb(E) > 7(E). Sit(E) =0
esta desigualdad es obvia, por lo que podemos suponer Cap(FE) > 0. Sea T,,(z) un

polinomio de Chebyshev de grado n en FE y denotamos mediante v(T},) la medida
de contaje en los ceros de T},(z). Entonces

1 1
~1 = fnf ~1 = inf UYT)(2).
n Pt (E)  semn °|T.(z)| ek (2)

Ahora bien,

fn;g UV(Tn)(Z) < /Uu(Tn) dup = /UﬂE dv(Ty,),
zE
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donde la tltima igualdad es consecuencia del teorema de Fubini-Tonelli. Por el
Teorema de Frostman tenemos que

/U“E dv(T,) < Vg.
Juntando las desigualdades obtenidas, deducimos que

1 1

—log —— < Vg,

n e t(E) =
y tomando el limite cuando n tiende a infinito,

Cheb(E) > Cap(E) = 7(E).

Ejercicios 3.28.

1. Sea E C C u subconjunto compacto que contiene al menos n + 1 puntos.
a) Demostrar que el infimo en la ecuacion (3.9) se alcanza en algin polinomio

T, € Py.
b) Demostrar que hay al menos n + 1 puntos de E donde se cumple la
igualdad t,(E) = |T,(z)|. (Indicacion: si no fuera cierto, podriamos

encontrar un polinomio g de grado menor o igual a n — 1 que coincide
con T, en todo punto z con |T,,(z)| = t,(F). Demostrar que, para ¢ > 0
suficientemente pequetlo || T, — eq|| < t,(E) contradiciendo la definicion
de t,(E).)
c¢) Demostrar que T, es unico. (Indicacion: si hubiera dos candidatos, aplicar
a la media aritmética de ambos).
d) Demostrar que los ceros de T, estan en la envolvente convexa de E.
e) Sea E = [—1,1] x {—4,i}. Demostrar que, para n impar, T,, tiene un cero
en el eje real y por tanto fuera de F.
2. Demostrar que los polinomios de Chebyshev en el intervalo [—1,1] son los
polinomios
T,(z) = 217" cos(n arc cos z).

Concluir que Cap([—1,1]) = Cheb([-1,1]) = 1/2.
3. Sean 0 < b < a nameros reales y sea E = [—a, —b] U [b, al.

a) Demostrar que, si p(x) es un polinomio de Chebyshev para E de grado
par, entonces (p(z) + p(—2z))/2 también lo es. Por tanto podemos buscar
polinomios de Chebyshev de grado 2k de la forma g(2?) con ¢ polinomio
monico de grado k.

b) Demostrar que los polinomios

P ( )_21—2k( 2_b2)l~c 2:L‘2—b2 -1
ok () = a cos | n arc cos pep

son polinomios de Chebyshev para E.
¢) Demostrar que

Vaz — b2
Cap(F) = QT.
4. Sea p(z) un polinomio ménico de grado n. Consideramos la lemniscata

L={zeC||p(z)| < R"}.



82 JOSE IGNACIO BURGOS GIL Y RICARDO MENARES

Determinar los polinomios de Chebyshev de grado nk para E y mostrar que
Cap(L) = R.

3.5. Potenciales y funciones armonicas. En esta seccion definiremos funciones
armoénicas y superarmoénicas, daremos algunas propiedades y las usaremos para
estudiar los potenciales U*. Una referencia para el material de este capitulo es el
libro [I3].

Definicion 3.29. Una funcion f: D — R definida en un abierto D C C es armoénica
si cumple la propiedad del valor medio: Para todo z € D, si el disco |¢ — z| < r esta
contenido en D, entonces

1 2m

(3.10) f(2) f(z+re?)ds.

2m Jo
Una funcién f es armonica si y sélo si f es continua, sus primeras y segundas
derivadas parciales existen y son continuas y para todo z € D,

Af(2) = foa(2) + fyy(2) =0,
donde z =z 4+ iy y fza, fyy denotan las segundas derivadas parciales de f respecto
de x e y. De hecho, esta propiedad se puede usar como definiciéon equivalente de
funciéon armonica, por ejemplo en [13] Definicion 1.1.1 y Teorema 1.2.7.
Una consecuencia directa de @D es el principio maz-min para funciones
armonicas.

Teorema 3.30. Sea D C C un abierto conexo y f: D — R una funcion armonica.
Si f alcanza su minimo o su mdzimo en D entonces es constante. En consecuencia,
si f es una funcion continua en un compacto y es armodnica en el interior del
compacto entonces alcanza el minimo y el mdzimo en la frontera del compacto.

Las funciones superarmonicas son el analogo complejo de las funciones céncavas.

Definicién 3.31. Sea D C C un abierto. Una funcion f: D — R U {oco} es
superarmonica si no es constante igual a co en ninguna componente conexa de D y
1. es semicontinua inferior en D;
2. el valor en cada punto es mayor o igual al valor medio en un circulo centrado
en el punto. Esto es, si z € D y r > 0 cumplen que el disco | — z| < r esta
contenido en D, entonces

1 2 )
(3.11) f(z) > — f(z4re?)db.
2 0
Una funcién f se llama subarménica si — f es superarmonica.
Las funciones superarmonicas verifican el principio del minimo, y por tanto las
subarmonicas verifican el principio del méaximo [I3], Theorem 2.3.1].

Teorema 3.32. Sea D C C un conjunto abierto, conexo y acotado y g una funcion
superarmonica no constante en D tal que

liminf g(z) > m, V¢ € OD.
z—C
Entonces g(z) > m para todo z € D.

La conexién entre funciones superarmoénicas y potenciales viene dado por el
siguiente resultado.
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Proposicion 3.33. Sea pu una medida positiva cuyo soporte estd contenido en un
compacto E y sea Q la componente conexa no acotada de C\ E, entonces el potencial

Un(2) = [ og = dutt

|2 —
es una funcion superarmonica y su restriccion a §) es armdnica.

Demostracion. Dado que la funcion log(1/|z — t]) es semicontinua inferior en z para
todo ¢ se sigue que U¥(2) es semicontinua inferior. Es facil comprobar que, para ¢
fija, la funcion f;(z) = log(1/|z — t|) es superarmoénica. De hecho, para z # t, fi(2)
es armonica, mientras que, para z = t, fi(t) = co que es mayor o igual que la media
en el circulo |z — t| = r para r suficientemente pequefio.

Usando el teorema de Fubini-Tonelli obtenemos

1

2 2m
. 1 1
— U+ 0do = | — log ——————— dfdu(t
27 Jo (z4re”) /2%/0 o8 |z + rei? —t| uet)
1

< [ log ——du(t) = U¥(z
< [tor = dutt) = U (o),
probando que U* es superarmonica. Que la restriccion de U a ) es armonica se

demuestra de la misma forma, usando que log(1/|z — t|) con t fijo y z # t es una
funcién armonica. 0

De hecho, toda funcién superarmoénica se parece a un potencial con respecto de
una medida positiva. Este es el contenido del Teorema de Riesz [I3] Theorem A.3.2].

Teorema 3.34 (Teorema de Riesz). Si f es superarmonica en un abierto conexo
D C C, entonces existe una medida positiva X con soporte contenido en D y en cada
subconjunto abierto conexo D* con D* C D se tiene

fz)=h(z)+ /Dlog

donde h es armonica en D*.

dA(t D*
FECEANE

A partir del principio del maximo para funciones superarmonicas se obtiene un
principio del maximo para potenciales.

Teorema 3.35. Sea u una medida positiva finita con soporte compacto. Si UH(z) <
M para todo z en el soporte de p, entonces UH(z) < M para todo z € C.

El principio del maximo para potenciales es un caso particular del teorema de
dominacion (Ver [17] II Teorema 3.2.)

Teorema 3.36. Sean p y v dos medidas positivas finitas con soporte compacto,
masa total cumpliendo v(C) < p(C) y tal que u tiene energia logaritmica finita
(I(p) < o00). Si para una constante ¢, la desigualdad

Ut (z) <UY(z) + ¢

se cumple salvo en un conjunto de p-medida cero, entonces la desigualdad se cumple
en todo punto complejo.

Muy relacionada con el potencial U*Z tenemos la funcién de Green para E con
polo en el infinito. Para las propiedades de la funcion de Green y méas detalles sobre
los proximos resultados se puede consultar la seccion 11.4 de [I7]. La funcion de
Green esté caracterizada por el siguiente resultado.
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Teorema 3.37. Sea E C C un subconjunto compacto y Q la componente conexa no
acotada de C\ E. Entonces existe una unica funcion gg(-,00): @ — R caracterizada
por las propiedades

1. gg(-,00) es armdnica en Q y estd acotada superior e inferiormente fuera de
todo entorno de co;

2. la diferencia gg(z,00) — log |z| estd acotada en un entorno de oo;

3.

lim g(z,00) =0
z—C
para todo ¢ € 0N excepto en un conjunto de capacidad cero.

La relacion precisa entre la funcion de Green, la constante de Robin y el potencial
viene dada por el siguiente resultado.

Teorema 3.38. Sean E y Q como en el teorema anterior y gg(-,00) la funcion de
Green para E con polo en el infinito. Entonces

1. lim, 00 g(2,00) —log |z| = Vg,

2. el potencial de equilibrio de E es

UrE(z) = Vg — g(z,00).

En los ejercicios del[7]al[TI] usamos las propiedades que caracterizan la funcion
de Green para estudiar el efecto de las aplicaciones holomorfas en la capacidad.

Ejercicios 3.39.

1. Demostrar el Teorema [3.30)
2. Demostrar que si una funcion f es armoénica en un conjunto abierto D C C
que contiene el disco |z — zp| < r entonces

fo) = 5 [ [ #la+ iv) dody

3. Demostrar que si (f)n>1 €s una sucesion de funciones armonicas que converge
localmente uniformemente a una funciéon f, entonces f es armonica.

4. Demostrar que una funcién f € C?(D) en un abierto conexo D es superar-
monica si y solo si

Af = fwz +fyy <0
en todos los puntos de D.

5. Sea F': D — C una funcién analitica en un conjunto abierto conexo D que
no se anula idénticamente. Demostrar que, para p > 0, |F|P es subarmonica
y que log(1/|F|) es superarménica.

6. Buscar una demostracién del Teorema [3.21]

7. Sea f: D — C una funcion analitica en un abierto conexo D. Sea D' = f(D)
y u: D' — R una funcién armoénica (resp. superarmoénica), demostrar que
uwo f es armonica (resp. superarmonica).

8. Sean E; y Eo conjuntos compactos conexos tales que €; = P}(C)\ E; y
Qy = PY(C) \ E; sean conexos y simplemente conexos. Sea f: ; — Qo
una funcion analitica que envia 9); continuamente a 0€y y que cumple
f(oo) =00y f'(00) > 0. Si gg,(-,00) es la funcién de Green de Ey entonces
98, (f(2),00) es la funcion de Green para E;. Utilizar este resultado para
comparar la capacidad de Fy y F5 y sus potenciales de equilibrio.
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9. Demostrar que el potencial de equilibrio del disco unidad B = {|z| < 1} es la
funcion
—log™ |2| = — max(0, log |2).

10. Utilizar los problemas |§| y 8|y la transformacion z — z + 1/z para calcular la
capacidad logaritmica, la medida de equilibrio y el potencial de equilibrio del
segmento [—2,2].

11. Mostrar que, si F es un conjunto compacto de capacidad positiva y p es un
polinomio moénico de grado n entonces

Cap(p~ ' (E)) = Cap(E)"/™.

3.6. Demostraciéon del Teorema de Frostman. En esta secciéon damos la
demostracion del teorema de Frostman. Recordemos el resultado. Sea F un conjunto
compacto con Cap(F) > 0, ug la medida de equilibrio de E y U*E el potencial de
equilibrio asociado. Tenemos que ver

1. UME(z) < Vg para todo z € C.

2. UFE(z) = Vg para todo z € E'\ S, donde S tiene capacidad 0.

3. UME(z) < Vg para todo z € Q, donde Q) es la componente conexa no acotada

de C\ E.

La demostracion se realiza en varios pasos. En primer lugar sea
E,={z€ E|U" <Vg—1/n}, n>0.
Demostraremos por contradiccién que
(3.12) Cap(E,) =0, Vn>0.
Supongamos que Cap(E,,) > 0 para algin n > 0. Como Vg = I(ug) = [ U*? dug,
existe un zg en el soporte de pg con UFE(zy) > Vg. Por la semicontinuidad inferior

de UFE existe un r > 0 de tal forma que U*E(2) > Vi — 1/2n en el disco B(zo, ).
En particular B(zp,7) N F,, = 0. Como zy esté en el soporte de pg, el nimero
a = pgp(B(z0,7))
es estrictamente positivo.
Como suponemos que Cap(E,,) > 0, existe una medida pn € M(E,) con I(u) < oo.
Definimos una medida con signo

1y €1 Ena
o= —ugr/a, en B(z,7),
0, en el resto.

Para cada t € (0,a) la medida p; = g + to es positiva y de masa total 1. Por tanto
e € M(E). Un calculo directo muestra que

I(ug) — I(ue) > 2t (Vg —1/2n — Vi 4+ 1/n) + O(?).

por tanto, para t suficientemente pequenio, I(ug) > I(p:) lo que contradice la
minimalidad de I(ug).
En el segundo paso, sea

L, = {z € soporte(pg) | U"E(2) > Vg +1/n}, n>1.
Demostraremos por contradiccién que

(3.13) L,=0.
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Supongamos que algin L;, es no vacio y sea 21 € Ly, por la semicontinuidad inferior
de UFF existe un s > 0 tal que UFF(z) > Vg + 1/n en B(z1,s). Como z; esta en el
soporte de pg, el nimero

b= pugp(B(z1,s))

es estrictamente positivo.

Por (3.12) y el Teorema sabemos que pug(E,) =0y por tanto UFP (z) >

Vg salvo en un conjunto de pp medida cero. Asi,

Vi = I(pe) = / UM* djug
E

:/ U+rE d/iE"‘/ UHE d,UE
E(zl,s) E\B(z1,s)

1

> (VE+) b+ Ve(1—b)
n

>VE7

obteniendo una contradiccion.

Para concluir la demostraciéon del teorema, observamos que implica que
Ure < Vg en el soporte de pp. Asi, aplicando el principio del maximo para
potenciales (Teorema deducimos la afirmacién . Usando la condicién
se puede ver que el conjunto S = J,, E,, tiene capacidad cero, por lo que obtenemos
la afirmacion . La afirmacion se sigue del hecho que U*F es armonica en {2
junto con el Teorema

3.7. El teorema de la lemniscata de Hilbert.

Definicion 3.40. Sea p € C[z] un polinomio moénico de grado d y 0 < p € R una
constante real. La lemniscata de polinomio p y constante p es el conjunto

L=L,,={2€C|p(z)] < pd}.

En esta seccién veremos que todo conjunto de capacidad mayor que cero se puede
aproximar por una lemniscata.

Teorema 3.41 (El teorema de la lemniscata de Hilbert). Sea E un conjunto
compacto con Cap(E) >0 y sea U D E un entorno abierto de E con C\ U conezo.
Entonces existe un polinomio ménico de grado d > 0, plx] = 2+ --- € C[z] y una
constante p > Cap(E) tal que

EcL,,cU

Demostracion. Como E es compacto, estd acotado. Restringiéndonos a un U mas
pequeiio si hace falta, podemos suponer que U también esta acotado. Sea R > 0 tal
que

UcCB(,R)={z€C||z|] < R}.

El conjunto K := B(0,R) \ U es compacto y, por el Teorema de Frostman
UFe < Vg en K. Por tanto existe € > 0 tal que U*#(z) < Vg — € para todo z € K.
Por el Teorema [3.27][] existe un ng y para todo n > ng y todo z € K

log —UME(2)] < €/2,

-
|Fn ()Y
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lo que implica

(3.14) < Vg —¢/2.

1 1
og ——
|Fn(2)[/"
Como log(1/|F,(2)|) es arménica en el complementario de B(0, R), por el Teorema
la desigualdad (3.14]) en K implica que esta desigualdad es cierta en todo
C\U.
En consecuencia, para todon >ngy z € U,

(3.15) |F (2 )|1/" > e VEe/2 = Cap(E ) /2,

Utilizando ahora el Teorema apartados (1) y (2), sabemos que existe un n;
y para todo n > nj se tiene

| F Hl/n < Cap(E)e€/2.

Eligiendo d > méx(ng,n1) y poniendo p = Fy, p = Cap(E)e/? obtenemos el
resultado. ]

3.8. Las orbitas de Galois y el teorema de Fekete. Un entero algebraico
es un numero complejo que es solucion de un polinomio moénico con coeficientes
enteros. El conjunto de enteros algebraicos se denota como Z. Por tanto ¢ € Z si y
solo si existe un polinomio p(z) = 2" + - - - € Z[z] tal que

(3.16) p(¢) = 0.

Entre todos los polinomios monicos con coeficientes enteros que cumplen la
ecuacion hay uno de grado minimo denominado el polinomio minimo de (.
Este polinomio es irreducible sobre los enteros (en caso contrario no serfa minimal)
y, por tanto, tiene todas sus raices complejas simples. La orbita de Galois de (
es el conjunto de raices del polinomio minimo de ¢{. La érbita de Galois de ¢ la
denotaremos como Gal((). El grado del polinomio minimo de ¢ se denomina el grado
de (. El primer resultado [9] utiliza la identificacion entre la capacidad logaritmica
y el didmetro transfinito.

Teorema 3.42 (Teorema de Fekete). Sea E C C un conjunto compacto. Si
Cap(E) < 1, entonces existe un abierto U que contiene a E y tal que el conjunto de
enteros ¢ € Z con Gal(¢) C U es finito. En particular E contiene tinicamente un
ndmero finito de drbitas de Galois.

Demostracion. Para cada € > 0 escribimos
B(E,e)={z€C|d(z,FE) <¢e}
B(E,e) ={2€C|d(zFE) <e},

donde d(z, E) = mingep |z — z|. Como E es compacto, los conjuntos B(E,1/n) son
compactos y
E= () B(E,1/n).
n>1
Por tanto
Cap(E) = hm Cap(B(E,1/n)).

Como Cap(E) < 1, existe ng > 0 con Cap(B(F,1/ng)) < 1. Si demostramos
que B(F,1/ng) solo contiene un numero finito de érbitas de Galois, entonces
U := B(E,1/ng) es un abierto que contiene a F y que solo contiene un ntmero
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finito de orbitas de Galois. Reemplazando E por B(E,1/ng) basta demostrar que
F solo contiene un ntmero finito de érbitas de Galois.

Supongamos que F contiene un nimero infinito de 6rbitas de Galois de enteros
algebraicos. Elijamos una sucesion numerable de tales érbitas, Gal({,), n > 1y sean
pn los polinomios minimos de cada (,. Supongamos que hubiera una cota uniforme
d al grado de estos polinomios. Como E es compacto, esta acotado. Dado que los
coeficientes de cada p,, son las funciones simétricas elementales en las raices de p,, v,
por hipotesis, estas estan en E, deducimos que los coeficientes de los polinomios p,,
estan uniformemente acotados. Como el grado es finito solo puede haber un nimero
finito de ellos, contradiciendo la suposicion de que el namero de o6rbitas de Galois
contenidas en F es infinito. Asi podemos suponer que el grado de los polinomios
minimos no esta acotado.

Como estamos asumiendo que el grado de los polinomios p, no esta acotado,
después de restringirse a una subsucesiéon, podemos suponer que la sucesién de
grados

dp = deg(pn)
es estrictamente creciente.
Por definicion
1/dy,(dn—1)
(3.17) 8a, (E) > H €—n) — |disc(py)|M/ 4 (@D

§#neGal(Cn)

donde disc(p,,) es el discriminante del polinomio p, (ver seccion . Dado que
Pprn es el polinomio minimo de un entero algebraico, es un polinomio ménico con
coeficientes enteros. Por la Proposicion sabemos que disc(p,) es un namero
entero y por ser p,, irreducible, disc(p,,) es un entero distinto de cero. La ecuacion

(3.17) implica que 44, (F) > 1. Por tanto
Cap(E) = (E) > 1
lo que contradice la hipdtesis de que Cap(FE) < 1. ]

3.9. El teorema de Fekete-Szegt. El teorema de Fekete-Szego [10] es casi
un reciproco del teorema de Fekete y aparecié mas de 30 anos mas tarde que el
teorema de Fekete. Este resultado asegura que, si la capacidad logaritmica de un
conjunto simétrico respecto a la conjugaciéon compleja, es mayor que uno, entonces
todo entorno del conjunto contiene infinitas érbitas de Galois de enteros algebraicos.

Teorema 3.43 (Fekete-Szego). Sea E C C un subconjunto compacto, simétrico
respecto a la conjugacion compleja y tal que Cap(E) > 1. SiU D E es un abierto,
entonces U contiene infinitas orbitas de Galois de enteros algebraicos.

Demostracion. Por simplicidad, demostraremos solo el caso en el que C\ U es
conexo. Veamos primero que una lemniscata respecto a un polinomio ménico con
coeficientes enteros y con constante p = 1 contiene infinitas 6rbitas de Galois de
enteros algebraicos. Sea p(z) = 2" + - - - € Z[z] un polinomio ménico con coeficientes
enteros y sea

L={zeC|lp(x)| < 1}.

Para cada n > 1 consideramos el polinomio

falz) =p"(z) - L.
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Claramente f,(z) es un polinomio monico con coeficientes enteros y todas las raices
de f, estan contenidas en L. Ademas el conjunto

s=Utzec] fule) =0}

n>1

es infinito, pues la aplicacion S — {raices de 1} dada por z — p(z) es exhaustivo.
Por lo que S, y por tanto L, contiene un ntmero infinito de érbitas de Galois.

En consecuencia, para obtener el resultado, basta demostrar que el conjunto U
contiene la lemniscata de un polinomio moénico con coeficientes enteros y constante
1.

Ya hemos visto, en el Teorema de la lemniscata de Hilbert que existe un
polinomio p(z) = z¢ + --- € C[2] y una constante p > 1 tal que la lemniscata de
polinomio p y constante p esta contenida en U. Ya tenemos un polinomio p, pero
tiene coeficientes complejos. Debemos hacer una serie de reducciones para conseguir
un polinomio con coeficientes enteros.

Dado que E es simétrico respecto a conjugaciéon compleja, podemos reemplazar
U por UNU y suponer que U también es invariante por conjugaciéon compleja. Si
ahora p cumple [p(z)| > p? > 1 para todo z € C \ U, entonces |p(2)p(z)| > p?? > 1
para todo z € C\ U. En consecuencia, la lemniscata de polinomio pp y constante
p > 1 esta contenido en U. Pero el polinomio p; = pp tiene coeficientes reales. Esta
ha sido la primera reduccion.

Usando que los niimeros racionales son densos dentro de R, es facil ver que
podemos encontrar un polinomio ps con coeficientes racionales y una constante
1 < p’ < p tal que la lemniscata de polinomio ps y constante p’ esta contenida en U.
Nos hemos reducido a un polinomio con coeficientes racionales.

El ultimo paso es ver que podemos construir una lemniscata de polinomio con
coeficientes enteros y constante 1. Este proceso se denomina correcciéon (en ingles
“patching”) y esta explicado en el siguiente lema.

Lema 3.44. Sea p(z) = 2% + --- € Q[z] un polinomio mdnico con coeficientes
racionales y 1 < p € R un ndmero mayor que uno. Sea L la lemniscata de polinomio
p y constante p:

L={zeC|[p(2)| < p'}.
Entonces existe un polinomio ménico I'(x) € Z[z] con coeficientes enteros, y la
lemniscata de polinomio I' y constante 1 estd contenida en L.

Demostracion del Lema[3.44 Sea 0 < n € Z un entero tal que

pr) =20+ (), () € Zle)

Sin =1, p ya tiene coeficientes enteros, asi que supondremos que n > 2. Sea p > 1
un ndmero entero que fijaremos méas tarde. Escribimos ¢ = ud y v = o!n?. Entonces
el polinomio p” tiene los coeficientes de mayor grado enteros:

viv=1)...(v—0o— 1)xd(”_‘7) -
olne 7

v 1 dlv—o—1),0+1

dada la eleccion de v todos los coeficientes de la primera fila son enteros. Los
coeficientes restantes pueden ser racionales. Observemos que el grado en el que

1%
py(l'):xyd+g$d(y_l)’7+"'+
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aparece el primer coeficiente que puede ser no entero es
dv—0o—-1)4+(d-1)(c+1)=dv—0o—-1=d(v—p)—1.

Asi, como mucho, tenemos que corregir d(v — ) coeficientes racionales. Ahora corre-
gimos estos coeficientes racionales intentando controlar el tamano de la correccion.
Se pueden encontrar polinomios gg, £ =0,...,v — p — 1, de grado menor o igual a
d — 1, cuyos coeficientes sean racionales en el intervalo [0,1) y tales que

[(z) == p”(z) + p(z)ae(x) € Zlz]

tenga coeficientes enteros.

Obsérvese que el polinomio I' depende de la elecciéon de pu. Queda por ver que,
mediante una elecciéon adecuada de p, el polinomio I' cumple que su lemniscata con
coeficiente 1 esta contenido en L. La frontera de L es

OL ={z € C|p(z)| = p"}.

Escribimos A = T" — p”. Como los coeficientes de los polinomios gy estan en el
intervalo [0,1), para todo z € 9L tenemos la cota

AG) _ 1 1 M

. e <
¥ (2)] — T BT P

donde

M = sup (14 |z| +--- +|2|71).
2€0L

Como p > 1, existe un pg tal que, para todo p > po y 2z € 0L,

A 1
P (2)] ~ 2

Recordemos el teorema de Rouché de variable compleja. Dadas dos funciones
analiticas f,¢ en un dominio K, si |f(z)| < |g(z)| para todo z € 0K, entonces el
namero de raices (contadas con su multiplicidad) de g y de f + g contenidas en K
es igual. Este teorema, junto con la ecuacion , implica que todas las raices de
I" estan contenidas en L.

Por otro lado, para todo z € 0L, tenemos la estimacion

AR ™ pte
|pv<z>|)> R

2 2
De nuevo, debido a que p > 1 podemos encontrar ui, tal que, para todo u > 1 y
todo z € OL, se cumple

(3.18)

T()] > "(2)] - [AG)] = o™ (1

(3.19) ID(z)] > 1.

Utilizando el principio del minimo para funciones holomorfas, del hecho de que
todas las raices de I" estén contenidas en L y la ecuaciéon se deduce que, si
z ¢ L, entonces |I'(z)| > 1. Por tanto la lemniscata de polinomio I' y constante 1
esta contenida en L concluyendo la demostraciéon del Lema. (Il

El Teorema [3.43] es consecuencia del Lema [3.44] y de la discusion precedente. [J
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3.10. Equidistribuciéon de 6rbitas de Galois en el caso de capacidad uno.
Como siempre F C C denota un conjunto compacto. Vamos a ver que, en el caso
limite, cuando Cap(FE) = 1, si bien tenemos infinitas 6rbitas de Galois en un entorno
de FE, estas no tienen espacio para moverse y se equidistribuyen segiin la medida de
equilibrio de F.

Teorema 3.45. Sea E C C un conjunto compacto con Cap(E) =1 y sea (y)n>0
una sucesion de enteros algebraicos de grado d,, cumpliendo
1. lim,_oo d,, = 00,
2. Para todo n > 0, Gal(ay,) C B(E,1/n).
Entonces
v(Gal(ay)) = u®.

Demostracion. Por el Teorema [3.9] la sucesion (v(Gal(a,)))n>0 tiene una subsuce-
sion convergente en la topologia débil-*. Si vemos que toda subsucesion convergente
de v(Gal(a,)) converge a up, entonces, necesariamente toda la sucesion v(Gal(a,))
converge a u”.

Asi basta considerar el caso en que la sucesion v(Gal(a, )) converge en la topologia
débil-* a una medida /i y demostrar que ji = u”. Para cada n denotamos por P, el
polinomio entero moénico minimal de «,. De esta forma, Gal(w,) es el conjunto de
raices de P,.

Por el Lema tenemos que soporte(it) C E y, por tanto,

I(j1) > Vg =0.

Por otro lado,
. 1 .
I(j) ://log mdﬂ(z)dﬂ(t)
. . .
= lim //IOgJW mdﬂ(z)dﬂ(t)

M —o00

1
= ]\/}gnoo nlinéo//logM mdu(Gal(an))(z)du(Gal(an)(t)
. . 1 1 M
< i (o5 D logp—m o
B#B' €Gal(ay,)

—log(|disc P,|) M
——omenl L ) <o,
( z a.)="

En la ultima desigualdad hemos usado de nuevo la Proposicion que implica
que |disc P,| es un entero positivo no nulo y, por tanto — log(|disc P,|) < 0. En
consecuencia I(f1) = 0 = Vg. Por la unicidad de la medida de equilibrio deducimos
que i = p¥ concluyendo la demostracion. (]

A\

A\

lim lim
M — 00 n—00

4. ALTURAS Y TEOREMA DE BILU

4.1. Medida de Mahler de un polinomio en una variable. Sea f(x) € C[z]
un polinomio no nulo con coeficientes complejos. Definimos su medida de Mahler
por

M(f) =exp (5 / " og F()]d6).
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No es dificil ver que la integral es absolutamente convergente, incluso si el
polinomio tiene raices sobre el circulo unitario.

Lema 4.1. Para todo polinomio no nulo f € Clx], se tiene M(f) = M(f*).

Demostracion. si n = deg f, tenemos f*(x) = 2" f(1/x), luego

* 1 o —1
M(r) =exp (5 [ loglrie)ido).
T Jo
El enunciado resulta entonces de un cambio de variable apropiado. (Il

Nos sera ttil en lo que sigue usar la funciéon log™, dada por

logz siz>1
. g >
log Z‘{o 510 <2< 1.

La medida de Mahler satisface las propiedades siguientes:

Teorema 4.2.
1. M(fg) = M(f)M(g), para todo f,g € C[z], fg # 0.
2. M(f) >0, para todo f € C[z], no nulo.
3. (Formula de Jensen) Sea f(x) € Clz], un polinomio no nulo de grado n, que
escribimos de la forma

(4.1) fl@)=alz—a)(z—a2) - (x —an), aa1,...,an €C.
Entonces
(4.2) log M(f) =loglal + > log™ |a.
i=1

Demostracion. Las primeras dos propiedades se deducen directamente de la defini-
cién. Usando (1]}, nos reducimos a mostrar que para todo « € C, se tiene

1 2m )
(4.3) E/o log | — a|df = log™ |al.

Para demostrar esta identidad, usaremos que el promedio de una funcién armonica
h sobre el borde del circulo unitario es h(0).

Si || > 1, entonces la funcion h(x) = log |x — «| es armonica en el disco unitario,
de manera que el término izquierdo de es h(0) = log|al.

Si || < 1, entonces la funcion w(z) = log |1 — aZ| es armonica en el disco unitario
y coincide con h(z) cuando |z| = 1. Por lo tanto el término izquierdo de es
w(0) = log|1| = 0.

El caso |a| = 1 se deduce por la continuidad de la funcién « — f02 "log|e® —
ald. O

Ejercicio 4.3. Demostrar
ID() < n"M(f)*"72,
donde D(f) denota el discriminante de f (Seccion

Indicacion: exprese el discriminante como un determinante de Vandermonde.
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4.2. Altura de un ntmero algebraico. Sea a € Q' y sea fo(z) € Qlz] su
polinomio minimo. Existe un tnico entero positivo m tal que el polinomio

ga() :=mfo(x)
satisface

= g.(x) tiene coeficientes enteros
= el maximo comun divisor de los coeficientes de g, (x) es 1.

Decimos que g, () es el polinomio minimo sobre Z de .
El claro que la 6rbita galoisiana de « se calcula por

Gal(a) = {8 € C: go(B) =0}
(cf. Definicion [2.16).

Definicion 4.4. Sea a € Q. Definimos su altura (de Weil) por

1
h0) = o lor Mlga).

De los lemas [2.8] y [£.1] deducimos
Lema 4.5. Para todo a € Q', se tiene h(a) = h(1/a).

Escribiendo
9o (2) = apnz™ + an_12" "+ ...+ a12 + ag,
de la formula de Jensen (4.2) se tiene

1 +
(4.4) h(a) = dog o (log lan| + Z log |ﬁ\)
BEeGal(a)

Proposicién 4.6. Se tiene que h(a) > 0, para todo « € Q". Mds ain, h(a) =0 si
y sdlo si « es una raiz de la unidad.

Demostracion. En la expresion 7 |a,,| es un entero positivo, de donde es claro

que h(a) > 0. Si « es una raiz de la unidad, la Proposicion asegura que || =1,

para todo 8 € Gal(a). Ademaés, de la Observacion tenemos que su polinomio

minimo sobre Z es moénico. Usando nuevamente enemos h(a) = 0.
Supongamos ahora h(a) = 0. Sea n = deg(«). Escribamos

(4.5) 9a(2) = a2 + an_12" '+ + a1z +ag, a; € L.
Entonces la expresion (4.4) garantiza que a, =1y
(4.6) Bl <1,

para todo § € Gal(w).

La desigualdad también vale para productos de elementos en Gal(«). En-
tonces, de la formula go () = [I5eqal(a) (@ — B), vemos que los coeficientes de gq (z)
satisfacen

(4.7) la;| <n, V¥j=0,1,2,...,n.

Sea S,, el conjunto formado por todos los polinomios con coeficientes enteros, de
grado a lo méas n, de la forma que ademas satisfacen . Tenemos que S,, es
un conjunto finito.

Ahora bien, si k es un entero positivo, usando el Ejercicio vemos que el
razonamiento anterior también se aplica a o, es decir, {gx () : k € Zso} C Sp.
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Como S, es finito, el conjunto de raices de polinomios en S,, también lo es, luego el
conjunto

{Oék k€ Z>0}
es finito. Por lo tanto, existen enteros k; # ko tales que o = a*? (equivalentemente,
a¥1=k2 = 1) lo que prueba que « es una raiz de la unidad (I

Terminamos esta secciéon con un problema abierto.

Pregunta 4.7. (Lehmer [I2]). Decidir si la siguiente afirmacion es cierta: existe
una constante ¢ > 0 tal que

h(a) > L, Va € Q" que no es una raiz de la unidad.
deg

Ejercicio 4.8. Adapte la demostracion de la Proposicion [4.6] para demostrar el
teorema de Northcott: Sean A, B > 0. El conjunto

{a € Q" :deg(a) <A, h(a)< B}
es finito.
4.3. Enunciado del Teorema de Bilu en dimensién 1.

Definicién 4.9. Sean C C Cy v € M(C). Decimos que v estd soportada en C si
para toda f € Cy(C) cuyo soporte es disjunto a C, se tiene

/(Cfu=0-

Si v esté soportada en un conjunto compacto, decimos que v tiene soporte compacto.
Denotamos por M(C) € M(C) al conjunto de medidas soportadas en C.

Ejemplo 4.10. Denotamos por vg la medida caracterizada por

1 27 )
(4.8) /nyszﬂ i f(e®)dh, Vf e Co(T).

Es claro que vg esté soportada en el circulo unitario y una medida de contaje de
la forma v(E) esté soportada en E. Todas estas medidas tienen soporte compacto.

Recordemos el Teorema cuando C' es compacto, el espacio M(C) es secuen-
cialmente compacto. Es decir, toda sucesion (v,) C M(C) admite una subsucesion
convergente.

Definicion 4.11. Consideremos una sucesion FE,, C C, donde cada F, es un
conjunto finito. Decimos que la familia (E,) se equidistribuye con respecto a v € M
si

nh_)rrgo v(E,) =v.

Aqui, v(E,) es la medida de contaje definida en (3.1)).
De manera equivalente, se pide que para toda f € Cy(C),

3 1
Jin = Y pe) = [ o

Definiciéon 4.12. Decimos que una sucesion (z,) C C es genérica si para todo
m € N; el conjunto
{keN:zp=2zn}

es finito.



EQUIDISTRIBUCION, TEORIA DEL POTENCIAL Y APLICACIONES ARITMETICAS 95

Teorema 4.13. (Bilu, [5]) Sea vs la medida de probabilidad uniforme sobre el
circulo, dada por (4.8). Sea (o) C Q" una sucesion genérica de nimeros algebraicos

tal que
lim h(a,) =0.

n—oo

Entonces la familia de conjuntos Gal(ay,) se equidistribuye con respecto a vg.
En particular, se tiene el siguiente resultado notable:

Corolario 4.14. La sucesion de conjuntos (fi,,) se equidistribuye con respecto a la
medida vs.

Demostracion. tomando en cuenta la Proposicion 2:19] y la Proposicion [4-6] el
enunciado se deduce directamente del Teorema de Bilu O

FEjercicios 4.15. El propoésito de los ejercicios de esta seccién es de indicar una
demostracién del Corolario que no utiliza el Teorema de Bilu.

1. Sea X un espacio métrico compacto. Los espacios M(X), Cy(X) y la nocion
de convergencia de medidas se definen como en la Seccién El espacio
Co(X) = C(X) se encuentra dotado de la topologia dada por la norma
supremo:

If1l = sup [f(2)].
zeX

Sea H C C(X) una subalgebra (es decir, f,g € H — fg,f +g € H).
Sea V C H un conjunto generador (es decir, todo elemento de H es una
combinacién C-lineal finita de elementos de V). Suponga que H es conjunto
denso. Muestre que la sucesion de medidas (v,) € M(X) converge a v €

M(X) siy solo si
/Xfyn:/xfu, VfeV.

2. a) En la notaciéon del ejercicio anterior, tome X = {z € C: |z| = 1}. Para
cada k € Z, definimos hy, : X — C por hi(x) = z*. Sea H C C(X) la
subélgebra generada por {hy : k € Z}. Muestre que H es densa en C'(X).
Indicacion: use el teorema de Stone-Weierstrass.

b) (Criterio de Weyl) Sea E,, C X una sucesion de conjuntos finitos. Deduzca
que la familia (E,,) se equidistribuye con respecto a vg si y sélo si para
todo k € Z, con k # 0, se tiene

¢) Utilizando el punto anterior, demuestre que la sucesion de conjuntos p,
se equidistribuye con respecto a vg.
3. El proposito de este ejercicio es demostrar el Corolario usando los
ejercicios anteriores.
a) Sea u: N — {—1,0,1} la funcion de Mobius, dada por

(n) = 0 si existe un entero m > 2 tal que m2|n
H (=1)"  sin es el producto de r primos distintos.

Sea 01 : N — {0,1} dada por

1 sin=1
(51(n)—{ 0 sin>1.
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Demuestre
> ul(d) = 61 (n).
d|n

b) Sumas de Ramanujan. Denotamos por (a,b) el maximo comin divisor
del par a,b. Paran € Ny k € Z — {0}, definimos

S(?’l, k) = Z C’ZLka Cn = leri/n.
0<j<n—1
(n,5)=1

Muestre que
n
S(n, k) = Z dﬂ(g)-
d|(n,k)
Indicacion: escriba S(n,k) = Y70 61((n, k)¢ y aplique el punto

Jj=0
anterior.

¢) Demuestre el Corolario

4.4. Energia. Consideremos la medida vg definida en . Usando y la
definicion de energia de una medida en , vemos que I(vg) = 0. Ademés, para
todo conjunto finito G C C, se tiene I(v(G)) = oc.

En vista del altimo ejemplo, es ttil considera la cantidad I'(G) definida en .
El nexo entre la teoria de alturas y la teoria del potencial esta dado por el siguiente

Lema 4.16. (Comparacion Energia-Altura) Sea o € Q' con n = deg(a) > 2.
Para a € C y 0 < € < 1 denotamos D(a,e) = {8 € Gal(a) : |8 —a| < e&/2} y
ne = #D(a,€). Entonces se tiene

|loge] - n;gzg__l;) - n2jblﬁ(2a) < I'(Gal(a)) < 3h(a).

Aqui, h(20)) == %Zﬁe(}al(a) log™(|28]).

Demostracion. Primero demostraremos la cota superior. Sea a,, €l coeficiente domi-
nante de g, y escribimos Gal(a) = {a1,...,a,}. Como g, es irreductible, tenemos
D(ga) # 0. Ademas, a,D(g.) € Z (Proposicion [2.25), de donde

(4.9) log(an|D(ga)|) > log1l = 0.

Se tiene

0 <loga, +1og|D(g9.)| = (2n — 1) loga, + 2ZIOg |, —
i<j
=(2n—1)loga, + Zlog |l — o]
i#]
= (2n —1)loga, —n(n —1)I' (Gal(a)) .
Por otro lado, de (4.4) tenemos

log a,, = nh(a) — z:logJr || < nh(a).

Combinando ambas desigualdades se obtiene la cota superior.
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Ahora demostraremos la cota inferior. Escribimos I'(«) = A+ B + C, con

Claramente B > 0. Ademas, como «;,«; € D(a,¢) implica oy — o] < ¢,

deducimos ( 0
Ne(ne —

A>log(l/e)—=——<— 2,

> log(1/2) "7

Para acotar inferiormente C, supondremos |a1| < |ag| < - -+ < |a,|. Entonces

Z log |a; — o] = 22:10gJr la; — oy

|a;—o[>1 i<j

n n
:22 Z log™ o — oy

i=1 j=i+1

<233 log" 20,

i=1 j=i+1
<2 nh(20)
i=1

= 2n2h(2a),

de donde se obtiene C' > —%ﬁ(?a). Reuniendo las cotas inferiores para A, B y C,
se obtiene el resultado. O

Enunciamos aqui un resultado que caracteriza la medida de Lebesgue sobre el
circulo en términos del funcional de energia.

Proposicion 4.17. Sea M(S) el conjunto de todas las medidas en M soportadas
en {z € C:|z| = 1}. Entonces

I() >0, Yve M(S).

Mas an,
veM(S), Iv)=0&cv=us.

Demostracion. Usar el Ejercicio de la Seccién Alternativamente, ver [16],
Ex. 1.10. 0

4.5. Demostraciéon del Teorema de Bilu. En toda esta secciéon asumimos que
., o L.
la sucesion (ay,) C Q es genérica y cumple

h(an) — 0, n— oco.
Unidas al Ejercicio estas hipotesis aseguran que deg(w,) tiende a infinito con n.

Lema 4.18. (Equidistribucion en radio). Para cada n € N, se puede escoger un
conjunto E,, C Gal(a,) de manera que
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1. se tiene

2. Para todo € > 0, existe ng tal que para todo n > ng se tiene
z€E,=>1—e<|z|<1+e.
Demostracion. Notar que por el Lema [4.5] también tenemos
h(1/an) =0, n— oo.

Procederemos por contradicciéon. Pasando a una subsucesion si fuese necesario,
podemos suponer que existen subconjuntos V;, C Gal(a,) tales que

o 1Moo sy = ¢ > 0.
= existe a > 1 tal que para todo n, se tiene

1
zeVn:>\z|>a()’f‘>a.
z
Descomponemos V,, = A,, U B,,, donde

z €A, & |z > a,

Usando la formula de Jensen tenemos

h(ay, )_deg o) (Z 10g|ﬂ|) 2 % ( )loga

BEA,

Por otro lado, usando el Ejercicio también se tiene

h(1/a) > deg o) <Z log|1/ﬂ\) ( )loga.

Luego
#Va
(@) + h(1/a) > Tt toga
Tomando el limite cuando n — oo, obtenemos
0> cloga >0,
lo que es absurdo. ([

Fin de la demostracion del Teorema de Bilu: la condicién en el Lema
asegura que existe un compacto K C C que contiene al circulo unitario
tal que v(E,) € M(K), para todo n. Como M(K) es secuencialmente compacto
(cf. Teorema , tenemos que la sucesion v(F,) admite una subsucesion v(E,;)
convergente a una medida v € M(K). Notar que la condicién en el Lema
asegura que 1/( Gal(an].)) también converge a v. Ahora estableceremos que
la diagonal tiene medida nula con respecto a la medida producto v x v (para ver
generalidades y referencias sobre medidas producto revisar la demostracion del

Teorema [3.22]).
Afirmacion. Sea D = {(z,x) : x € C} C C?. Entonces v x v(D) = 0.
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Demostracion. Para demostrar la afirmacion, razonaremos por contradiccion. Por
Fubini-Tonelli, tenemos

v x v(D) = /Cu({x})du(x).

Luego si v x v(D) > 0, entonces existe a € C tal que v({a}) > 0. En particular,
existe k > 0 y un conjunto infinito J C N tal que para todon € J y todo € > 0
suficientemente pequeno, se cumple

#{B € Gal(ay,) : |f —a| < 5/2}

deg oy,
Usando el Lema [£.16, deducimos que para n € J se tiene
2deg(an) 7
4.10 1 k2 2 B(2a,,) < 3h(aw).
(4.10) o] 7 = 29B02) o) < g

Es sencillo ver que h(20,) < h(ay,) +log 2. Como lim,,_,o h(ay,) = 0, vemos que
E(2an) es acotado. De la desigualdad deducimos que existe A € R tal que
para todo ¢ suficientemente pequefio, se tiene |loge|-x% < A. Esto es absurdo, luego
la afirmacion es verdadera. |

Ahora demostraremos que v = vg. Primero notemos que usando la condiciéon
en el Lema podemos concluir que v esta soportada en el circulo unitario. De la
Proposicion .17, deducimos que I(v) > 0. Sea ¢ : R>¢ — R una funcién continua
no decreciente tal que

ETESE
= (1) =0sit <3,
= p(t)=1sit>1.
Para € > 0, definimos ¢.(t) = ¢(t/¢). Entonces, para todo (z,t) € C?> — D, se

tiene
1

1
|z —1| z—t|
Como D es un conjunto de medida nula segiin v X v, y ¢ es no decreciente, el
Teorema de convergencia mondtona asegura que

Iv) = / / logﬁdu(z)du(t)

- yg//ﬁAVUMgpiﬂwwmww

lim . (= — t]) log = log;

Sea

Sje= E > ¢(B8-F)log ——

i Tl

In]

Por convergencia débil tenemos

//gbs log| 1 t‘du(z)dl/( )= lim §,..

‘]*}OO

Si € es suficientemente pequeno, tenemos que | — /| < e = 1ogﬁ > 0.
Ademas, |8 —pf'| > e = ¢.(|8 - B'|) = 1. Como 0 < ¢. < 1 en todos los casos,
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concluimos que

1 1
Sj7€§|E |2 Z 10g|5_6/|'
" BB EE,,
J
B#B

Combinando las estimaciones anteriores, deducimos que

1 1
I(v) <liminf —— log ——
) <limitprg 2, ey
B8 €En,
BB’

=liminf I'(E, ;)
= liminf I’ ( Gal(av,,)) condicién en el Lema
< 3liminf h(ay,) Lema [4.10]
=0.

Por lo tanto, I(v) = 0. Aplicando nuevamente la Proposicion deducimos
V =Vg.

Hemos establecido que toda subsucesion convergente de v(FE,,) tiene como limite
a la medida vg. Esto muestra que v(E,,) converge a vg. Luego v( Gal(a,)) converge
a pg, terminando la demostracién del Teorema de Bilu.

5. GENERALIZACIONES Y APLICACIONES DIOFANTINAS

En esta seccién haremos algunos comentarios sobre extensiones de los teoremas
vistos en el curso, asi como aplicaciones.

Varias variables. El teorema que Bilu demuestra en su articulo [5] es mas general
que lo que hemos formulado aqui, pues trata el caso de un nimero finito arbitrario
de variables. La demostracion en el caso de dimensién general se reduce al caso de
dimensién 1 por un argumento estandar de analisis de Fourier.

Versiones p-ddicas. L.os nimeros complejos tienen un analogo p-adico: si p es
un nimero primo y @Q, el cuerpo de los ntimeros p-adicos, entonces norma p-adica
admite una tnica extension a la cerradura algebraica Q. Asi, podemos considerar

—~

su completacion, denotada Q,. El cuerpo resultante no es algebraicamente cerrado.

Denotamos por C, a la cerradura algebraica de @. Este tltimo cuerpo es a la vez
completo y algebraicamente cerrado. El lector podra consultar en [I5] el desarrollo
de los conceptos y relaciones que dan lugar a una teorfa del potencial sobre C,,
anéloga a la teoria sobre C que hemos revisado. También encontrara una formulacién
del Teorema de Fekete-Szego en tal contexto. El Teorema de Bilu también tiene un
analogo p-adico, ver [2], [7] o [8].

Relacion con problemas diofantinos Una de las principales motivaciones para
estudiar teoremas de equidistribucién aritméticos es la posibilidad de aplicarlos en
cuestiones diofantinas. Un ejemplo béasico es el siguiente: decimos que (o, 3) € C?
es un punto de torsion si a y 8 son raices de la unidad. Una subvariedad de torsion
de C? es un conjunto de la forma

{z,y:2"y™ = (},

donde m,n son numeros enteros, no ambos cero y ( € C es una raiz de la unidad.
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Teorema 5.1. Sea X C C? un subconjunto Zariski cerrado propio. Entonces X
contiene infinitos puntos de torsion si y sdélo si X contiene una subvariedad de
torsion.

Este resultado puede deducirse del Teorema de Bilu (ver [5], Theorem 5.1) y es un
caso particular de la conjetura de Manin-Mumford. Para mayor informacion sobre
el nexo entre teoremas de equidistribucion y problemas de geometria diofantina se
recomienda ver [19], [20].
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