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Parte 1. Fundamentos de grupos aritméticos
1. INTRODUCCION

El objetivo de estas notas es introducir y describir las principales propiedades de
los subgrupos aritméticos que es una clase muy importante de subgrupos discretos
de grupos de Lie reductivos que a la vez son de gran utilidad en geometria diferencial
y en teoria de niimeros.

En estas notas GG denotara un grupo de Lie, es decir, un grupo que es a la vez
una variedad diferenciable real donde la funcién (x,y) — zy~' es de clase C°.
Requeriremos ademaés, que G tenga un numero finito de componentes conexas. El
lector no familiarizado con grupos de Lie, puede pensar en ejemplos concretos
de grupos de matrices tales como GL,(R), GL,(C), SL,(R), SL,(C), SO(n,m),
SU(n,m), que iremos definiendo de manera precisa en el curso de estas notas.

Versién final: 6 de junio de 2019.

Estas notas corresponden al curso dictado por los autores en la escuela AGRA III, Aritmética,
Grupos y Analisis, del 9 al 20 de Julio de 2018 en Cérdoba, Argentina. Las primeras cinco secciones
fueron redactadas por E. Lauret y R. Miatello de manera conjunta, mientras que las dltimas cuatro
fueron escritas por B. Linowitz.
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El primer caso que surge naturalmente es el de un subgrupo discreto L de R", es
decir L = Z;n:l Zv; donde vy, ..., vy, son vectores R-linealmente independientes de
R™. Un subgrupo L discreto de rango maximo (m = n) es denominado reticulo. En
ese caso, el cociente R™/L es isomorfo a un toro n-dimensional.

Otro ejemplo natural surge de la geometria hiperbdlica. El plano hiperbolico se
identifica al semiplano superior H de C munido de la métrica hiperbdlica y en H el
grupo SLa(R) actia por transformaciones de Mobius. Esto es, dado g = [‘Z Z] sea
g-z:= %. El subgrupo de isotropia de i es el subgrupo SO(2) y de este modo se
tiene la identificacion SO(2)\SLz(R) ~ H.

Los subgrupos discretos de SLa(IR) tales que el cociente H/T' tiene medida finita
son llamados subgrupos fuchsianos de primera clase y el espacio cociente se puede
representar por una region fundamental con identificaciones en el borde. Para estos
grupos la region puede tomarse como un poligono hiperbdlico con un ntimero finito
de lados. En consecuencia, el cociente tiene area hiperbélica finita.

Los casos més simples son los llamados subgrupos principales de congruencia
I'(N), con N € N, donde

(1.1) I'(N)={ge€SLa(Z): g=1d (mé6d N)}.
Se tiene la sucesion exacta
(1.2) 1 —T(N)— SLa(Z) — SLy(Zn) — 1

que muestra que I'(N) tiene indice finito en SLo(Z).
Una region fundamental estandar para SLa(Z) es la region triangular con area
/3 dada por

F={z€H:|Re(z)| <%, |2]>1}.
En el caso del grupo I'(2) que tiene indice 6 en SLy(Z) se puede tomar
F={z2€H:|Re(z)| <1, [z—3|>1, |z2+3]>1}.

Observemos que en estos casos H/T' no es compacto, luego tampoco lo es
SLa(R) /I, pero si es de area finita. En el caso de I'(2), el area es igual a 2.

Definicién 1.1. Si G es un grupo de Lie y I' C G es un subgrupo, I' es un reticulo
si I' es discreto y de covolumen finito; I" se dice cocompacto si G/I" es compacto.

Ejemplo 1.2. Algunos ejemplos tipicos de reticulos:

(i) Si{v;}7 es una base de R", L = > Zv; es un reticulo en R". Todo reticulo
en R" es de este tipo.
(if) T(N) es un reticulo en SLo(R), para todo N € N.
(iii) SL,,(Z) es un reticulo en SL,, (R) para todo n. Esto sera probado mas adelante.

(iv) Sea O(p,q) = {g € GLp14(R) : gJg* = J} donde J = {Ié’ _Olq] es el grupo
de transformaciones lineales en RPT9 que preservan la forma cuadratica
Zl’xf -3 x2. Este grupo contiene el reticulo O(p, q)z de matrices enteras

en O(p, q).

Los ejemplos (ii), (iii) y (iv) son casos particulares de los llamados grupos
aritméticos. Nos interesaran particularmente los subgrupos cocompactos, que son
mas dificiles de construir. Estos seran tratados en las secciones 6 a 9 de las notas.
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2. PRELIMINARES

En esta seccién introduciremos varios conceptos necesarios para el desarrollo de
los temas principales de las notas.

2.1. Medidas y nociones topologicas. Un grupo topoldgico G es un grupo que
es a la vez un espacio topologico donde la funcion ¢(z,y) =2y~ !, ¢ : G x G — G
es continua. El grupo G se dice localmente compacto si para cada punto existe un
entorno compacto. Se asume ademas que tal grupo es Hausdorff, esto es dados dos
puntos distintos z e y, existen entornos disjuntos U, e U, de = e y. Todo grupo
topologico localmente compacto admite una medida invariante a izquierda positiva
boreliana que es tnica salvo miltiplos positivos. Es la llamada medida de Haar.

Sea G un grupo topologico localmente compacto. Se denota C.(G) al espacio
de funciones continuas complejas sobre G con soporte compacto. Fijamos ug una
medida de Haar invariante a izquierda de G. Si f € C.(G), la integral de f con
respecto a pug es

/ f(9)duc(g).
G

Para cada x € G, la aplicacion

fHLﬂWMm@

define una nueva medida invariante a izquierda en GG. Por la unicidad de la medida de
Haar, a menos de un multiplo positivo, existe Ag : G — RT (RT := {t e R: ¢ > 0})
en G, la funcion modular, definida por la ecuacion

Ad@Lﬂ@@dm:Lﬂwﬂw@%

para cada f € C.(G). Se puede ver que Ag es un morfismo continuo (Ejercicio [2.1)).

Se dice que G es unimodular si Ag = 1 esto es, si toda medida de Haar invariante a
izquierda es también invariante a derecha. Se prueba que todos los grupos compactos
son unimodulares, asi como los grupos conmutativos y nilpotentes (ver Ejercicio .
También lo son los grupos con conmutador denso (e.g. los grupos semisimples), esto
es [G,G] = G, ya que Ag([r,y]) = Ag(xyz~—y~!) = 1 para todo x,y € G pues R
es abeliano.

Ejemplo 2.1. El siguiente grupo no es unimodular:

{(g yﬂ) :xeR,yeR*}:R*xR.

Sea H un subgrupo cerrado de G. Denotamos por C.(G/H) al espacio de funciones
complejas sobre G/H con soporte compacto.

Teorema 2.2. Si G es unimodular y H es un subgrupo cerrado unimodular, el
espacio homogéneo G/H admite una medida G-invariante. Esta medida es unica
salvo un maltiplo escalar positivo.

La demostracion del teorema se puede encontrar en [I4, Lem. 1.4].
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2.2. Grupos de Lie. Un grupo de Lie G es un grupo topolégico que a la vez es
una variedad diferenciable real en el cual las operaciones (z,y) — 2y y © — 2~}
son de clase C*°. En particular, si g € G, las traslaciones a izquierda y a derecha,
lg:x+— gz yry:x+— xg respectivamente, son difeomorfismos de G.

Un grupo de Lie mantiene todas las propiedades locales de R”, por ejemplo es
localmente compacto y localmente conexo. Ademas, la componente conexa de la
identidad G° de G es un subgrupo abierto normal de G'y #G /G es igual al niimero
de componentes conexas de G. En estas notas trabajaremos con grupos que poseen
un nimero finito de componentes conexas.

Observamos que todo subgrupo abierto H de un grupo de Lie G es también
cerrado pues GG es union disjunta

G:(UgH)UH

g¢H

y como gH es abierto, para todo g € G, vemos que el complemento de H es también
abierto. R

Un grupo de Lie G posee un cubrimiento universal simplemente conexo G y existe
una aplicacién 7 : G—a que es un isomorfismo local suryectivo, en particular ker(7)
es un subgrupo normal discreto que esta contenido en el centro de G (Ejercicio .
Si G es simplemente conexo, entonces G coincide con G.

Un grupo G se dice simple si no posee subgrupos normales conexos no triviales y
se dice semisimple si su cubrimiento universal es isomorfo a un producto de factores
simples. Los grupos de Lie reales simples estan clasificados (E. Cartan) y los grupos
simples simplemente conexos estan en correspondencia con las algebras de Lie reales
simples (ver [9] o [g]).

A modo de ejemplo, en estas notas trabajaremos con varios grupos semisimples,
tales como los grupos compactos SO(n) y SU(n) de matrices ortogonales o unitarias
de determinante 1, los grupos lineales especiales SL,(R) y SL,(C), y los grupos
O(p, q) de transformaciones invertibles de R, n = p + ¢, que preservan una forma
cuadrética no degenerada de signatura (p, q).

2.3. Reticulos. Ahora consideremos el caso en que H = I' es un subgrupo discreto
de G, es decir, para todo v € I, el conjunto {7} es abierto, con la topologia relativa
de G.

Lema 2.3. Todo grupo discreto es unimodular.

Demostracion. Sea I' un grupo discreto. Como ur es una medida de Haar invariante
a izquierda, si y, denota la funcion caracteristica del conjunto {z} C T para z € T,
tenemos que

pr({z}) = / e (R)dpar () = / xe(&  B)dur(h) = / S(h)dpr () = pr({e}).

Luego, todo conjunto puntual de T tiene la misma medida (positiva).
Si f € C.(T'), entonces f es idénticamente nula salvo en un conjunto finito,
digamos {hy,...,hq} C T, entonces

d

/F F(R)dpr(h) = f(hpr({hi}) = (Zf )Nr {e})

i=1
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y por otro lado, para cada z € I' se tiene que

/F f(ha)dpr (h Zf Dpr({hia™! <Zf )ur {e}).

Luego Ar =1 y I'' es unimodular. (|

Definiciéon 2.4. Un subgrupo I" de G es un reticulo (o lattice) si T' es discreto
y G/T' admite una medida G-invariante finita. Ademaés, T' se dice cocompacto o
uniforme si G/T" es compacto.

Nota 2.5. Todo subgrupo discreto y cocompacto de G es un reticulo.

Ejemplo 2.6. Sea V un espacio vectorial real. Un subgrupo Zv; @ ... ® Zv,, con
v; € V para todo i es un reticulo si y solo si el conjunto {vq,...,v,,} es una base
de V. Mas ain, en este caso, es un reticulo cocompacto pues V/Zvi & ... ® Zv,, es
homeomorfo a un toro de dimensién m.

Teorema 2.7. Sea G un grupo de Lie con un nimero finito de componentes conexas.
Sea T' un reticulo en G y sea w : G — G/T la proyeccion candnica. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) G/T es compacto.
(i) No existen g, € G y vy, €T, tales que gnyng, * # e para todo n y gnyng;,
e cuando n — 0.
(i) Sea my(x) = w(xg). Entonces existe U un entorno abierto de e en G tal que
mglu es inyectiva para todo g € G.

Demostracion. Mostremos primero que la condicién (i) implica la (ii), razonando
por el absurdo. Supongamos que ¢,V g, — € Y gnYng, ' # € para todo n. Como
G /T es compacto, existe una subsucesion convergente g, I' — gI'. Luego, existen
Bn; €T tal que gn,B,, — g en G, 0 sea g,, = gEnJB L con €n; — €. Por lo tanto,
la sucesion «; := 5n_,- Yn; Bn; de I' satisface que a; # e para todo j y a su vez tiene
limite e, un absurdo pues I' es discreto.

Ahora asumamos (ii) y supongamos que (iii) es falsa. Fijemos una base de
entornos abiertos conexos U, de e con U,, = U, U2, C U, para todo m
y tales que N, U, = {e}. Supongamos que para todo m existe g,, € G tal que
Tg.m |U,, 1O €s inyectiva. Entonces, existen ty,, vpy en Uy, v vm € T’ con uy, # vy,
Y UmGm = UmGmYm- Liuego, ’U;zlum = gm’)/mg;Ll — ey U;Llum # e para todo m, lo
cual contradice (ii).

Ahora asumiendo (111) supongamos que G / I" no es compacto. Sea U un entorno
abierto conexo de e con U compacto, U = U~ y sea V = U?. Probaremos que gl
no es inyectiva para algiin g € G. Sea C' compacto en G/T'. Entonces G/T' \VC # (.
Sea g1 € G con g1 € G/T \ VC. Entonces, Ug;I' C G/T \ UC. Similarmente
existe ga € G con goI' € G/T' N VC UV ¢TI Tterando este procedimiento se obtiene
una sucesion de conjuntos disjuntos conexos Ug,I' en G/I" para cada n € N. Si
Tyl es inyectiva para todo n entonces w4y : U — my(U) es un homeomorfismo y
payr(mg(U)) = pa(U) para todo n. Luego u(G/T') = oo, un absurdo pues I' es un
reticulo. O

2.4. Conmensurabilidad. La siguiente nocion serd muy tutil en el resto de estas
notas.
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Definicion 2.8. Dos subgrupos A y B en un grupo G se dicen conmensurables si la
interseccion es de indice finito en ambos, es decir, si [A/JANB|=[A: ANB] < o
y |B/ANB|=[B:ANB] < .

Se puede ver que la conmensurabilidad es una relacion de equivalencia (Ejerci-
cio [2.7)

Proposicién 2.9. Sean T' y IV dos subgrupos conmensurables de un grupo topold-
gico localmente compacto G. Entonces, si I' es discreto, un reticulo, o un reticulo
cocompacto, IV también lo es.

Demostracion. SiT es discreto, entonces I' NI es discreto. Para probar que I' es
discreto, es suficiente ver que toda sucesion convergente en I' es estacionaria.

Sea x, € I una sucesion convergente a x. Sea {v; = e,72,...,74} C I" los
distintos representantes de IV /T NT". Para cada n € N, existe §,, € T NT” tal que
T = i, 0n con iy € {1,...,d}. Luego, existe al menos un ¢ tal que i,, = ¢ para una
cantidad infinita de indices n € N. Definimos la subsucesiéon n;, j € N dada por
tales indices.

Tenemos que z,,; = yt,; — x cuando j — oo, por lo tanto 6,, — v; tx. Como
para cada j € N, 6,,; vive en el conjunto discreto I'NI", la sucesion 6,,; es estacionaria,
es decir, 0,;, = 6 € ' T’ para todo j > J con J € N suficientemente grande. Luego
la subsucesion Ty, es estacionaria.

Si probamos que existe N € N tal que ¢,, =t para todo n > N, la prueba estara
completa. Supongamos contrariamente que existen infinitos indices m € N tal que
im # t. En ese caso, existe s € {1,...,d} con s # t e indices my, tales que my = s
para todo k € Ny asi x,,, = 7s0m, . Entonces

Ty, = Ybn, con b, = 6 para todo j > J,
Ty = VsOm, con O, = 61 para todo k > K.
Ademés, como T, y Z,,, convergen a x, obtenemos que
Vo Y = O T O — 01077,

por lo tanto 5 1y, = 0,671 € T NT7, lo que es una contradiccién pues 75 y ¢ son
representantes distintos de I'/T N T”. Luego I es discreto.

Veamos ahora que si I" es un reticulo, entonces I' N IV es también un reticulo. En
efecto

vol(G/TNT') = vol(G/T) - [T : T NT'] < cc.
Por otro lado, I es un reticulo pues
vol(G/T") = vol(G/T NIV : T NT']7! < oo.

Supongamos finalmente que G/T" es compacto. Para ver que G/T” es compacto
basta ver que G/I'NT" es compacto. Sea 7’ : G — G /T NT” la proyecciéon canonica.
Como G/T es compacto, existe Q2 C G compacto tal que 7(Q) = G/T (Ejercicio 28).
AhoraT'/T NIV = U?:ﬂi(l‘ NI’) con~; € I', 1 <i < d. Probaremos que

d
(2.1) i (U Q%) = G/INr.
i=1

Si z € G, entonces k~!x € T para algiin k € Q, dado que 7(Q) = G/I". Luego,
k=lz = ~;0, 0 € T NI’ para algiin i € {1,...,d}. Por lo tanto

7' (2) = 7' (kv:0) = 7' (kv;) € 7' (),
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lo que verifica (2.1)), luego G/T NI es compacto como se afirmé. Esto concluye la
prueba de la proposicién. O

2.5. Ejercicios.

Ejercicio 2.1. Demostrar que la funcién modular Ag : G — R* de un grupo
topologico localmente compacto G es un morfismo continuo.

Ejercicio 2.2. Demostrar que las siguientes clases de grupos son unimodulares:

1. Grupos compactos.
2. Grupos conmutativos.
3. Grupos topoldgicos localmente compactos que admiten un reticulo.

Ejercicio 2.3. Demostrar que el grupo en Ejemplo no es unimodular. Ademas,
encontrar el isomorfismo senalado en tal ejemplo.

Ejercicio 2.4. Probar que [, f(z™')dz = [, f(x)A(z~")dz para toda f € C.(G).

Ejercicio 2.5. Sea I un reticulo en un grupo de Lie G. Probar que I' es finito si y
s6lo si G es compacto.

Ejercicio 2.6. Sea G un grupo de Lie con cubrimiento universal m : G = G.

Mostrar que ker(w) es un subgrupo normal discreto que esta contenido en el centro
de G.

Ejercicio 2.7. Demostrar que la conmensurabilidad es una relacién de equivalencia.

Ejercicio 2.8. Sea I" un reticulo cocompacto de un grupo de Lie Gy 7 : G — G/T

la proyeccion candnica. Mostrar que existe un subespacio compacto 2 de G tal que
m(Q) =G/T.

Ejercicio 2.9. Un grupo se llama sin torsién si no tiene subgrupos finitos no
triviales. Mostrar que SL,,(Z) tiene un subgrupo de indice finito sin torsion.

3. GRUPOS ARITMETICOS

En esta seccién introduciremos los subgrupos aritméticos de grupos algebraicos
definidos sobre los ntimeros racionales. Los puntos reales de tales grupos son grupos
de Lie semisimples.

3.1. Grupos algebraicos. Sean V un C-espacio vectorial de dimension finita
y K un subcuerpo de C. Sea Vk una K-forma de V', esto es, Vx es un K-espacio
vectorial tal que V ~ Vx ®k C, o equivalentemente, Vk tiene una K-base que también
es C-base de V.

Denotamos C[V] al espacio de funciones polinomiales en V' con coeficientes
complejos. Esto es, P € C[V]si P:V — C, y para una base de V, {v1,...,v,}, se
tiene que

P(ajvy + ...+ apvy) = Z coalt . anm,
a=(a1,...,00, )END
con ¢, € C, todos nulos salvo una cantidad finita. Denotamos K[V] a las funciones
polinomiales en V' que tienen coeficientes en K (ver Ejercicio [3.3).

Una variedad algebraica Z es un subconjunto de V' que a su vez es el conjunto
de ceros de una familia de funciones polinomiales en V. Sea I(Z) C C[V] el ideal
de polinomios en V' que se anulan en Z y C[Z] := C[V]/I(Z) el anillo de funciones
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regulares en Z. Diremos que Z estd definida sobre K (o que es una K-variedad
algebraica) si I(Z) es generado como ideal por la interseccion I(Z) NK[V]. Esto
es equivalente a que la variedad puede ser definida como los ceros de funciones
polinomiales en K[V] (ver Ejercicio [3.4). Denotemos K[Z] = K[V]/(I(Z) NK[V]) al
anillo de funciones K-regulares de Z. Un K-morfismo de K-variedades ¢ : Z1 — Z5
es un mapa tal que f oy € K[Z;] para todo f € K[Z5]. En este caso diremos que ¢
esté definido sobre K.

Notemos que el grupo de transformaciones lineales invertibles GL(V') hereda
una estructura de variedad algebraica del espacio vectorial Endc (V) x C de tal
modo que GL(V) se identifica con la variedad algebraica {(T,t) € End¢(V) x C:
det(T)t — 1 =0} por T ~ (T,det T~1). Més atin, GL(V) esta definido sobre Q, y
por lo tanto sobre cualquier subcuerpo K de C.

Definiciéon 3.1. Un grupo algebraico lineal definido sobre K es un subgrupo G C
GL(V) que es una K-subvariedad algebraica de Endc (V') con respecto a la K-forma
End(V)]K

Nota 3.2. La K-forma End(V)x de End¢(V) esta definida en el Ejercicio

En lo sucesivo, abreviaremos llamando K-grupo algebraico a un grupo algebraico
lineal definido sobre K. En el caso K = C, diremos simplemente que G es un grupo
algebraico.

Nota 3.3. Cada vez que tomamos un K-grupo algebraico G C GL(V), estamos
asumiendo que V' posee una K-forma Vi, que a la vez induce la K-forma End¢(V)k
que define la estructura de K-variedad algebraica de G. Fijada {v1,...,v,} una
K-base arbitraria de Vi, se tiene la identificacion de GL(V') con GL,(C) dada por
T — (a;;)i,; donde Tv; = Zj a; jv;. También se tienen las identificaciones V' = C"
y Vk = K™

Ademas, cuando escribamos GL,,(C), estaremos asumiendo que la K-forma esco-
gida en V = C" es Vg = K". Ademas, si G C GL,(C) es un grupo algebraico y A
es un subanillo de C, denotaremos G4 = G N GL, (A).

Un K-morfismo de K-grupos ¢ : G; — Gg es un K-morfismo de K-variedades
que es también un morfismo de grupos. Un K-morfismo de la forma p : G — GL(V)
es una K-representacion de G.

Nota 3.4. Si G C GL,(C) es un K-grupo, Gg := GNGL,(R) es un grupo de Lie con
un numero finito de componentes conexas. Diremos que un grupo algebraico G es
semisimple si el algebra de Lie del grupo de Lie Gg es semisimple o equivalentemente,
si el cubrimiento universal es un producto de grupos simples.

Terminaremos esta subseccion con algunos ejemplos de grupos algebraicos de-
finidos sobre K. En lo que sigue, dada una matriz A, denotaremos con a; ; a sus
entradas.

Ejemplo 3.5. Como ya mencionamos, GL(V) es un Q-grupo algebraico. De manera
similar, SL(V') también lo es ya que el polinomio que lo define, det(T) — 1 = 0, tiene
coeficientes racionales.

Ejemplo 3.6. Sea J una matriz simétrica real, n x n, no degenerada, con coeficientes
en K. Entonces,
O(J) :={A € My(C): A'JA = J}
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es un grupo algebraico definido sobre K. En efecto, el ideal de polinomios que lo
define est4 generado por las coordenadas de la matriz A*JA — J, las cuales pueden
verse como polinomios en las entradas a; ; de A con coeficientes en K.

Sea O(J)g, el grupo de transformaciones lineales de R™ que preservan la forma
cuadrética F(z) := z'Jz para todo z = (z1,...,2,)" € R™, es decir, O(J)r = {g €
GL,(R) : F(gx) = F(z), Yz € R"}.

Claramente el subgrupo SO(J) := O(J) N SL,(C) es también un Q-grupo alge-
braico.

Ejemplo 3.7. Como caso particular del ejemplo anterior, tomemos n =p+ q, y
J = diag(r1,...,rp, —S1, -+ — Sq);

con 1, 8; racionales positivos para todo 7 y j. Entonces, O(J)r es el grupo transfor-
maciones lineales de R™ que preservan la forma cuadratica

F(z):=a'Jr=rad 4+ -+ Tpr) — sle,_H — = sqfo_q.

Entre los polinomios que definen O(J) tenemos por ejemplo al inducido por la
ecuacion determinada por la coordenada (1,1): Py 1(4) = Pr1(a11,61,2,---,04,d) =
7"1@%71 + -+ rpa?)’l — slafﬂrl)l — = sqafﬂrq,1 — 1.

Nota 3.8. Para

I, :=diag(1,...,1,-1,..., 1),
: N— N ——
p-veces g-veces

denotamos O(p, q) = O(L,4) v SO(p,q) = SO(Ip 4)-

Se puede ver que para cualquier matriz simétrica real J no degenerada n x n,
existen enteros p y ¢, con n = p+g, tales que los grupos O(J) y O(p, ¢) son conjugados
(ver Ejercicio [3.6)). En particular, ellos son isomorfos como grupos algebraicos (sobre
C). Ademas O(J)r y O(p, ¢)r son conjugados, por lo que son isomorfos como grupos
de Lie. A pesar de esto, O(J) y O(p, ¢q) son en general diferentes como Q-grupos
algebraicos, y definen grupos aritméticos esencialmente distintos.

3.2. Subgrupos aritméticos. Sea G un subgrupo algebraico de GL(V') definido
sobre @@, donde V' es un C-espacio vectorial munido de una Q-estructura Vg. Sea L
un reticulo contenido en Vg, i.e., un Z-submoédulo libre de Vg, generado por una
Q-base de V. []

Denotamos Gg = {g € G : gV = Vi }, el grupo de puntos Q-racionales de G, y
para L un reticulo en Vg, sea

Gr:={9€Gg:9(L)=L}.

Definiciéon 3.9. Sea G C GL(V) un subgrupo algebraico definido sobre Q. Un
subgrupo aritmético de G es un subgrupo I' de Gg que es conmensurable con Gy,
para algtn reticulo L en Vp.

Ejemplo 3.10. Por ejemplo, en el caso G C GL,,(C) (i.e. V=C" y Vu = Q"),
tomando el reticulo L = Z" obtenemos G = Gz = G N GL,(Z).

Mas atn, si L es cualquier reticulo en Q" con Z-base B, y si C € GL,(Q)
es la matriz de cambio de base de B a la base candnica C, entonces se tiene
que G, = C71GzC, y se puede verificar que G, C Gg es conmensurable con
Gz C GL,(Z), pero G|, no es necesariamente un subgrupo de GL,,(Z).

1Usar la palabra reticulo para L en Vg es un abuso del lenguaje muy util. Asimismo, L es un
reticulo en el sentido usual en el R-espacio vectorial Vg ®qg R.
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Nota 3.11. Mencionamos en la Nota que, tomando cualquier Q-base de Vg, todo
Q-grupo algebraico G C GL(V) puede realizarse dentro de GL,,(C) con respecto a
la Q-forma estandar Q™ en C™. Esto nos permitira asumir (sin perder generalidad)
en algunos de los siguientes enunciados que los grupos algebraicos sobre Q estan
contenidos en GL,,(C) (con respecto a la Q-forma Q™ en C™).

Definicion 3.12. Sea G C GL,(C) un Q-subgrupo algebraico. Para N € N,
definimos el subgrupo principal de congruencia de nivel N como

Gz(N)={9€Gz:9g=1d (méd N)}.

El siguiente resultado nos muestra que Gz no depende, salvo conmensurabilidad,
de la realizacion de G como grupo algebraico definido sobre Q.

Proposicion 3.13. Sea G C GL,(C) un subgrupo algebraico definido sobre Q, y
sea p: G — GL(V) un morfismo de Q-grupos algebraicos.

(i) Si L es un reticulo en Vg, entonces existe N € N tal que p(Gz(N)) - L = L.
(ii) p(Gz) preserva algun reticulo de Vy.

Demostracion. Sea L un reticulo en Vg, y fijemos una Z-base de L. Sea m la
dimension de V. Para cada g € G, sea [p; j(9)];; la matriz de p(g) : V — V con
respecto a la base fijada. Se tiene que p(g)i; € Qlg] = Qlg1,1,91,2,-- -+ gm,m] POr
estar p definida sobre Q.

Para cada 1 < 4,5 < m, consideremos

P; (g —1d) := pij(g) — di;.

Claramente P; ; es un polinomio con coeficientes racionales. La razén de tomar como
variables las coordenadas de g — Id = (gx,; — 0,1)x, en lugar de g es para obtener
un polinomio sin término constante. En efecto, P; ;(0) = p; ;(Id) — d;; = 0 para
todo i,j ya que p(Id) = Id.

Sea IV € N elegido de modo que el polinomio N P; ; tenga coeficientes enteros para
todo ¢,j. Si g € Gz(NN), entonces gi; — 0x; =0 (méd N) para todo 1 < k,l < m.
Como P, ; no tiene término constante, obtenemos que P; ;(g — Id) € Z para todo
i,j. Luego p; ;(g) € Z para todo g € Gz(N), lo que significa que p(g) - L C L. Como
Gz(N) es un grupo, p(g) - L = L para todo g € Gz(N). Esto prueba (i).

Para la segunda afirmacion, tomamos cualquier reticulo L en Vg. Por (i), existe
un subgrupo de indice finito T' de Gz que deja estable a L. Sean {7v1,...,7%}
representantes de Gz /I, y definimos

L'= Z p(i) (L)
k=1

Se puede ver que L’ es un reticulo en Vg (Ejercicio y ademaés, claramente L’ es
invariante por p(Gz), lo que prueba (ii). O

Proposiciéon 3.14. Sea G un subgrupo algebraico de GL(V') definido sobre Q. Si
L y L' son dos reticulos en Vg, entonces Gr, y Gr son conmensurables.

Demostracion. Por la Proposicion (i) con p la identidad, existe un subgrupo
I' de indice finito en Gz que deja invariante a L’. Por lo tanto I' C Gp/, luego
I'c G, NG € Gy, lo que implica que Gy N Gy es de indice finito en Gy..
Intercambiando L con L’ se ve que G, NGy, es de indice finito también en Gy,. O
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Nota 3.15. A raiz de la proposicion anterior, concluimos que todos los subgrupos
aritmeéticos de un Q-grupo algebraico fijo G C GL(V) son conmensurables. En
efecto, cada uno de ellos es conmensurable a G, para cualquier L reticulo de Vg,
y la conmensurabilidad es transitiva (ver Ejercicio . En particular, todos los
subgrupos aritméticos seran cocompactos o no cocompactos simultaneamente.

Corolario 3.16. Sea ¢ : G — G’ un Q-isomorfismo de Q-grupos algebraicos. Si T
es un subgrupo aritmético de G, entonces p(I') es un subgrupo aritmético de G'.

El siguiente teorema es uno de los resultados fundamentales sobre grupos aritmé-
ticos.

Teorema 3.17. Sea G C GL,(C) un grupo algebraico semisimple definido sobre Q.
Entonces Gr/ Gy, tiene medida de Haar finita.

En particular, este resultado asegura que todo subgrupo aritmético en G es un
reticulo en Gg. Su demostracion, debida a Borel y Harish-Chandra [3], es muy
técnica y extensa. En la siguiente seccion, demostraremos el caso particular de SL,,(Z)
como reticulo de SL,,(R) usando los llamados dominios de Siegel. El caso general se
basa en una generalizacion de estos dominios a grupos algebraicos arbitrarios.

Ejemplo 3.18. Sea J = diag(2, 3, —1) y definamos B : R3xR? — R la forma bilineal
dada por B(z,y) = 2x1y1 +3x2y2 —T3y3 para & = ($17$2,$3)t7y = (Z/l,yQ,Z%)t e R3.
Claramente B es no degenerada, aunque no es definida positiva sino que es indefinida
de signatura (2, 1). El grupo O(J)z esta dado por matrices enteras g cuyas columnas
91, 92,93 € Z* cumplen B(g1, 1) = 2, B(ga, g2) = 3, B(g3,93) = =1,y B(gi,gj) =0
para i # j.

Observamos que no es facil mostrar que O(J)z tiene una cantidad infinita de
elementos (cf. Ejercicio [3.10). El Teorema [3.17 nos dice que O(.J)z es un reticulo en
el grupo de Lie no compacto O(J)g, lo cual implica en particular que O(J)z debe
tener una cantidad infinita de puntos (Ejercicio .

3.3. Ejemplos de grupos aritméticos. Terminamos esta seccién con una serie
de ejemplos de grupos aritméticos.

Ejemplo 3.19. Como ya hemos visto, SL,(Z) (y cualquier subgrupo de SL, (Q)
conmensurable a él) es un subgrupo aritmético de G = SL,,(C). Por lo tanto, SL,,(Z)
es un reticulo de Gg = SL,,(R). En la proxima seccién mostraremos que no es
cocompacto.

Ejemplo 3.20. De manera similar al ejemplo anterior, se tiene que SLo(Z[v/—1])
es un reticulo en el grupo de Lie (real) SLa(C). Para ello, es necesario exhibir un
Q-grupo algebraico G cuyo conjunto de puntos reales sea Gg ~ SLy(C). Lo mismo
vale cuando reemplazamos los enteros de Gauss, Z[v/—1], por los enteros algebraicos
Ok de cualquier extension cuadratica imaginaria K de Q. Estos grupos aritméticos
son conocidos como grupos de Bianchi.

Ejemplo 3.21. Ahora demostraremos que SLy(Z[v/2]) es un grupo aritmético, es
decir, construiremos un Q-grupo algebraico G C GL(V) y un reticulo en L en Vg

tales que G, es isomorfo a SLQ([\/i}). Notar que Gg no puede ser SLy(R), ya que
SL(Z[v/2]) ni siquiera es discreto con la topologia relativa (Ejercicio [3.11])

Sea Z[\/ﬁ] = 7 + v/2Z. Tomemos en V := C? x C? la Q-forma dada por
Vo = {(v+ V2w, v — V2w) : v,w € Q*}
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y sea

G ={g=(45)€GL(C*x C?) :det(g1) = det(ga) =1, g2 = g3 = (§§) } ,
el cual claramente es un grupo algebraico definido sobre Q. Ademas, es isomorfo
(como grupo abstracto) a SLy(C) x SLy(C), y Gr =~ SL2(R) x SL2(R) como grupos
de Lie.

Sea

L= {(v+v2w,v—V2w) : v,w € Z*}.

Resta ver que SLy(Z[+/2]) puede ser identificado con G . En efecto, si o : Q[v/2] — C

denota la incrustacion no trivial (i.e. o(a + \/ib) = a — v/2b para a,b € Q), v la
extendemos a las matrices 2 x 2, entonces

9 <g U?g))

Los tres ejemplos anteriores pueden ser enmarcados dentro de un método general
llamado restriccion de escalares que ahora describiremos sin precisar mayores detalles
(ver [I, §5E]). Sea K un cuerpo de niimeros (i.e. una extension finita de Q) con r
incrustaciones reales y 2s incrustaciones complejas, y sea G C GL,,(C) un grupo
algebraico definido sobre K. Entonces existe un Q-grupo algebraico G’ € GL,,(C),
con m = n(r+2s), tal que Go, = GNGL,(Ok) se identifica de una manera natural
con G7, usando las incrustaciones de K a C. Més atn, G C GL,(R)" x GL,(C)®.

Un buen ejercicio es intuir cémo definir G’, en términos de una familia de
polinomios con coeficientes en K que definen G.

En la siguiente seccién estudiaremos condiciones para que el subgrupo aritmético
O(J)z como en el Ejemplo sea cocompacto en O(J)g. Otro método muy usado
para construir subgrupos aritméticos I en SLo(R) y SLo(C) utiliza las algebras de
cuaterniones. Se daran muchos més detalles en las ultimas secciones, donde propieda-
des aritméticas de estas algebras se relacionaran con propiedades geométricas de los
cocientes H2/T' y H3/T respectivamente, donde H™ denota el espacio hiperbolico
de dimensién n.

identifica SLy(Z[v/2]) con Gr.

3.4. Ejercicios.

Ejercicio 3.1. Sea V un subespacio vectorial de R™. Probar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
1. VNZ" es un reticulo cocompacto en V.
2. V es generado por V NZ".
3. VNQ" es denso en V.
4. V puede ser definido por un conjunto de ecuaciones lineales con coeficientes
racionales

Ejercicio 3.2. Sea Vi una K-forma en el C-espacio vectorial V. Mostrar que
End(V)k := {T € Endc(V) : T(Vk) C Vk} es una K-forma de Endc(V), y que
End(V)g ~ Endg (Vk) como K-espacio vectorial.

Ejercicio 3.3. Sea K un subcuerpo de C, sea Vk una K-forma del espacio vectorial
V sobre C con base {v1,...,v,}. Si P:V — C es una funciéon polinomial, entonces

Playvr + ...+ apv,) = g coall ...ar,

a=(11,...yin)
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con ¢, € C todos nulos salvo una cantidad finita. Mostrar que P(v) € K para todo
v € Vi siy solo si ¢, € K para todo a.

Ejercicio 3.4. Sea Z una variedad algebraica. Demostrar que Z esté definida sobre
K siy solo si Z es el conjunto de ceros de una familia de polinomios en K[V].

Ejercicio 3.5. Sea K un subcuerpo de C. Demostrar que si G C GL,,(C) y
H c GL,,(C) son grupos algebraicos sobre K, entonces G x H también lo es.

Ejercicio 3.6. Probar que los grupos O(J) y O(p, q), como en la Nota son
conjugados. Para J como en el Ejemplo[3.7] dar explicitamente la matriz que conjuga
O(J) en O(p, q). Notar que en general sus coeficientes no son racionales, por lo que
la conjugacién por ella no es un Q-morfismo.

Ejercicio 3.7. Demostrar que el subgrupo principal de congruencia Gz(N) de nivel
N (ver Definicion [3.12)) tiene indice finito en Gy.

Ejercicio 3.8. Probar que L’ es un reticulo en la demostracion de la Proposicion|3.13
Ayuda: Es suficiente demostrar que es discreto, para lo cual basta encontrar m € Z
tal que mL’ C L.

Ejercicio 3.9. Demostrar el Corolario

Ejercicio 3.10. Demostrar (sin usar el Teorema [3.17) que O(J)z, como en el
Ejemplo [3.18] tiene infinitos elementos.

Ejercicio 3.11. Demostrar que SLy(Z[v/2]) no es discreto en SLa(R).

Ejercicio 3.12. Mostrar que una matriz real triangular superior con entradas
diagonales positivas que a su vez es ortogonal, es necesariamente la matriz identidad.

Ejercicio 3.13. Sea L un reticulo en R™ y sean {vy,...,v,} v {w1,...,w,} dos
Z-bases de L. Demostrar que det(vy,...,v,) = £det(wy, ..., wy).

4. DOMINIOS DE SIEGEL

El objetivo de esta seccion es construir ciertos dominios fundamentales aproxima-
dos para la accion de GL,,(Z) en GL,(R) llamados conjuntos de Siegel.

Borel y Harish-Chandra [3] generalizaron esta construccion a todo subgrupo
aritmético de un grupo algebraico semisimple G definido sobre los niimeros racionales,
demostrando que Gy tiene covolumen finito en el grupo de Lie Gy (Teorema7
es decir, es un reticulo en Gg.

Los conjuntos de Siegel tiene aplicaciones a la teoria de reducciéon de formas
cuadraticas, tal como veremos en la Subseccion [4.2]

4.1. Descomposicién de Iwasawa. El resultado siguiente describe la llamada
descomposicion de Iwasawa G = KAN del grupo G = GL,(R). La misma descom-
posicion es valida para todo grupo de Lie semisimple real, pero daremos la prueba
s6lo en el presente caso por simplicidad.

Proposicion 4.1. Sean G = GL,(R), K = O(n) el subgrupo de matrices ortogona-
les, A el subgrupo de matrices diagonales con entradas positivas, y N el subgrupo de
matrices unipotentes triangulares superiores. Entonces la funcion ® : Kx AXN — G,
dada por ®(k,a,n) = kan es un difeomorfismo.
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Demostracion. Veamos primero la inyectividad de ®. Si g = kan = k’a’n’ con
k,k' € O(n), a,a’ € Ay n,n’ € N, entonces k' "'k = a/n'n"ta"! es a la vez
ortogonal y triangular superior con entradas diagonales positivas. Esto implica que
'k =a'n'n"'a~! =1d. Luego an = a’'n’, o sea a’~ta = n'n=!. Como n'n~"! es
diagonal con 1’s en la diagonal se deduce que o’ = a, n’ = n y ya habfamos visto
que también k' = k.

Ahora definiremos la inversa de ®. Sea g € GL,(R) y sean v; = g~ 'e; donde
e1,...,en €s la base candnica de R™. Aplicamos el método de Gram-Schmidt a
V1,...,U,. Definamos u; = ||v;|~tv; e inductivamente, sean

. -1

Upt1 = ||Vkt1 — E (Vg41, uj)u Ukt — Y (Ukt1,Uj)U;j

j=1 7

-

1

Entonces u; = ) j<i @iV donde la matriz a;; es triangular superior y a;; > 0 para
todo i. Esto define a(g) € Ay n(g) € N tales que (a;;) = a(g)n(g) y k(g9) € O(n)
de modo que para todo i, a(g)n(g)g~te; = k(g)~*

Se tiene asi que g = k(g)a(g)n(g), luego la funcion ® es sobre y ¥ : g +—
(k(g9),a(g),n(g)) es la inversa de ®. Claramente ® y ¥ son continuas, luego @ es
un homeomorfismo. Ademas puede comprobarse que ® y ¥ son diferenciables, pero
omitiremos esta ultima verificacion. ]

Definicién 4.2. Sean ¢,u > 0. Un conjunto de Siegel en GL,,(R) es un conjunto de
la forma S; , = KA:N,, donde

AtZ{GGAIai,iStai+17i+1 i:l,...,n—l},
Ny={neN:|n;;|<u 1<i<j<n}

Nota 4.3. Recordemos que N es difeomorfo a R*"~1/2 y A = (R*)". Observemos
también que si w C N es relativamente compacto, entonces el conjunto

es también relativamente compacto. En efecto, sin = (n; ;) € w, entonces obtenemos

-1y
(ana™"');; = ﬁn” Luego

[(ana™1)i | <77 [n
para todo i < j, a € Ay, n € N.

Para cada a € A, sea 0, el automorfismo de N dado por o,(n) = ana™!. Entonces
se verifica que |det(oan)| =[], ; aii/a;;.
El siguiente es uno de los principales resultados de la seccion.

Teorema 4.4. Sea G = GL,(R) y I' = GL,(Z). Entonces G = S ,I' para todo
t>2/V3 y|u| <1/2.

Demostracion. En primer lugar veamos que

(4.1) N = Ny 5Nz,

donde Nz = N NGL,(Z). En efecto, si u € N,z € Ny, entonces
(uz)i; = 2zij + Uiit1%Zi41,5 + ...+ Ui j

para 1 < ¢ < j < n, lo que permite definir z; ; por recurrencia desde z,_1 .
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Definamos ® : G — R dada por ®(g) = ||ge1||. Claramente ®(kan) = |jae|| =
a11 = ®(a). Si g € G fijo, la funcién z — ®(gz) con z € I' tiene un minimo positivo
en I' pues {gye; : v € I'} es un subconjunto de elementos no nulos del reticulo g(Z™).
Notar también que para u € Nz se verifica que ®(gu) = ®(g) v agu = aq4.

Afirmacién 1. Si ®(g) < ®(g7) para todo v € T, entonces ai 1 < (2/v/3)az,.
Demostracion. En efecto, sea o € I' que permuta e; y es vy fija los otros e;. Entonces

go(er) = g(ea) = ka(ea + ni2e1) = k(az2e2 + a1,1n1 2€1).

Luego ||go(e1)||* = a3 5 + af ;niy < ai /4 + a3 ,. Entonces

P(g)* = a%,l < a%)1/4 + a%z,

lo que implica la afirmacion. |
Afirmacion 2. Sig € G, el minimo de ® en gI' se alcanza en gI' N Sz/\/§,1/2'

Demostracion. Probaremos la afirmacién por induccién. Si n = 1 no hay nada que
probar.

Siz € G, existe y € 2T tal que ®(y) < ®(x) para todo v € T'. Fijemos tal y.
Escribamos k,; Ly = [aal Z], con b € GL,,_1(R). Entonces, por hipotesis inductiva,

existe 2’ € GL,_1(Z) tal que bz’ € 35/_;3,1/7

Escribamos bz’ = k’a’n’. Luego

-1 ai,1 * "o
k z= ’ =k'a"n
y Y 0 ka'n' ,

0 a 0n'
(2/\/§)a§+17i+1 para todo i. Ademas ®(yz) = ®(y) y P(yz) < ®(yz7y) para todo .
Como ademés por la Afirmacién 1 se tiene que af ; < (2/v/3)a4 ,, resulta que
yz € KAZ/\/gN7 luego usando (4.1), z € yI' C KAQ/\/§N1/21" = 82/\/571/21", lo que
prueba la afirmacion. [ |

con z = [(1)3’]’ K oe K, a! = [a1,1 0/} y n! = [1 *} c N y donde 01271' <

Claramente, esto completa la demostracion del teorema. O

En el caso de G = SL,(R), la descomposicion de Iwasawa es la misma que
para GL,(R), es decir SL,(R) = SO(n)A*N, con A* = SL,(R) N A. El conjunto
de Siegel S/, para SL,(R) se define igual que en el caso de GL,(R) y se tiene
Sfu = SLp(R) N S -

El siguiente resultado nos dice que una medida de Haar invariante a izquierda en
G estd dada por p(a)dkdadn donde p(a) =[], aii/a; ;.

Proposicion 4.5. Sean G = GL,(R), K, A y N como en la Proposicion Y
sean dk, da, dn medidas de Haar en K, A y N respectivamente. Entonces eziste
C > 0 tal que para toda f € C.(G),

/ f(g) dg =C f(kcm) H ai,i/aj,j dk da dn.

G KXxAXN i<j

Demostracion. Por la féormula del cambio de variables, existe una funcién suave
h(k,a,n) tal que

/f(g) dg=/ f(kan)h(k,a,n) dk da dn.
G KXxAXN
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Como dg es invariante a izquierda y a derecha, h es independiente de k y n. Entonces
podemos escribir h(k,a,n) = h(a). Luego

(4.2) /Gf(g)dg:/KXAXNf(kan)h(a) dk dadn.

Ahora, si ag € A,

(4.3) /Gf(g)dg:/Gf(gao)dQZ/KXAXNf(kanao)h(a)dkdadn
:/ f(kan)h(aap™")| det(jac(n — agnag ') dk da dn
KxAxN

= / f(kan)h(aag™ Haoz i/ a0 ; dk da dn.
KXAXN

1<J
Por lo tanto, de (4.2 y (4.3) resulta que
h( - h aa’o HaOZ Z/a0]j
i<j

para todo a,ag € A. Tomando a = ag se tiene que h(ao) = h(e) [[;_; aoii/ao; ;. lo
que prueba la proposicion.

Proposicién 4.6. El volumen de un conjunto de Siegel Sf,, en SL,(R) con respecto
a la medida de Haar es finito.

Demostracion. Si K* = SO(n) y B* = A*N, sean dk, da, dn medidas de Haar en
K*, A* y N, todas biinvariantes ya que estos grupos son unimodulares.
De manera anéloga a la Proposici()n dg = p(a)dkdadn es una medida de Haar

en G = SL,(R), con p(a) = Hi<j ai,i/aj,;. Ademas p(a) = H1§i§n(ai,i/ai+17i+l)”7
con r; € N.
Se tiene entonces que existe C,, > 0 tal que

(4.4) (Cu)_l/s dQS/ p(a)daz/ H(ai,i/flz‘+1,i+1)”da
h log(t
H / (exp 7iy;) dyi, = H t" < o0,

1<i<n ¥ 1<i<n

lo que completa la demostracion. (Il

4.2. Teoria de reduccion de formas cuadraticas. El siguiente resultado es
consecuencia de Teorema 4.4

Corolario 4.7 (Hermite). Si g € G, entonces

lg1l < (2/V3)" D72 | det(g)]'/.

min
A€z ~{0}
Demostracion. Sea g’ € gI' N 82/\/5 1/2- Se tiene

, )\ < , _ / _ /
oo lla( )II_glelltlllgv(el)ll llg'(en)ll = aiq,

donde ¢’ = k'a’n’ es la descomposicion de Iwasawa de ¢g’. Luego
(all,l)n < (a1 )" ! 2/\[) a2 2> (2/\f)n(n D72 a/1 1a2 2 a;l,nv

lo cual finaliza la prueba pues det(g) = a} a5 5. ... aj, . O

n,n
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Nota 4.8. El lector interesado en conjuntos de Siegel podra encontrar en [12] 13} [1§]
investigaciones recientes sobre ellos, como asi también algunas de sus aplicaciones
en otras areas de la matematica.

4.3. Ejercicios.

Ejercicio 4.1. Describir una descomposicion de Iwasawa para SO(n,1). Mas pre-
cisamente, encontrar un subgrupo compacto K, un subgrupo abeliano A, y un
subgrupo nilpotente N tal que ® : K x A x N — SO(n, 1), ®(k,a,n) = kan es un
difeomorfismo.

Ejercicio 4.2. Describir el conjunto de Siegel para el reticulo SL2(Z) de SLa(R).

5. CRITERIO DE COMPACIDAD

En esta seccion daremos algunos criterios de compacidad de G/T", donde I" es un
reticulo en un grupo de Lie semisimple G.

5.1. Espacio de reticulos. Denotaremos L el espacio de reticulos de R™. Sea

la aplicacion GL,(R) — £ dada por g — g(Z™). Se ve facilmente que esta funcion

es suryectiva. Ademas, si g(Z") = h(Z") para g,h € GL,(R), entonces h=1g(Z") =

Z™ y por lo tanto h~'g € GL,(Z) y en consecuencia tenemos la identificacion

GL,(R)/GL,,(Z) ~ L. Damos a L la topologia inducida por esta identificacion.
La siguiente proposicién ayuda a comprender la topologia de L.

Proposicion 5.1. Una sucesion {L,,}59_; en L converge a Lo si y solo si existe

(m) (0)

una base B, = {vgm), . ,uﬁ[”)} de L., para cada m € Z>q tal que v; ~ — v,

para todo 1 < i < n.

Demostracion. Denotamos 7 : GL, (R) — GL,(R)/GL,(Z) la proyeccién canodnica;
7 es abierta pues si U es abierto, 717 (U) = Uaecr, z)A - U es abierto.

Sea g, € GL,(Z) tal que g, (Z") = L,, para todo m € Z>. Entonces, 7(gm) —
7m(go). Si U es un abierto de GL,,(R) que contiene a gg, entonces existe N € N
tal que 7m(gmm) € 7(U) para todo m > N. Entonces g,, € 7~ '7(U), por lo tanto
existen h,, € GL,(Z) tales que h,,'g,, € U para todo m > N, o equivalentemente,

hoytgm — go. Sim > 0, definimos vgm) cc()rn)o la i—(%:iima columna de la matriz h,,! g,
m

con hg = Id. Se tiene claramente que v;” ' — v; ’ para 1 < i < n, luego las bases
B = {vim), . ,Uy(lm)} tienen la propiedades requeridas.

Ahora consideremos la reciproca. Para cada m > 0 sea

gm = Ugm) . e 'Uf,(lm)

| |
Como vfm) — v§0)7 se tiene que g, — go en GL,(R) y 7(gm) — 7(go) en

GL,(R)/GL,(Z). Como L, = g,Z", resulta que L, — L. ]

Para cada L € L, definamos A(L) = |det(vy,...,v,)| para cualquier base
{v1,...,v,} de L. Como dos bases difieren en un elemento g de GL,,(Z) con deter-
minante +1, A(L) esta bien definido (Ejercicio [3.13).

Teorema 5.2 (criterio de Mahler). Dado un subconjunto M C L, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
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(1) M es relativamente compacto,
(if) A|m estd acotada y existe U un entorno abierto de 0 en R™ tal que LNU = {0}
para todo L € M.

Demostracion. Sea S, un conjunto de Siegel mapeado sobre £ por la aplicacion
g — g(Z™). Es claro, por el Teorema 4.4, que (i) equivale a la existencia de M’ C S,
relativamente compacto tal que M'(Z") = M.

Por otra parte, por la definicion de S, ,,, M’ es relativamente compacto si y sélo
si las componentes a;, x € M’ forman un subconjunto relativamente compacto de
A. Esto es, si y solo si existen constantes a, 5 > 0 tales que

(5.1) a<(ag)ii <B, geM

para todo 1 < i <n.

A su vez, (ii) equivale a decir que g — |det(g)| esta acotado en M’ y existe
¢ > 0 tal que ||g(A)|| > ¢ para todo g € M" y A € Z™. Teniendo en cuenta estas
consideraciones, veremos ahora que las condiciones (i) y (ii) son equivalentes.

Supongamos que (i) es cierta. Claramente | det(g)| < C para todo g € M’.

Sea A € Z"~ {0}, A = Z’f mse; con my, # 0, k < n. Entonces [|g(A)| = [|agng(N)]|
y la k-ésima coordenada de agng(X) es (ag)r,xmy lo cual implica que [|g(\)|| > .
Por lo tanto, (ii) es valida.

Asumiendo (ii), tenemos que ||g(e1)| = (ag)1,1 > ¢. Como a, € Ay, esto implica
que existe a > 0 tal que (a4);; > « para todo i. Como el producto de los (ag);;
esta acotado, se obtiene .

5.2. Criterios de compacidad. En esta subseccion daremos criterios de cocom-
pacidad para subgrupos aritméticos. Para probar los resultados principales, seran
de suma utilidad los siguientes lemas.

Lema 5.3 (Jacobson-Morozov). Sea G un grupo de Lie real conexo semisimple
con centro finito. Para todo elemento unipotente u € G, existe un homomorfismo
continuo ¢ : SLa(R) — G tal que

(3 1)

Lema 5.4. Sea G C GL,(C) un subgrupo algebraico definido sobre Q sin Q-
caracteres no triviales (i.e. todo Q-morfismo x de G a GL1(C) ~ C* es trivial).
Supongamos que existe un polinomio G-invariante P € Q[x1,...,xz,] tal que

P(v)=0, veQ" <= v=0.
Entonces Gr/ Gy, es compacto.

Demostracion. Escribimos
« @
P(xy,...,op) = E o 29" .. xge,

a=(a,...,aq)

con a, € Q para todo a. Como P(0) =0, a(,...0y = 0, es decir, P no tiene término
constante. Sea m € N tal que ma,, € Z para todo a. Entonces P(mx1,...,mz,) € Z
si x; € Z para todo 4, o equivalentemente P(mZ"™) C Z. Para probar el lema es
suficiente ver que Ggr/Gy,z es compacto por la conmensurabilidad de Gz y Gz
(Proposicion [3.14)).

Dado que £ ~ GL4(R)/GL4(Z), €l cociente Gr/Gz se identifica con el conjunto
M :={g(Z") : g € Gg}. Veamos que M es compacto usando el Teorema
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Para esto debemos probar que existen «, 8 > 0 tales que

(i) Alg(Z") < B, (i) | _dnf [l > o Vg € Gy

El Q-caracter det : G — C* es trivial por hipétesis, por lo que G C SL,(C).
Luego, (i) vale pues A(g(Z™)) = |det g|.

Para ver (ii), supongamos que es falsa, entonces existen sucesiones g; € Ggr y
Aj € Z" ~ {0} tales que g;();) converge a cero. Como P es G-invariante, tenemos
que |P(gj(A\))] = |P(A\;)] = 0. Alavez P(Z") CZy P(\) # 0 para todo A # 0, lo
que implica que |P(\;)| > 1, que es una contradiccion. O

Teorema 5.5 (Criterio de compacidad de Godement). Sea G C GL,(C) un Q-
grupo algebraico semisimple. Entonces, Gr/ Gy es compacto si y solo si Gz no tiene
elementos unipotentes distintos de la matriz identidad.

Demostracion. Supongamos que Gr/Gyz es compacto. Sea u € Gg un elemento
unipotente. Por el Lema [5.3] existe un homomorfismo continuo ¢ : SLy(R) — Gg

(3 1]) -

Seaa:go([ (2) 8 ]) € Gg. Entonces
2

=[50 01102 )
([ ) (B 1))

si k — 0o0. Siu # e, entonces a~Fua® # e para todo k, luego Gr/Gz no es compacto
por el Teorema lo cual es una contradiccion. Por lo tanto u = e.

Ahora veamos la reciproca, razonando por el absurdo, es decir, supongamos que
Gr/Gz no es compacto. Como Gz es un reticulo en Gg por el Teorema el
Teorema implica que existen sucesiones gr € Gg y v, € I tales que gryrg,  — €
sik— o0y gkvkgk_l # e para todo k € N.

Ahora bien, esto implica que el polinomio caracteristico de gryrg, L Xgmgr® (x) =

X~x (), tiende al polinomio caracteristico de e, que es igual a (x — 1)¥. Como
v € Gz C GL,(Z), su polinomio caracteristico x., () tiene coeficientes enteros.
Luego, si X+, (¥) — (z — 1)*, existe ko tal que X, (z) = (z — 1)*, para todo k > ko,
luego Gz tiene elementos unipotentes no triviales ya que v # e. O

5.3. Ejemplos de subgrupos aritméticos cocompactos. Como ya vimos en
el Ejemplo si J es una matriz simétrica racional no degenerada, entonces O(J)z
es un reticulo en el grupo de Lie O(J)g. Aplicaremos el Teorema para obtener un
criterio de compacidad para O(J)g/O(J)z. Denotemos J[z] := z'Jxr € Q si x € Q™.

Teorema 5.6. El cociente O(J)r/O(J)z es compacto si y sdlo si J[z] # 0 para
cualquier © € Q", x # 0 (i.e. la forma cuadrdtica asociada a J no representa a cero
en Q™ de manera no trivial).
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Demostracion. Supongamos que O(J)g/O(J)z no es compacto. Por el Teorema [5.5]
existe un elemento unipotente U # Id en O(J)g. Entonces N := U —Id es nilpotente,
por lo que podemos elegir v; € Q¢ tal que Nv; # 0 y N2v; = 0. Mostraremos que
J[Nwv1] = 0. Denotemos B(z,y) = z'.Jy, la forma bilineal asociada a .J, la cual es
no degenerada. Para z,y € W := Cv; & CNvy, usando que U € O(J)g y N?|w =0,
tenemos

B(Nz,y) = B(U —1d)z,y) = BUz,y) — B(x,y)
= B(z,U™"y) - B(xz,y) = B(z, (Id~N)y) — B(z,y).
Por lo tanto B(Nz,y) = —B(x, Ny) para todo x,y € W. En particular
J[Nvi] = B(Nvy, Nvy) = —B(vy, Nvp) = 0,

lo que prueba el resultado en una direccion.

Ahora supongamos que existe vg € Vg ~\ {0} tal que J[vg] = B(vg,vp) = 0. Como
la forma es no degenerada, existe v; € Vg tal que B(vg,71) # 0. Sea ¢ € Q la
solucién a la ecuaciéon

0 = B(v1 + quo, U1 + quo) = B(v1,01) + 2B (v1, vg).

Sea v1 = U1 4 qug. Tenemos que B(vg,v1) =c# 0y B(v;,v;) =0,4=0,1.

Sea W = Cvo@Cuvy, y W+ el subespacio de V ortogonal a W con respecto a B(-, -).
Veamos que V = W @ W+. Supongamos que w € W N W, luego w = kqug + k101
ya que w € W, pero como w € W+ tenemos 0 = B(w,vg) = kic, lo que implica
que k; = 0. Anélogamente 0 = B(w, v1) = B(kgvo,v1) = koc, por lo tanto kg = 0.
Entonces W N W+ = {0}. Resta ver que V = W + W+. Veamos que la sucesién de
espacios vectoriales

0wtV IAws=o,
es exacta, donde n(v)(-) = B(v,-).

Es claro que el niicleo de 7 coincide con W+, por lo tanto sélo resta mostrar
que 7 es sobre. Sea v € W+ y si denotamos 7' € V* a su extension a V, la
aplicacién V' — V* es sobre pues tienen la misma dimensiéon, por lo tanto existe
vo € V que cumple v(w) = 4 (w) = B(vp,w) = n(vo)(w) para todo w € W.
Finalmente concluimos que V =W & W+ pues la exactitud de la sucesion implica
que dim W +dim W+ = dim V.

Veamos que existe ve € W@ tal que B(vg,v2) = ¢ # 0. Supongamos que B(v,v) =
0 para todo v € W+. Sea w € W+, luego existe w’ € W+ tal que B(w,w’) # 0.
Entonces 0 # 4B(w,w') = B(w + w',w + w') = Blw —w,w —w') =0—-0=01lo
cual es un absurdo.

Sea ahora la transformacion lineal N : V. — Cuvg @ Cve dada por N(z) =
—B(x,vg)v2 + B(x,v2)vp, es decir,

0 0 ¢
0 0 O *

N~ 0 —c O
0 0

con respecto a una base con primeros elementos vg, vy y vs. Claramente N2 = 0,
pues N2 es triangular superior con ceros en la diagonal. De manera, similar, tenemos
W+ = Cvy @ {Cvy}t, donde {Cvy}+ denota el subespacio de W+ ortogonal a vy.
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Luego si © = kouo + kv + kavo + w,y = kjvo + kjvi + khva +w' € V con
ki, k! € Cy w,w' € {Cva}+, tenemos

B(Nz,y) = B(N(kovo + k1v1 + kava + w), kyvo + kjv1 + Ky + w')
= cB(—kyvg + kavo, kjv1 + kbvs)
= 2(=ky kb + kok)).
Similarmente se calcula que B(x, Ny) = c¢?(—k}ks + kbk1), por lo tanto
B(z,Ny) = —=B(Nz,y).

n .
Sea U = eV = 3" L N?, luego

i=1

B(Uxz,Uy) = Z 1LB(Niz, Niy Z CH B(N™Hix,y)

4.j=0 i =0

_B((ZU 0 1Ij|) NH‘J) y)

Mas aun,

i,j=0 k=0 \ j=0
n k
=D 5 Z(j)(—l)J N* =1d,
k=0 7=0

lo que implica que U € O(J). Para finalizar, es claro que U = eV # Id pues N # 0,
y ademas U € O(J)q, pues {vg,v1,v2} C Vo, y si a este conjunto lo completamos a
una base de Vg, se ve que N (V) C Vg, por lo tanto U(Vy) C Vp. O

5.4. Ejercicios.

Ejercicio 5.1. Usar Teorema [5.5| para mostrar que el reticulo SLy(Z) de SLy(R)
no es cocompacto. De manera similar, mostrar que los grupos de Bianchi (ver
Ejemplo [8.5) no son cocompactos en SLy(C).

Ejercicio 5.2. Dar un ejemplo concreto de una forma cuadrética J[z] que no repre-
sente a cero en Q", y asf obtener un reticulo cocompacto en O(.J) por Teorema

Parte 2. Geometria espectral de 3-variedades hiperbdlicas aritméticas

En la primera parte de estas notas se dio la nocién general de un grupo aritmético.
Uno de los primeros ejemplos dados fue el subgrupo SLz(Z[v/—1]) de SL2(C) en
Ejemplo[3:20] Este grupo actia por isometrias en el espacio hiperbolico de dimension
3 y por lo tanto define una 3-orbifold hiperbolica. En esta segunda parte del curso
exploraremos la geometria de los subgrupos aritméticos de SLa(C) (en realidad de
PSL2(C)) en gran detalle. Por ejemplo, mostraremos como construir una cantidad
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infinita de tales grupos (cocompactos como asf también no cocompactos) y daremos
una férmula para sus covolumenes. Como objetivo final, usaremos estos grupos para
construir 3-variedades hiperbélicas isospectrales pero no isométricas.

6. ALGEBRAS DE CUATERNIONES

Uno de los temas a tratar en estas notas es la idea de que muchos aspectos de la
geometria de una 3-variedad hiperbolica pueden ser caracterizados de una manera
algebraica y estudiados usando técnicas provenientes del algebra no conmutativa y
la teoria de ntameros. Es crucial para esta caracterizacion la nocién de dlgebra de
cuaterniones, ya que veremos que todo grupo Kleiniano aritmético de covolumen
finito es un algebra de cuaterniones definido sobre un cuerpo de ntimeros. En esta
seccion veremos algunas de las propiedades basicas de las dlgebras de cuaterniones.
Muchos resultados de esta seccion serdn mencionados sin demostraciéon. Para las
pruebas, ver [16] o [I1].

6.1. Algebras de cuaterniones: generalidades. Sea k un cuerpo de caracte-
ristica distinta que 2.

Definiciéon 6.1. Un dlgebra de cuaterniones sobre k es un algebra simple central
de dimension 4 sobre k con base {1,4,j,4j} que satisface las relaciones

7:2:(17 j2:b7 Zj:_jla
para algin a,b € k* =k \ {0}.

Denotaremos el algebra de cuaterniones en la Definicion [6.1] por su simbolo de

Hilbert (“,;b). Notar que la terminologia “algebra de cuaterniones” esta motivada

por el hecho de que las algebras definidas arriba generalizan la construccion de
Hamilton de H, que con nuestra notaciéon se corresponde al algebra (71]1{1). Es
llamado por el dlgebra de division sobre R.

Teorema 6.2. FEl dlgebra de cuaterniones (a,;b> es un dlgebra simple central de

dimension cuatro. Reciprocamente, si A es un dlgebra simple central de dimension

cuatro sobre k entonces existen a,b € k* tales que A = (%)

En su total generalidad, el teorema de estructura de Wedderburn implica que
toda &algebra central simple es isomorfa a un algebra de matrices sobre un algebra
de divisién central.

Teorema 6.3 (teorema de estructura de Wedderburn para algebras de cuaterniones).
Sea A un dlgebra de cuaterniones sobre un cuerpo k. Si A no es un dlgebra de division
entonces A = Ma(k).

Notar que si bien el Teorema asegura que si A es un algebra central simple

de dimension cuatro sobre k entonces existen a,b € k* tales que A =2 (a,;b>, esto

no implica que a, b determinen univocamente la clase de isomorfismo de A. Esto se

explica en el siguiente resultado, que dice que la clase de isomorfismo de (“,;b) no

cambia si multiplicamos a a o b por cuadrados.

Proposicion 6.4. Sia,b,z,y € k* entonces

a,b\ o ax?, by?
k) k '




GRUPOS ARITMETICOS 187

Demostracion. Sean {1,4,3,ij} y {1,4,7',4'j'} bases para (a];b) v (%) respec-

ax?, by? a,b
o (45) = (%)
el homomorfismo obtenido al definir ¢(1) = 1, ¢(i') = zi, ¢(j') = yj, &(i'5") = xyij

y extenderlo linealmente. La imagen de ¢ es la k-subalgebra de (a,;b) con base

tivamente, y sea

{1, x4, yj, xyij}. Como esta subalgebra tiene dimension cuatro sobre k, debe coincidir

con “T’b . En otras palabras, ¢ es suryectiva. Cualquier homomorfismo suryectivo

entre k-algebras de la misma dimension es un isomorfismo, por lo que la proposicion
sigue. (Il

k
es a un algebra de division (que por el teorema de Wedderburn son las tnicas dos
posibilidades). La siguiente proposicion sera muy ttil en este aspecto.

Naturalmente, es muy ttil saber cuando (“—b) es isomorfo a My (k) y cuando lo

Proposicion 6.5. Las dlgebras de cuaterniones (1;:’) y Mo (k) son isomorfas para

cualquier b € k*.

Demostracion. El isomorfismo buscado estéd dado por

vi (52) = Mo

donde

. . . T+ z+w
Yz +yi+ zj +wij) = < b(z—%) vy >

La inversa est& dada por

s ((2F)) = 3latdt @it 3o+ (6 -6

O

6.2. Algebra de cuaterniones sobre los niimeros complejos. Las algebras
de cuaterniones sobre C son muy féciles de entender. Hay una tnica algebra de
cuaterniones sobre C: My(C).

Teorema 6.6. Si A es un dlgebra de cuaterniones sobre C entonces A = Ma(C).

C* es un cuadrado, entonces A = (%) por la Proposicién Esta ultima algebra

Demostracion. El teorema fundamental del algebra implica que todo elemento de
de cuaterniones es isomorfa a My(C) por la Proposicion O

6.3. Algebras de cuaterniones sobre los niimeros reales. La estructura de
las algebras de cuaterniones sobre R es més complicada que sobre C. Hay sé6lo dos
algebras de cuaterniones sobre R salvo isomorfismos: Ma(R) y H.

Teorema 6.7. Si A es un dlgebra de cuaterniones sobre R entonces es A = Ma(R)
o A=H.

Demostracion. La Proposicion @ 1mphca que A es isomorfa a una de las siguientes
1 —1 1,1
tres algebras de cuaterniones: ( = ) La primera de estas algebras

es isomorfa a H por deﬁnici(’)n mlentras que la segunda y la tercera son isomorfas a
M3 (R) por Proposicion |
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6.4. Algebras de cuaterniones sobre cuerpos p-adicos. Sea K un cuerpo
p-adico con uniformizador fijo 7. Como ocurri6 en el caso sobre R, hay precisamente
dos clases de isomorfismo de algebras de cuaterniones sobre k. Ademaés, otra vez
tenemos una descripciéon explicita de la tnica algebra de cuaterniones de division
sobre k. Como la demostracion nos llevaria demasiado lejos, solo citamos el siguiente
resultado y remitimos al lector a [I6] para ver mas detalles.

Teorema 6.8. La k-dlgebra (“k’r) es la unica dlgebra de cuaterniones de division
sobre k, donde k(\/u) es la tnica extension cuadrdtica no ramificada de k.

6.5. Algebras de cuaterniones sobre cuerpos de nameros. Sea k un cuerpo

de nameros, a,b € k* y consideramos el algebra de cuaterniones (a,;b). Si K es un
cuerpo que contiene a k entonces podemos obtener una K-algebra de cuaterniones de

(a,;b) por extension de escalares: (a]’cb> Qr K = (afb) En el estudio de la estructura

de las algebras de cuaterniones sobre cuerpos de ntimeros, a veces se elige como K
a la completacion de k (i.e., C,R o un cuerpo p-adico k, para algtin primo p de k)
y se estudia el algebra sobre K obtenida por extensiéon de escalares. Por supuesto,
uno espera poder obtener informacion acerca de la estructura del algebra original
sobre k.

Para hacer todo esto mas preciso, sea {1,4,7,ij} la base estandar de (a];b) y

o : k — K una incrustacion fija.

Lema 6.9. Tenemos el siguiente isomorfismo

(50 o (2220,

Demostracion. Sea {1,i',5',i'j'} la base estdndar para (%) El isomorfismo
es el que asigna
(ap + a1i + azj + azij) @y a v alo(ag) + o(ar)i’ + o(az)j’ + a(az)i’s’).
U

Como una aplicacién de esto, consideramos el dlgebra de cuaterniones (71@71)

Sio:Q — R es la inclusion estandar, entonces el Lema implica que (_1@_1> es

un algebra de division (ya que o(—1) = -1y (%) es un algebra de division).
Un hecho interesante en la teoria de las algebras de cuaterniones sobre cuerpos de
ntmeros es que a diferencia de lo que sucede sobre R, no hay una tnica algebra de
divisién sobre un cuerpo de ntumeros. De hecho, sobre todo cuerpo de ntimeros jhay
infinitas clases de isomorfismos de algebras de cuaterniones!

Definicion 6.10. Sea k un cuerpo de numeros, v un lugar de k correspondiente
a o,y sea k, la correspondiente completacién de k. Decimos que un algebra de
cuaterniones A sobre k es ramificada en o y v si A ®, k, es un algebra de division.
Si no, decimos que A se parte en o y v.

Nota 6.11. Por conveniencia, usualmente diremos que un algebra de cuaterniones A
sobre k es ramificada en un lugar v de k y omitiremos mencionar la incrustaciéon o
asociada.

Nota 6.12. Notar que si A = Ma(k) entonces A ®, k, = Ma(k,) para todo o,v. En
particular, todo lugar de k se parte en My (k).
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Recordar que por el Teorema toda algebra de cuaterniones sobre k se parte
en todos los lugares complejos. Entonces so6lo los lugares reales o p-adicos podrian
ramificar.

Supongamos ahora que k tiene r; lugares reales y o lugares complejos. Denotamos
por Sy, el conjunto de lugares arquimedianos de k, que es la union de los lugares
reales y complejos. Tenemos entonces los isomorfismos

AgqR= P Aeyk,

VESs

=My(C)”? x @ A®,k,

o:k—R
& My(C)"* x My(R)® x H'' %,

donde s es el namero de lugares reales de k en los que A se parte. En la Seccion [§]
veremos que los grupos Kleinianos aritméticos se construyen a partir de las algebras
de cuaterniones en que 72 = 1 y s = 0. Una manera simple de ver esto es tomando
como k un cuerpo cuadratico imaginario, en cuyo caso s = 0 ya que alli no hay
lugares reales.

Sea Ram(A) el conjunto de lugares de k (pueden ser finitos o infinitos) en que
A es ramificado. El siguiente teorema clasifica las algebras de cuaterniones sobre
cuerpos de numeros e implica, como fue dicho arriba, que hay infinitas clases de
isomorfismo de algebras de cuaterniones de division sobre todo cuerpo de niimeros.
Para la demostracion de esto, ver |16, Chapitre IIL.3].

Teorema 6.13 (Clasificacion de algebras de cuaterniones sobre cuerpos de ntimeros).
Sea k un cuerpo de nimeros. Si A es un dlgebra de cuaterniones sobre k entonces
Ram(A) es finito y de cardinalidad par. Reciprocamente, dado cualquier conjunto
finito S de lugares (finitos o infinitos) de k con cardinalidad par, existe una unica
dlgebra de cuaterniones A sobre k tal que Ram(A) = S.

El siguiente es un corolario inmediato del Teorema

Corolario 6.14. Sik es un cuerpo de nimeros y A, A’ son dlgebras de cuaterniones
sobre k entonces A= A’ si y sélo si Ram(A) = Ram(A").

7. ORDENES EN ALGEBRAS DE CUATERNIONES: UN PRIMER VISTAZO

En esta secciéon introducimos la nocién de orden en algebras de cuaterniones
y exploramos algunas de sus propiedades basicas. Nuestro objetivo es proveer los
conocimientos necesarios para describir la construcciéon de subgrupos discretos
de PSL2(C) a partir de 6rdenes en algebras de cuaterniones definidas sobre cier-
tos cuerpos de nimeros. Esto nos permitirda dar la definicion de una 3-variedad
hiperbdlica.

7.1. Definiendo 6rdenes. Sea R un dominio de Dedekind con cuerpo cociente
K. En la practica siempre tomaremos K un cuerpo de ntimeros o su completacion en
un primo finito y R denotaré su anillo de enteros. Sea A un algebra de cuaterniones
sobre K.

Definiciéon 7.1. Un elemento a € A es integral con respecto a R si su polinomio
caracteristico (reducido) 2% — tr(a)z + n(a) tiene coeficientes en R. Llamamos a
tr(a) la traza (reducida) de « y a n(a) la norma (reducida) de «.
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Recordar que el conjunto de todos los elementos integrales de un cuerpo de
nimeros forman un anillo (y muy importante para lo que sigue, un Z-mo6dulo
finitamente generado). Sin embargo, esto no es cierto en el caso de algebra de
cuaterniones. Considerar los siguientes dos elementos de My (Q):

() o)

Los polinomios caracteristicos de Ay B son pa(z) = 22 —22+1y pp(z) = 2% —32+2.
Entonces A y B son integrales (con respecto a Z). Sin embargo, ni A+ B ni AB

son integrales; sus polinomios caracteristicos son paip(z) = z? — 5z + % y
pap(r) = 2% — %x + 2. Veremos que el hecho de que el conjunto de elementos

integrales en un algebra de cuaterniones no es un anillo hace que la teorfa de 6rdenes
en algebras de cuaterniones sea significativamente mas complicada que el estudio de
ordenes en cuerpos de nimeros. Por otro lado, esto también hace que la teoria sea
mucho mas rica. En efecto, este hecho hace posible la construccién de Vignéras de
3-variedades hiperbdlicas isospectrales.

Definicién 7.2. Sea V un espacio vectorial sobre K. Un R-reticulo en V es un
R-modulo finitamente generado contenido en V. Un R-reticulo L se dice completo
siLerK=V.

El siguiente es un resultado basico en dlgebra conmutativa.

Proposicion 7.3 ([I, Prop. 5.1]). Un elemento o € A es integral si y sélo si R[]
es un R-reticulo en A.

Ahora somos capaces de dar nuestra primera definicion de 6rdenes en dlgebras de
cuaterniones.

Definicién 7.4. Un orden O en A es un R-reticulo completo en A que es también
un subanillo de A. Un orden mazimal es un orden en A que es maximal con respecto
a la inclusion.

Ejemplo 7.5. Damos algunos ejemplos de érdenes.

1. El anillo My (R) es siempre un orden de Ma(K). (Ver el Lema [7.7] abajo.)

2. Supongamos que A = (‘}b), donde a, b son elementos integrales de K. (Notar

que A puede escribirse siempre de esta forma ya que el simbolo de Hilbert
esta definido salvo cuadrados, por lo que podemos ‘limpiar denominadores’
multiplicando a a y b por un cuadrado de K.) Entonces R[1,%,j,4j] es un
orden de A.

Proposicion 7.6. Un anillo O es un orden en A si y sélo si O es un anillo de
elementos integrales en A que contiene a R y satisface O @ g K = A. Ademds, todo
orden estd contenido en un orden mazximal.

Demostracion. Sea O un orden de Ay a € O. Como O es un R-reticulo, también
lo es R]a]. Sigue entonces de la Proposicion que « es integral. Que O satisface
las otras propiedades sigue de nuestra definicién de orden.

Veamos ahora la reciproca. Como O ®r K = A, podemos elegir una base
{x1,29,23,24} de A en la que todos los z; estan en 0. Como la traza reducida
determina una forma bilineal simétrica no singular sobre A, d = det(tr(z;z;)) # 0.
Sea L = {> a;x; : a; € R}. Entonces L C O pues R C O y z; € O para todo



GRUPOS ARITMETICOS 191

i. Supongamos que « € O con o = Y b;x; y b; € K. Para cada j tenemos que
ax; € O, entonces tr(ax;) = Y. b; tr(z;x;) € R. Por lo tanto b; € 2Ry O C LL.
Sigue entonces que O es finitamente generado, lo que prueba la primera afirmacion.
La segunda afirmacién se demuestra utilizando el lema de Zorn. (I

Lema 7.7. El orden M2(R) es un orden mazimal de Ma(K).

Demostracion. Si Ma(R) no es maximal, entonces sea @ un orden maximal que

Y

contiene a My (R) y algtin elemento con al menos uno de los z,y, z, w que

no pertenezca a R. Sumando y multiplicando elementos de R podemos conseguir un
elemento a € O de la forma a = (g (1)> con a ¢ R. Tal elemento claramente no es
integral, lo cual es una contradiccion. (I

Hemos demostrado que si O es un orden en A entonces todo elemento de O es
integral. La siguiente proposicién nos provee una reciproca de este enunciado.

Proposicion 7.8. Si o € A es integral entonces o estd contenido en un orden
mazimal de A.

Demostracion. Si a € R entonces « esté en todo orden A por la Proposicion
Podemos asumir entonces que o € R. En tal caso, K(«) es una extension cuadratica
de K que esti contenida en A. Sea 8 € A* tal que BaS~! = @. La existencia
de tal elemento es debida al teorema de Skolem—Noether y podemos tomar [
integral simplemente limpiando denominadores. El R-moédulo generado por a 'y
es R+ Ra+ RS + Raf y es claramente un orden de A. Este orden podria no ser
maximal, pero hemos visto que todo orden esté contenido en un orden maximal. [

7.2. Numeros de tipo. Supongamos que O; y Os son 6rdenes en A que son
isomorfos via algin isomorfismo f : O; — Os. Por extension de escalares, la funcién
f induce un isomorfismo f : O ®r K — Os @5 K tal que f( ) = f(z) para todo
x € 0. Como O1 y Oy son 6rdenes en A, O1 ®p K 2 A~ Oy ®p K. Por lo tanto
f es un automorfismo de A y esta dado por conjugaciéon por un elemento a € A*
por el teorema de Skolem—Noether. En particular, Oy = a®1a~'. Concluimos que
en un algebra de cuaterniones, dos érdenes son isomorfos si y sélo si son conjugados.

Definicion 7.9. El nudmero de tipo de un algebra de cuaterniones es el niimero de
clases de conjugacion de 6rdenes maximales.

El niimero de tipo de un algebra de cuaterniones sobre un cuerpo de nimeros es
de algtin modo una reminiscencia del nimero de clases de un cuerpo de ntmeros.
Si bien el nimero de tipo es siempre finito (lo cual a priori no es obvio), puede
ser arbitrariamente grande. Ademaés, cuando A es no ramificado en un primo
arquimediano de K veremos que el nimero de tipo es siempre una potencia de 2.

El niimero de tipo de un algebra de cuaterniones sobre un cuerpo de nimeros
juega un rol crucial en la construccién de Vignéras de 3-variedades hiperbdlicas
isospectrales, como también en aplicaciones a otros temas como las formas modulares.

Sea k un cuerpo de nameros y A/k un 4lgebra de cuaterniones que cumple que
A®gR HFQ | Sea k4 la extension abeliana maximal de k que tiene exponente
2, que es no ramificada fuera de los lugares reales en Ram(A), y en la que todo
primo finito de Ram(A) se parte completamente. El siguiente teorema sigue de los
resultados probados en [10), Section 3.
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Teorema 7.10. Las clases de conjugacion de drdenes mazimales en A estdn en
correspondencia uno a uno con los elementos de Gal(ka/k).

Los nimeros de tipo son muy féciles de computar usando Magma. A continuacion,
mostraremos cuantos célculos se pueden realizar facilmente usando Magma. Los
lectores pueden realizar de manera gratuita éstos o otros calculos similares en linea
en http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/.

Ejemplo 7.11. Sea k = Q(v/—10). Consideramos el dlgebra de cuaterniones A =
(%) Veremos que el nimero de tipo de A es 2 y calcularemos los conjuntos
generadores para los representantes de las dos clases de conjugacién de érdenes
maximales de A (considerados como mo6dulos sobre Oy).

> k<t> := QuadraticField(-10);

> t£72;

-10

> A<i, j, ij> := QuaternionAlgebra<k | -1, -3>;
> C := ConjugacyClasses(MaximalOrder (A));

> #C;

2

> IsConjugate(C[1], C[2]);

false

> Generators(C[1]);

[ 1, i, 1/2%i + 1/2%j, 1/2 + 1/2%t*i + 1/6%t*j + 1/6*ij ]

> Generators(C[2]);

[1, 2%i, txi, 1+ 1/2%i + 1/2%], 1/2xt + 1/4xtxi + 1/4xtxj,
1/2%(t + 1) + 1/4%(t + 4)*i - 1/12%t*j + 1/6%ij ]

8. GRUPOS KLEINIANOS ARITMETICOS Y 3-VARIEDADES HIPERBOLICAS

8.1. Espacio hiperbdlico tridimensional. Comenzamos definiendo el espacio
hiperbolico de dimensién 3, representado en el modelo del semiespacio superior
H? = {(2,t): 2 € C,t > 0}

con la métrica
|dz|* + dt

2
De esta forma, H® es la tnica variedad riemanniana conexa, simplemente conexa de
dimension 3 con curvatura seccional constante —1. Veremos a la esfera de Riemann
C = CU {00} como la esfera al infinito correspondiente a t = 0. Las geodésicas en
H? son rectas euclidianas verticales o semicirculos ortogonales a C.

ds? =

8.2. Grupos Kleinianos. Un grupo Kleiniano es un subgrupo discreto de iso-
metrias del espacio hiperbolico H? que preserva orientacion. Ya era conocido por
Poincaré que el grupo Isom™ (H?) de isometrias del espacio hiperbélico de dimension
3 es isomorfo a PSLy(C), luego un grupo Kleiniano es simplemente un subgrupo
discreto de PSLy(C) de covolumen finito.

Los elementos de PSLy(C) inducen una funcién biholomorfa de C dada por
transformaciones de Mdobius:

a b N Haz—i—b
c d e td)
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Estas transformaciones fraccionarias lineales de C se extienden a H? via la
extension de Poincaré. La extension de Poincaré puede ser descripta geométricamente
como sigue. Toda transformacién fraccionaria lineal de C puede escribirse como
una composicién de inversiones en circulos y rectas de C. Dado un circulo o una
recta, hay un tnico hemisferio o plano en H? que es ortogonal a C y que corta a C
precisamente en dicho circulo o recta. La extension de Poincaré es simplemente la
composicién de las inversiones en H3. Mas concretamente, la extensiéon esta dada
por la formula:

a b () (az +b)(cz + d) + act? t
c d ’ lez +d|2 + |e|?t2 7 |ez + d|? + |¢|?t2

Por ejemplo, la traslacion z — z + 1 se extiende a (z,t) — (z + 1,¢t).
Si bien hay varias razones excelentes para estudiar grupos Kleinianos, nuestro
interés en ellos se debe principalmente a lo siguiente:

Teorema 8.1. Si M es una 3-variedad hiperbdlica orientable entonces M es isomé-
trica a H3 /T donde T' es un grupo Kleiniano libre de torsion.

8.3. Conmensurabilidad. Introducimos ahora la nociéon de conmensurabilidad,
la cual estarda muy presente en lo que sigue. La conmensurabilidad fue ya definida
en la primera parte de las notas en Definicién A continuacién, daremos una
nocion ligeramente més refinada de conmensurabilidad en el caso de los subgrupos
de PSLy(C) y definiremos una nocién relacionada para las 3-variedades hiperbolicas.
En efecto, uno de los objetivos principales serd asociar a una 3-variedad hiperbolica
de volumen finito invariantes que solo dependan de la clase de conmensurabilidad de
la variedad. La nocién de conmensurabilidad es natural del punto de vista de las 3-
variedades hiperbélicas aritméticas, ya que veremos que la clase de conmensurabilidad
de tales variedades corresponden a una cierta dlgebra de cuaterniones, es decir un
objeto de la teoria de nimeros con una teoria de estructura muy rica.

Definicién 8.2. Sean I'1,T's subgrupos de PSLy(C).

= Decimos que I'1 y I'y son directamente conmensurables si I'y NI’y tiene indice
finito en I'y y I's. Decimos que I'y y 'y son conmensurables en un sentido
amplio si I'; y un conjugado de I's son directamente conmensurables.

= Sean M;, My 3-variedades hiperbdlicas. Decimos que M; y M5 son conmen-
surables si tienen un cubrimiento finito hiperboélico en comun.

Notar que en la definicion de conmensurabilidad, el cubrimiento comun sera consi-
derado tnico salvo isometrias. En este caso, las dos variedades seran conmensurables
si y so6lo si sus grupos fundamentales son conmensurables en el sentido amplio. Es
por esta razén que estaremos interesados en la conmensurabilidad en el sentido
amplio.

8.4. Grupos aritméticos Kleinianos. En esta seccién construiremos subgrupos
discretos de PSLo(C) a partir de 6rdenes en dlgebras de cuaterniones y relacionaremos
las propiedades geométricas de los grupos Kleinianos resultantes con propiedades
algebraicas de las algebras de cuaterniones asociadas. Esto nos permitira definir lo
que significa que un grupo Kleiniano sea aritmético.

A lo largo de esta secciéon emplearemos la siguiente notacion. Sea k un cuerpo de
numeros con anillo de enteros Oy, y sea A un algebra de cuaterniones sobre k. Un
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orden O de A significara siempre que O es un Og-orden de A. Si B es un subanillo
de A entonces denotaremos por B! el subgrupo multiplicativo de B* generado por
elementos que tienen norma reducida igual a 1.

Finalmente, recordamos que Ram(A) (respectivamente Ramy(A) o Ramy,(A))
denota el conjunto de todos los lugares de k (respectivamente finitos o infinitos) que
ramifican en A.

8.5. Grupos discretos de 6rdenes en algebras de cuaterniones. Sea k un
cuerpo de numeros de grado n con un unico lugar complejo v. Recordar que esto
significa que de las n incrustaciones o : k — C, la imagen o (k) de k estara contenida
en R para precisamente n — 2 de ellas. Las otras dos incrustaciones estaran dadas
por v y 7, el conjugado complejo de v. Denotaremos S, al conjunto de lugares
arquimedianos de k.

Suponemos ahora que A es un algebra de cuaterniones sobre k que es ramificado
en todos los lugares reales de k. Al recordar que siempre hay un isomorfismo

A®gR = EB A @y ky,

VES

deducimos que
(8.1) A®oR=H"2 x My(C).

Sea ¢ : A — M;s(C). Denotamos por ¢ : A — My(C) la composicion de la
incrustacion natural A <— A ®g R con el isomorfismo en (8.1)) y la proyeccion de
H"~2 x M3(C) sobre Mz (C).

Teorema 8.3. Sea O un orden mazimal de A y To = Py(O') C PSLy(C).

1. To es un subgrupo discreto de PSLo(C).
2. El volumen de H3/To estd dado por

22
VoIl o) = b | T 1))
pERamy(A)

donde dj, es el valor absoluto del discriminante de k y (i(2) es la funcion
zeta de Dedekind de k evaluada en s = 2.

Demostracion. Para la prueba de que ' es discreto, ver |16, Chapitre IV, Theoreme
1.1]. La féormula para el covolumen de I'p se debe a Borel [2, Section 7.3]. O

Ahora podemos definir lo que significa que un grupo Kleiniano sea aritmético.

Definiciéon 8.4. Sea k un cuerpo de nimeros con un dnico lugar complejo, sea A
un algebra de cuaterniones sobre k que ramifica en todos los lugares reales de k y
sea O un orden maximal de A. Un subgrupo de PSLo(C) es un grupo Kleiniano
aritmético si es conmensurable con I'o para algun triple (k, A, O).

Los grupos I'o seran lo suficientemente importantes en nuestra discusién de
grupos Kleinianos por lo que serd muy util denotarlos de una manera simple.
De ahora en adelante, nos referiremos a los grupos de la forma I'o como grupos
Kleinianos aritméticos principales. Asi, un subgrupo de PSLy(C) es un grupo
Kleiniano aritmético si y sélo si es conmensurable a un grupo Kleiniano aritmético
principal.
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Recordar que el teorema de Wedderburn nos decia que si un algebra de cua-
terniones sobre k no es isomorfo a My (k) entonces es un algebra de division. En
el contexto de las algebras de cuaterniones A que ramifican en todos los lugares
reales de k, esto significa que A no es un algebra de division si y so6lo si k& no tiene
lugares reales (i.e., k = Q(v/—d) para algiin entero positivo d libre de cuadrados) y

A= My(Q(v=d)).

Ejemplo 8.5. Consideremos un cuerpo cuadratico imaginario Q(v/—d) con anillo
de enteros O4. En Lema vimos que M2(Qy) es un orden maximal en el dlgebra
de cuaterniones My (Q(v/—d)). El grupo PSLy(0,) es llamado un grupo de Bianchi
(ver también Ejemplo [3.20). Todo grupo de Bianchi contiene la isometria z — z + 1
de C y por lo tanto es no compacto. De hecho, es un resultado conocido que el
nimero de ctspides del grupo de Bianchi asociado a Q(v/—d) es igual al nimero de
clases de ideales de Q(v/—d). De acuerdo al Teorema PSL3(O3) es el grupo de
Bianchi de covolumen mas chico. Usando Magma es facil calcular los covoliimenes
de los grupos de Bianchi.

CUADRO 1. Volumenes de pequenas orbifolds de Bianchi

d | Vol(H3/PSL,(0,))
1 | 0.30532186472574. .
2 | 1.00384100334120. ..
3 | 0.16915693440160. ..
5

6

7

4.20396925947605. . .
5.18217289781959. . .
0.88891492781635. . .
10 | 9.81811844389802. . .
11 | 1.38260830790264. . .
13 | 13.9979614019778. ..
14 | 20.3513407500735. . .

Dado un entero positivo libre de cuadrados d, el volumen Vol(H3/PSLy(0Oy))
puede ser computado en Magma con los siguientes comandos:

d :=1;

RR := RealField();

pi := Pi(RR);

R<x> := PolynomialRing(Rationals());
k := NumberField(x~2 + d);

Dk := Abs(Discriminant(Integers(k)));
Zeta := Evaluate(LSeries(k),2);

Dk~ (3/2) * Zeta / (4*pi~2);
.3056321864725739671684867838311

OV V.V V VYV V.YV

Si bien no es necesario usar un programa computacional para calcular el discri-
minante de un cuerpo cuadréatico, el codigo anterior puede modificarse facilmente
para calcular el volumen de grupos Kleinianos aritméticos de la forma I'o. Uno
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simplemente necesita reemplazar 22 4+ d por el polinomio que define k y calcular el
término

II &we-1

pERamf (A)

que aparece en el Teorema ya que este término es trivial en el caso en que
A= My (k).

El siguiente teorema relaciona la topologia de una 3-variedad hiperbolica aritmé-
tica H?/T" con la estructura de un algebra de cuaterniones asociada.

Teorema 8.6. Sea M = H?/T una 3-variedad hiperbélica aritmética y supongamos
que I' es conmensurable con I'p, donde O es un orden mazximal en un dlgebra de
cuaterniones A sobre un cuerpo de numeros k. Son equivalentes:

1. M es no compacta.
2. k es un cuerpo cuadrdtico imaginario y A = My (k).
3. I' es conmensurable en el sentido amplio con un grupo de Bianchi.

Demostracion. Si T no es cocompacto entonces tampoco es I'p. Luego I'o contiene
un elemento parabolico v. Como el elemento y—Id no es invertible podriamos concluir
que A no es un algebra de divisiéon. Por el teorema de Wedderburn, A = Ms(k).
Ya vimos que un orden maximal de My (k) sera un grupo Kleiniano aritmético solo
si k es cuadratico imaginario. Luego (1) implica (2). Que (2) implica (3) sigue de
la definicién de un grupo de Bianchi y del hecho que los 6rdenes maximales en la
misma algebra de cuaterniones siempre nos daran grupos Kleinianos aritméticos que
son conmensurables. Para probar que (3) implica (1), notar que todos los grupos
de Bianchi contienen elementos paraboélicos, por lo tanto I' también lo har4 si es
conmensurable en un sentido amplio a un grupo de Bianchi. ]

Como consecuencia del Teorema [8.6] obtenemos lo siguiente.

Corolario 8.7. Sea M = H?/T una 3-variedad hiperbélica aritmética y supongamos
que I' es conmensurable con I'p, donde O es un orden mazximal en un dlgebra de
cuaterniones A sobre un cuerpo de numeros k. La variedad M es compacta si y sdlo
si A es un dlgebra de division.

9. UNA CONSTRUCCION DE VIGNERAS: EJEMPLOS DE 3-VARIEDADES
HIPERBOLICAS ISOSPECTRALES

Sea M una 3-variedad hiperbolica compacta y £(M) el multiconjunto de auto-
valores del operador de Laplace-Beltrami actuando en L?(M). Llamamos &(M) al
espectro de autovalores de Laplace de M. Es conocido que (M) es un subconjunto
discreto e infinito de los nimeros reales positivos. Si M y N son 3-variedades hiper-
bolicas compactas para las que (M) = E(N), entonces decimos que M y N son
isospectrales.

En esta seccién construiremos pares de 3-variedades hiperboélicas aritméticas
compactas con el mismo espectro de autovalores del operador de Laplace. El método
es debido originalmente a Vignéras [I5]. De hecho, las 3-variedades hiperbolicas
que construiremos seran siempre fuertemente isospectrales; esto es, tendran el
mismo espectro de autovalores con respecto a cualquier operador diferencial eliptico
autoadjunto natural, e.g., el Laplaciano actuando sobre p-formas.
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9.1. Generalidades sobre isospectralidad. Sea G un grupo de Lie semisimple
y I un subgrupo discreto cocompacto de G. Denotamos por L?(T'\G) el espacio de
funciones complejas de cuadrado integrable sobre I'\G con respecto a la medida de
Haar inducida de G y por C.(G) el espacio de funciones a valores complejos con
soporte compacto e infinitamente diferenciables sobre G. Definimos un operador
unitario Rr de G en L*(T'\G) por

(Br(9)f)(x) = f(zg)

donde f € L3(I'\G),z € T\G, y g € G. Si I es otro subgrupo discreto y cocompacto
de G decimos que I' y IV son equivalentes en representaciones si existe un isomorfismo
unitario T : L*(T'\G) — L*(I"\G) tal que

T(Rr(g)f) = Rr(9)T(f)

para todo g € Gy f € L*(I'\G).

Es un hecho bien conocido que la equivalencia en representaciones implica isospec-
tralidad con respecto al espectro de Laplace. De hecho, es un teorema de DeTurck y
Gordon [5, Teorema 1.16] que equivalencia en representaciones implica isospectrali-
dad fuerte.

Teorema 9.1 (DeTurck y Gordon). Sea G un grupo de Lie que actia sobre una
variedad riemanniana M por isometrias. Supongamos que I',T" < G actian propia y
discontinuamente sobre M. Si T y I son equivalentes en representaciones entonces
\M y I"\M son fuertemente isospectrales.

Sea ¢ € C.(G) y definimos el operador Rr(¢) sobre L?(I'\G) por

(Re(6)f)(x) = /G 6(9) 1 (zg)dy.

Este operador satisface la formula de la Traza de Selberg.

Teorema 9.2 (Formula de la Traza de Selberg). Tenemos

whe@) = Y [ alg o
yleAr Y COWING

donde Ar denota el conjunto de clases de conjugacion de elementos en T' y C(v,T)
es el centralizador en T de .

Notar que Rr estd determinado por su traza. Esto es esencialmente debido a
Dixmier [6] y usa el hecho que Rr se descompone como suma discreta de representa-
ciones unitarias irreducibles de G con multiplicidades finitas. La idea es como sigue.
Sea (m;) una coleccion de representaciones unitarias irreducibles de G tal que para
toda ® € C.(G) tenemos

Zmi tI"/Ti((I)) = an trm-((I)).

Supongamos que hay algtn i para el que m; # n;. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que m; > 0y n; = 0. Por Dixmier [6 Propositions 5.3.1 and 6.6.5],
las representaciones Y m;trm; y Y. n;trm; son cuasi-equivalentes, una condicion
que implica que n; # 0.

Definimos el peso de una clase de conjugacion [y] en ', por una medida sobre
C(v,T), como el volumen vol(C(y,T)\C(y,G)). Uno entonces deduce lo siguiente
de la féormula de la Traza de Selberg.
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Teorema 9.3. Si dos subgrupos discretos cocompactos I', TV < G tienen el mismo
nimero de clases de conjugacion con un mismo peso y clase en G, entonces I' y T
son equivalentes en representaciones.

9.2. Espectro de grupos Kleinianos aritméticos principales. Sea k un
cuerpo de nameros que tiene un tnico lugar complejo y A un algebra de cuaterniones
de division sobre k. Sean O, (O’ 6rdenes maximales de A y I'o,['o/ los grupos
Kleinianos aritméticos asociados. El Corolario [8.7] dice que I'p, o son cocompactos.

Como estamos interesados en construir 3-variedades hiperbdlicas, necesitamos
asegurarnos que Py(A') contiene elementos no triviales de orden finito. Supongamos
que Pi)(A') contiene un elemento de orden n. Entonces cos(w/n) € k y k(e™/™)
es una extension cuadratica de k que se incrusta en A. Hay finitos n > 4 para
los que [k(e™/™) : Q] = 2[k : Q], entonces usando apropiadamente el teorema de
Albert-Brauer-Hasse-Noether (que implica que para un algebra de cuaterniones A
sobre k y una extension cuadratica L de k, existe una incrustacion de L en A siy
solo si ningtn primo que se parte en L/k ramifica en A) cuando construimos A via
el conjunto Ram(A) de primos que ramifican en A podemos asumir que Pi)(A) es
libre de torsion. Sigue que I'n, 'or son libres de torsion.

Dado un grupo U y un elemento = € U, denotamos por [z]y la clase de conjugacion
de x en U. El siguiente lema se hace claro.

Lema 9.4. La incrustacion v de A' en G = SLa(C) induce una biyeccion entre
elementos O\ {1} yTo \{£1}. Sea x € O\ {&1} tal que v = ¥(z) es el elemento
correspondiente de T'o \ {£1}. El centralizador C(v,T') corresponde a k(x) N O y
la clase de conjugacion [y]lc NTo corresponde a [x]a N OL.

Notar que el cuerpo k(z) es una extension cuadratica de k que se incrusta en
Ay Q:=k(z) N O es un Op-orden cuadratico de k(x) que es independiente de
la seleccion de z en [z]p1. Llamaremos B al orden de la clase de conjugacion de
x. Esta discusion, junto con los Teoremas y y un resultado de Eichler [7]
Theorem 2], nos permiten deducir lo siguiente.

Teorema 9.5. Supongamos que O y O'' tienen el mismo nimero de clases de
conjugacion de elementos con una traza reducida fija y orden fijos, entonces I'o\H?
y To/\H? son fuertemente isospectrales.

Hemos reducido nuestra construccién de 3-variedades hiperbdlicas isospectrales
al estudio del numero de clases de conjugacién de elementos en un algebra de
cuaterniones con traza reducida fija. Para simplificar ain mas este problema haremos
uso del siguiente hecho, probado en [II, Theorem 12.4.5].

Teorema 9.6. Sea O como antes y asumimos que I'o contiene un elemento de
traza tg. Entonces el nimero de clases de conjugacion en I'o de elementos de I'p
con traza ty es independiente de la eleccion del orden mazimal O.

A la luz de los teoremas [0.5] y [0.0] es suficiente mostrar que si © es un Oy-orden
cuadratico que se incrusta en O entonces ) se incrusta en O’ también. En efecto, si
2 = Oy[x] entonces toda incrustacion de Q en O determina (y es determinada por)
un elemento de O con el mismo polinomio caracteristico que x, la imagen en O de x.

Recordar de la Seccion que el namero de clases de isomorfismos de 6rdenes
maximales de A es llamado el nidmero de tipo de A. Resulta que cuando A ®g R 2
H | es siempre el caso que el ntimero de tipo es una potencia de dos (para una
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prueba, ver [4]). En particular, en el caso que estamos considerando tiene sentido
hablar de €2 incrustado en % de las clases de isomorfismos de érdenes maximales
de A. (Esto es por supuesto un abuso de lenguaje. Seria mas correcto decir que 2
se incrusta en representantes de la mitad de las clases de isomorfismos de 6rdenes
maximales de A.)

La pregunta de si todo orden maximal de A admite una incrustaciéon de un orden
cuadratico fijo {2 tiene una larga historia que retrocede al trabajo de Chevalley
en los 1930’s. En 1999, Chinburg y Friedman [4] resolvieron completamente este
problema y mostraron que la proporcion de clases de isomorfismos de érdenes
maximales de A que admite una incrustacion de 2 es igual a 0, % o 1. De hecho, su
teorema principal da condiciones necesarias y suficientes para que cada una de esas
proporciones ocurran. Uno de los resultados de su trabajo, que seré suficiente para
nuestro proposito, es el siguiente.

Teorema 9.7 (Chinburg-Friedman). Sea k un cuerpo de niimeros y A un dlgebra de
cuaterniones sobre k para el que A ®g R 2 HFQ . $i A es ramificado en un primo
finito de k y Q es un Og-orden cuadrdtico que se incrusta en un orden maximal de
A entonces todo orden mazximal de A admite una incrustacion de €.

Del Teorema [9.7 v la discusién anterior concluimos lo siguiente.

Teorema 9.8. Sea k un cuerpo de nimero con un unico lugar complejo y A un
dlgebra de cuaterniones de division sobre k que ramifica en todos los lugares reales de
k. Sean O, 0’ érdenes mazimales de A para los que T y Tor son libres de torsion.
Si A ramifica en un primo finito de k entonces las variedades T'o\H? y To/\H? son
fuertemente isospectrales.

Para estar seguros de que las 3-variedades hiperbodlicas que construimos no son
isométricas primero vemos que si 'o\H? y I'o/\H? fueran isométricas entonces
habria un elemento v en PGLy(C) para el que I'o = 7T'o,y~!. La siguiente pro-
posicion demuestra que esto a su vez prueba que O y O’ son conjugados en A*.
Para obtener variedades que no son isométricas es entonces suficiente elegir 6rdenes
maximales que tengan diferentes tipos; esto es, que no sean conjugados en A*.

Proposicion 9.9. Bajo la misma notacion de antes y suponiendo que Lo = YT oyt

para algin v € PGLy(C), se tiene que O y O’ son conjugados en A*.

Demostracion. Sea v = P(c) donde ¢ € GLy(C). Entonces ¥(A) = AT'p = AT o,
luego conjugar por ¢ induce un k-automorfismo de A via

Z a;Yi — Z aicyic!

paraa; € ky~y; € ¢¥(O%). Por el teorema de Skolem—Noether este es un automorfismo
interno y existe un elemento a € A* tal que aO'a~! = O'!. Ahora consideramos el
orden Oy (0O%) de 1(A) definido por

Op(0') := {Zai% ra; € O, € ¢(01)} :
Supongamos que D es un orden maximal de A para el que ¥(D) contiene O(O%).
Si D # O entonces [['o : PY(DNO) > 1. Pero (D NO) D (Op(O1)) D p(OL).
Luego D = O y similarmente, O es el tnico orden maximal de A para el que

O(O') esta contenido en 1(0’). Como 9 (a) conjuga OY(O) en O(O"), a debe
conjugar O en O'. O
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9.3. Un ejemplo. Sea k = Q(y/—5) y consideramos los ideales p; = (11) y
p2 = (3 4+ 2y/=5) de Q(/—5). Ambos son ideales primos y tienen norma 121 y
29 respectivamente. Sea A el algebra de cuaterniones de division sobre k defi-
nida por Ram(A) = {pi1,p2}. En términos de simbolos de Hilbert, A esta dada

por (44_11‘/&5\’/;555_6‘/?5). Todo esto puede verificarse con el siguiente cédigo de

Magma.

> k<t> := QuadraticField(-5);
> Zk := Integers(k);
> pl := 11xZk;

> IsPrime(pl);

true

> p2 := (3 + 2%t)*Zk;
> IsPrime(p2);

true

> Norm(p1);

121

> Norm(p2) ;

29

A := QuaternionAlgebra(pl * p2);
Basis(A);

1, i, j, k1

i := Basis(4)[2];

j Basis(A) [3];
i~2;

(44 - 11xt)

> j72;

(-38 - 6xt)

V V V —/,V VvV

El ideal primo p; = (11) se parte completamente en k(v/—1) y k(v/—3), entonces
el teorema de Albert-Brauer-Hasse-Noether implica que ninguna de estas extensiones
se incrusta en A. Ninguna otra extension ciclotomica de k es cuadratica, entonces A
no contiene otras raices de la unidad aparte de +1.

El namero de tipo de A es dos, luego existen 6rdenes maximales O y O’ de A
que no son conjugados.

> #ConjugacyClasses(MaximalOrder (A));
2

Hemos mostrado que I'o y T'or son libres de torsion. Sigue del Teorema [9.8]y la
Proposicion que las 3-variedades hiperboélicas aritméticas T'o\H? y I'o/\H? son
fuertemente isospectrales pero no isométricas.

Ahora usamos el Teorema [8.3| para calcular el volumen de nuestras 3-variedades
hiperbolicas isospectrales. (La ley de Weyl implica que las variedades riemannianas
compactas isospectrales tienen siempre el mismo volumen). En este caso tenemos

di, =20

Ck(2) = 1,85555689374712063476271341165 . . .
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entonces

20%/2 . (1,8555...) - 120 - 28
472

Nota 9.10. Notar que el teorema de rigidez de Mostow implica que cualquier

isomorfismo de I'o y T'os deberfa ser inducido por una isometria de I'p\H? y

I'o/\H3. Sigue que nuestras 3-variedades fuertemente isospectrales y no isométricas

tienen grupos fundamentales no isomorfos.

Vol(Tp\H?) = Vol(T'p/\H?) = = 14125,336712. ..
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